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От автора 
Многие задачи, которые приходится решать инжене

ру-конструктору, очень сложны, поскольку рассчитывае
мые физические процессы всегда протекают в простран
стве четырех измерений: трех координат и времени. Рас
чет сводится к -решению системы дифференциальных 
уравнений в частных производных, называемых уравне
ниями математической физики. В эти уравнения входят 
четыре независимые переменные. 

Иногда удает-ся упро,стить задачу настолько, что 
в уравнениях остается одна независимая переменная, 
т. е. задача приводится к одномерной. Полученные таким 
образом дифференциальные уравнения содержат одну 
независимую переменную и могут быть в принципе ре
шены точными аналитическими методами. Аналитиче
ские решения различных одномерных задач рассматри
ваются в ряде специальных дисциплин. Например, одно
мерные задачи расчета прочности решаются в курсе со
противления материалов, где в качестве независимой 
переменной фигурирует одна из координат. Задачи рас
чета электрических процессов решаются ·в теории цепей. 
В качестве независимой переменной сохраняется время. 
А если рассчитывают электрические процессы в линей
ных цепях и если закон изменения искомых токов и на
пряжений во времени заранее известен, например он яв
ляется гармоническим, то в расчете исключают и время 
и расчетные уравнения становятся алгебраическими. 
Различные одномерные задачи решаются точно, напри
мер, в теоретической механике, теории механизмов и 
машин. 

Приведение задачи к одномерному ·виду всегда свя
зано с ее идеализацией. В идеальной задаче приходится 
пренебрегать рядом второстепенных факторов, влияющих 
на ход физического процесса. Отсюда возникают по
грешности, которые трудно проконтролировать. Чем 
сложнее конструкция и условия, в которых она работает, 
тем труднее разработать одномерную расчетную модель, 
оставляющую надежду на достаточную достоверность 
результатов ра,счета. 
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В большинстве случаев принципиально ,невозможно 
привести задачу к одномерному виду и решить ее точ
ными аналитическими методами. Постановке многомер
ных задач посвящены более сложные дисuиплины, чем 
у,nомянутые выше. При решении, например, задач по 
расчету прочности приходится переходить от ,сопротив
ления материалов к общей теории упругости. Постанов
ке многомерных электротехнических задач посвящаются 
курсы электродинамики. Тепловые процессы рассматри
ваются в курсах теории теплопередачи и т. д. Глубокое 
изучение этих дисциплин весьма сложно. 

Особенно тяжело прихо;щтся конструктору радио
электронной аппаратуры (РЭА). В радиоконструкциях 
тесно сплелись теория упругости и э.1ектродинюшка, 
теплопередача и аэродинамика. Если допустить в какой
то области ошибку, то аппаратура работать не будет. 
А тут еще нужно учитывать сложные внешние воздейст
вия на конструкцию, а также множество мелких дета
лей, бороться за малые габариты и вес и в довершение 
всего - нет обобщенного положительного опыта работы 
рад:иоконструкторов прошлых поколений и только пото
му, что весь опыт накапливается какие-нибудь 10-15 
лет. Вот и приходится радиоконструктору обращаться 
к единственному, унаследованному из опыта прошлых 
поколений приему: «методу проб и ошибок». Построил 
конструкцию, провел испытания, убедился, что конструк
ция плохая, построил другую и т. д. Хороший этот ме
тод? - Ниже �реднего. Недостатки его хорошо известны. 
Но, к сожалению, он является пока основным. Методы 
теоретического расчета механических и тепловых про
цессов в радиоконструкциях только начинают разраба
тываться. На пути их создания встречаются большие 
трудности, связанные с овладением не только указанны
ми дисциплинами, чтобы грамотно поставить задачу, но 
и еще несколькими не менее сJюжными дисщш.1инами, 
чтобы эту задачу решить. Преодолеть эти трудности 
помогают различные приближенные методы решения 
дифференциальных уравнений в ча,стных производных. 

Среди конструкторов радиоэлектронной аппаратуры 
все большей популярностью пользуется метод конечных 
разностей, или метод сеток. Можно было бы его ,назвать 
и методом кубиков, поскольку в основе его лежит по
строение моделей сложных физических процессов, про
исходящих в больших объемах пространства, ,из простых 
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элементарных процессов, происходящих в малом объеме 
обычно кубической формы. 

Разностные методы ·приводят, как правило, к огром
ным объемам вычислений. Без современных ш1фровых 
вычислительных машин здесь обойтись нельзя. 

Электронные цифровые вычислительные машины 
(ЭЦВМ) находят все ·большее применение в практике 
проектирован,ия радиоаппаратуры. С помощью машин 
производят компоновку деталей, трас-сировку проводни
ков, рассчитывают электрические процессы. Метод ко
нечных разностей открывает широкие возможности при
менения ЭЦВМ для расчетов механических и тепловых 
процессов в различных конструкциях. Популяризаuми 
этого метода среди конструкторов разных специально
стей и посвящена эта книга. 

Книга рассчитана на широкий круг читате.'!ей, имею
щих :1одготовку в объеме начальных курсов технических 
вузов. Большую надежду возлагает автор также на 
здравый смысл и энтузиазм читателя. Материал препод
носится на «физическом» уровне строгости, поэтому не
которые положения читателю придется принять на веру 
или изучить по книгам, в которых дается строгая тео
рия разностных схем, например [2, 4, 8, 9]. Несмотря 
на популярную форму изложен,ия -и за6авный характер 
некоторых рисунков, выполненных автором совместно 
с аспирантом Г. С. Таньковым, книга ставит своей uе.'!ью 
не толыю ознакомить читателя с методами построения 
моделей механических и тепловых процессов, но подве
сти его к решению практических задач. 

В процессе работы над рукописью автор постоянно 
чувствовал поддержку ·и практшческую помощь профес
сора В. Б. Пестрякова, канд. техн. наук В. А. Ермо.'!ае
ва, канд. техн. наук А. С. Синиченкова и канд. техн. на
ук Г. А. Дмитриева. Автор выражает им глубокую бла
годарность за ценные советы и замечания, сделанные 
при обсуждении рукописи. 



ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В этой главе мы коснемся некото,рых предваритель
ных ,сведений, чтобы подготовить Ч�итателя к порядку 
рассуждений, используемому в книге. 

Любому конструктору, а конструктору радиоэлек
тронной аппаратуры (РЭА) особенно, в практической 
деятельности постоянно приходится сталкиваться со 
многими физическими явлениями: механическими, теп
ловыми, с:.эродинамическими, электродинамическими. 
Нацример, на радиоаппаратуру, установленную в -са
молете или ракете, передают-ся вибрации от корпуса. 
Она испытывает те же перегрузки, что и космонавт. 
В процессе работы в радиоэлементах выделяется тепло, 
нагреваются сами элементы и несущие их конструкции. 
Для охлаждения приходит,ся принимать -специальные 
меры. Вибрации конструкции, тепловые и воздушные по
токи, электромагнитные во rшы образуют очень сложную 
картину. 

Почему мы -считаем эти явления -сложными? 
Ничего сложного нет в том, что, скажем, человек 

открыл форточку и проветрил помещение или разжег 
костер и стало те.плее. Да, •С точки зрения наших ж,итей
ских понятий- ничего сложного в этих явлениях нет. Но 
если постараться изобра3ить на бумаге картину распре
деления потока воздуха в комнате ,с открытой форточкой 
или картину тепловых потоков от ко-стра, то придется 
поломать голову и поставить несложные опыты, напри
мер с отклонением пламени горящей свечи (рис. l. l). 
А при попытке рассчитать эти потоки, пожалуй, ничего 
не выйдет, хотя комната имеет относительно простую 
форму прямоугольного параллелепипеда. Пространство 
у костра еще проще для расчета. Его можно представить 
в виде полубесконечного пространства, ограниченного 
с од.ной -стороны землей. 

Сложность таких задач -состоит прежде всего в том, 
что они многомерны. Процессы в НtИХ протекают в .на
правлении трех координат и времени. 
6 



Рис. 1.1. 

1.1. В элементарном объеме 

Бели рассматривать явления, происходящие в какой
либо ,с,реде, в малом или, как говорят, элементарном 
объеме, то они оказываются до-статочно простыми для 
понимания и количест.вен.ного описания. Другими ,слова
ми, записать общую зависимость между величинами, ха
рактеризующими поведение среды в элементарном объе
ме, -несложно. Например, в механических полях упруг.их 
деформаций каждый элементарный о·бъем в упругой 
среде должен наход1иться в динамическом равновесии, 
т. е. ·сумма всех ,сил, действующих .на этот объем, долж
на быть равна нулю. Равенство нулю всех внешних и 
внутренних ,сил вытекает из закона сохранения импуль-

7 



F•"'---'-"

i�-::+ 

_.A.��-4,jiV 
1:F= O 

Рис. 1.2. Рис. 1.3. 

са и может быть записано в виде уравнения равнове
сия ( рис. 1.2). 

Для понимания процессов в жидюих и газообразных 
средах и их количественного описания к закону сохра
нения импульса следует добавить еще закон -сохранения 
материи или уравнение неразрывности. Для элементар
ного объема этот закон го-вор,ит о том, что накопление 
вещества определяется разницей между его приходом 
и расходом (рис. 1.3). 

При изучении процессов, связанных •С энергообменом, 
например тепловых процессов, используют закон сохра
нения энергии. Для элементарного объема он говорит 
о том, что сумма притекающей, утекающей и по,глощае
мой (выделяемой) энергии равна нулю. 

Итак, трм непогрешимых фундаментальных закона 
природы: 1. Закон сохранения импульса. 2. Закон со
хранения материи. 3. Закон сохранения энергии. 

И три уравнения для элементарного объема: 1. Сум
ма сил равна нулю. 2. Сумма потоков вещества равна 
нулю. 3. Сумма потоков энергии равна нулю. 

Последние два уравнения ,справедливы лишь в слу
чае, когда вещество или энергия ,не поглощается или не 
вьцеляется внутри элементарного объема и не происхо
дит их накопления. Если же происходит поглощение, 
выде.rrение или накопление, это можно учесть в урав-
8 



нениях введением некоторых дополнительных потоков, и 
уравнения остают-ся в силе. 

Будем строить дальнейшие рассуждения на основа
нии трех указанных законов природы и соответствую
щих им уравнений ,рав.новесия. Помимо законов сохра
нения, нам ·будут нужны еще некоторые гипотезы о по
ведении среды, для которой строятся уравнения равно
весия. Эти гипотезы связывают между собой разJiичные 
характеристики движения. 

1.1. Гипотеза о свойствах среды 

Механические, электрические и тепловые процессы 
связаны со взаимодейств,ием частиц или тел в различ
ных -средах и характеризуют-ся многим.и физическими ве
личинами. К ним относятся: положение, скорость и уско
рение частиц, температура, потенциал и напряженность 
электрического поля, объемная плотность вещества или 
объемная плотно,сть заряда, напряженно,сть магнитного 
поля, магнитная индукция. Все эти величины взаимосвя
заны, однако степень их влияния друг на друга различ
на. Это позволяет упрос11ить задачу и ра,ссматривать не 
всю картину, а только отдельные части. Например, при 
рас-смотрении механическ.их процессов не учитывать 
электрических и магнитных взаимодействий и, наоборот. 

Но, чтобы описать количественно кар11ину каждогD 
из этих процессов, нам потребуется гипотеза о свойст
вах среды. Нач.нем ,с описания механических процессов 
в упругой среде, т. е . .в твердом теле. 

Основной характеристикой движения в такой среде 
является перемещение частицы или некоторого малогD 
объема относительно произвольной начальной точки от
счета. Для упругих тел в качестве точки отсчета удобно 
выбрать такую, в которой находилась частица, когда 
тело было в недефо,рмированном -состоянии. Таким об
разом, перемещения определяются относительно поло
жения равновесия. 

На основании этой характеристики можно получ,ить 
ряд производных характеристик. Для каждой частицы 
в отдельности производная от перемещения по времен.и 
определяет ее скорость, вторая производная - ускоре
ние, третья --ско,рость .нарастания ускорения и т. д. Не
сколько -сложнее обстоит дело при взаимодействии ча
стиц. Здесь удобно рас-сматривать за,стывшие во времени 
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картины движения как кинокадры. При этом появляю"Гся 
две катеr.ории производных величин, зависящих от вза
имного распо.110жеНtия ча,стиц в та:�юй застывшей кар
тине. 

К первой категории относятся величины, характери
зующие ,геометрию ·взаимного расположения. Их .назы
вают деформациями. Можно получить ,ряд производных 
от деформаций по времени, напр1имер скорость дефор
маций, ускорение деформаций и т. д. 

Ко второй категории относятся величины, определяю
щие ,силу взаимодействия между частицами ил1и малыми 
объемами. Эти величины .называют напряжениями и оп
р.еделяют количественно как .среднюю ,силу, приходя
щуюся ,на единичную площадь поверхности раздела меж
ду двумя объемами тела. 

Деформации и нацряжения определяются взаимным 
расположением частиц, поэто·му между ними должна 
быть ,связь. Это означает, что для каждого конкретного 
упругого тела величина напряжений однозначно опреде
ляет величину деформаций и наоборот. При этом вели
чина напряжений может зависеть также от ,скорости 
деформаций, их ускорения и т. д. Эта функциональная 
связь довольно сложна и является нелинейной. Но для 
большинства практических приложений связь между 
деформацией и напряжением считают линейной. Для 
случая продольного растяжения или сжатия упругих тел 
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Рис, 1.4. 
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в виде стержня коэффициент пропорциональности назы
вают модулем упругости, или модулем Юнга, и обозна
чают буквой Е (рис. 1.4). 

Более сложный случай деформирования рассмотрен 
в гл. 3. 

В жидкостях и газах величина .напряжения оказы
вается пропорциональной скорости деформации. Такие 
среды называют вязким.и, а коэффициент пропорцио
нальности называют коэффициентом вязкости. 

Таким об,разом, гипотеза о линейности -среды предпо• 
лагаст прямую пропорциональную зависимость напря
жения от деформации или от скорости деформаций. Эти 
гипотезы ,связывают между собой силы и перемещения. 
Такую ,с-вязь между напряжением и деформацией назы
вают законом. Для упругих тел она определяется зако
ном Гука, для вязких - законом Сток-са. 

Гипотеза о линейности свойств среды применяется 
также при тепловых расчетах. В случае распространения 
тепла в тве,рдом теле предполагает-ся прямая пропор
циональная зависимость между потоками тепла и гра
диентом температуры (первой производной от темпера
туры по координате в рассматриваемом направлении). 
Коэффициентом пропорциональности здесь служит ко• 
эффициент теплопровод,ности. 

1.3. От части к целому 

Используя законы ,сохранения и гипотезы о линей
но,сти ,свойств -среды, можно перейти от описания про
цесса в элементарном объеме к описанию его во всей 
рассматриваемой области, например, -в твердом теле. 
Для этого нужно представить в виде математических 
соотношений взаимодействие каждого элементарного 
объема с его «ближайшим,и соседями». 

Вначале на основании одного из законов сохранения 
записывают зависимо,сть между величина'1и, которые 
характеризуют ,состояние каждого э.11ементарного объема 
и вза,имодействие ,соседних элементарных объемов. На
пример, в упругой среде ,состояние характеризуется 
перемещением объема в направлении координатных 
осей, а взаимодействие - напряжениями, действующими 
на границах раздела между элементамrИ. При расчетах 
тепловых процессов характеристикой ,состояния явля
ется температура, а взаимодействия - тепловые потоки. 
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Таким образом, получим систему уравнений, устанав
ливающих связь между элементарными объемами. Да
лее, испо.пьзуя гипотезу о линейности свойств среды, 
иск.пючают из уравнений величины одной категории, 
обычно те, которые характ�ризуют взаимодействие, т. е. 
выражают напряжения через перемещения, а потоки -
через температуру. Для каждого элементарного объема 
получается одно .или несколько уравнений для нахожде
ния оставшихся неизвестных величин: перемещений или 
температуры. Если состояние вещества в каждом эле
ментарном объеме определяется скалярной величиной, 
наприм�р температурой, то уравнение будет одно. Если 
же .состояние характеризует,ся векторной величиной, на
пример ,перемещением, то уравнений будет ,столько, 
сколько компонентов имеет вектор. В трехмерных зада
чах таких компонентов будет три. 

Бели ф<Эрма всех элементарных объемов выбрана 
одной и той же ,и одинаков характер .взаимодействия со
седних объемов, то все соотношения будут также оди
наковыми. Поэтому нет надобно,сти записывать уравне
ния для всех элементов, что при малых объемах элемен
тов и невозможно. До,статочно записать уравнения для 
одного типового элементарного объема. При бесконечно 
малых размерах элементов эти уравнения будут уравне
ниями в частных производных, при конечных размерах 
элементов -уравнениями в конечных разностях. В,сегда 
можно перейти от уравнений в ча,стных производных 
к уравнениям в конечных разностях и наоборот. 

Однако при предельном переходе к бесконечно ма
лым размерам элементов из разностного уравнения 
всегда получается вполне определенное дифференциаль
ное уравнение. Этот переход всегда однозначен. Но для 
одного и того же дифференциального уравнения можно 
записать бесконечное множество различных разно,стных 
уравнений. Причем эти уравнения будут далеко не рав
ноценны с точки зрения ,сложности решения и точности 
получаемых результатов.

Трудно предложить общие правила выбора разност
ного уравнения, но можно указать точно, какие раз
ностные уравнения использовать для решения нельзя. 
В дальнейшем мы попытаемся это ,сделать, а пока за
метим, что, не им,ея достаточного опыта, весьма полезно 
получить разностное ура·внение из физических представ
.пений о взаимодействии эл.ементар.ных объемов конеч-
12 



ных размеров, а затем, перейдя к бесконечно малым, по
лучить его дифференциальный аналог. Далее нужно 
сравнить полученное дифференциальное уравнение с из
вестным уравнением в частных производных. Разумеет
ся, они должны быть одинаковыми. При таком подходе 
не только удается избежать гру-бых ошибок в расчете, 
но и проще осмыслить его результаты. Кроме того, фи
зический подход иногда позволяет учесть в расчете та
кие эффекты, которые в бесконечно малых объемах про
падают как величины второго порядка малости. Уравне
ния полнее отражают физическую картину взаимодейст
вия элементов, а значит, являют,ся более точными. Осо
бенно заметны такие эффекты при построении разност
ных уравнений в криволинейных системах координат. 
Наконец, физ1Ический подход к построению разностных 
уравнений часто позволяет упростить задание внешних 
воздействий (граничных условий) в задаче. 

Возникает вопрос: а нельзя ли п,ри разностном ре
шении задачи вообще отказаться от дифференциальных
уравнений в частных произ.водных? 

Лучше этого не делать. 
Дело в том, что, уравнения в ча,стных производных 

дают точное решение задачи. Хотя такие решения, как 
пра·вило, неизвестны, но на основе ,сравнения разностных 
уравнений с дифференциальными •можно ,судить о каче
стве полученных разностных уравнений. Кроме того, ча
сто удается подобрать точное решение другой задачи, 
в которой используют,ся те же дифференциальные ,и раз
ностные уравнения, но другие начальные и граничные 
у.словия. В этом случае возможно ,сравнение точного и 
приближенного решения и оценка поrр,ешно,стей разност
ного решения. В дальнейшем мы воспользуем,ся этим 
приемом. 

Поясним построение разностных уравнений на осн�ве 
физических представлений на весьма наглядном при
мере. 

f ·•· Пример с водо� 

В качеетве движущейся ,среды выберем воду 
(.рис. 1.5). Воду считаем несжимаемой, внут,ри элемен
тарного объема не будет происходить ее выделение, по
глощение или накопленме. Тогда можно ·воспользоваться 
вторым из записанных выше уравнений: сумма ттотоков 
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Рис. 1.5. 

вещества равна нулю. Для дальнейшего упрощения 
возьмем двухмерную и ,стационарную задачи, т. е. пото
ки .вещества в вертикальном направлении примем рав
ными .нулю и :будем ,считать потоки в двух других на
правлениях неизменными во ·времени. Допу,стим, что 
каждый элементарный объем им,еет вид рез�рвуара, на
полненного водой доверху. Центры резервуаров ,совпа
дают с точками плоскости хОу, где пересекаются оси 
трубок. Эти оси назовем сеткой, а точки пересечения 
осей-узлами сетки. Узлы образуют множество точек. 
равноотстоящих друг от друга в ,направлении координат-
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ных осей. Множество узлов, образующих ,сетку, обозна• 
чается так [7]: 

;={x=mk, y=nh[m=O, 1, .•. , М, n=O, l, ... , N}, 
(1.1) 

где ro - обознач,ение множества узлов, образующих сет
ку, включающего и г,раничные узлы; { }-знак множест
ва; x=mh, у-пh-обозначение узлов. Далее за разде
ли11ельной чертой приводит,ся -свойство узлов, образую
щих множество. В наrшем примере оно состоит в том, 
что координаты узлов пропорциональны шагу h и коэф
фициенты пропорциональности т и п могут быть только 
целыми числами. Мак-симальное значение коэффициен
тов (М и N) определяет размеры прямоугольника 
(Mh-Nh), ограниченного осями крайних резервуаров. 
Резервуары соединены трубками одинакового диаметра, 
расположенными в горизонтальной плоскости в направ
лении осей х и у. В вертикальном направлении потоков 
и трубочек нет. У каждого резервуара имеется манометр 
для измерения давления. l(райние резервуары- особые, 
с их помощью задаются граничные у-словия в нашей за
даче. Так как задача стационарная, давление в крайних 
резервуарах должно поддерживаться постоянным. Для 
этого придет-ся доливать или выливать из них воду. 

Итак, вода залита и в граничных резервуарах дав
ление ее по,стоянно. Попробуем записать закон сохра
нения материи для любого из ·внутренних резервуаров. 
Для этого нам нужно прежде в-сего высказать некото
рое предположение о зависимости потока в трубке от 
разности давлений на ее концах. Можно, например, до
пустить, что поток через каждую трубку пропорциона
лен ее поперечному -сечению S, разности давлений на ее 
концах и обрат.но пропо,рционален длине трубки l. Это 
предположение, естественно, и отражает результаты на
ших наблюдений (рис. 1.6). 

Строго ли это предположение отражает картину дви
жения воды в трубке? Нет, конечно. Это лишь допуще
ние о линейной -связи между потоками и разно-стью дав
лений, т. е. гипотеза о линейно,сти ,свойств ,среды. Для 
1Iовышения точности предположения надо было также 
учесть влияние на величину потока относительной вели
чины самого потока. Но тогда -среда будет нелинейной, 
.а уравнения движения •станут более ,сложными. 
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Рис. 1.6. 

Хорошим аналогом движения воды по трубам явля
ется протекание электрического тока по проводам 
(рис. 1.6). Сила тока также пропорциональна попереч
ному ,сечению провода, разности потенциалов и обратно 
пропорциональна длине провода. 

Теперь ра,ссмот-рим внутренний резервуар, находя
щийся в точке поля ,с координатами х и у. Тоqнее, в этой 
точке находит-ся центр резервуара, а х и у могут при
нимать значения, кратные ра,сстоянию между центрами 
соседних резервуаров, т. е. шагу сетки h. Обозначим 
давление .в этом резе.рвуаре через Рт, n• Предположим, 
что потоки, .направленные по нижней и левой трубке, 
втекают в резервуар, а потоки по правой и верхней 
16 
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(на рис. 1.7) - вытекают из него. Разумеется, нам за
ранее не известно действительное направление потоков 
в трубках, а также и действительное значение давления. 
Поэтому чтобы не ошибиться в знаках при выводе урав
нений, -считаем, что потоки в .напра'Влени.и координатных 
осей положительны. Бели в некоторых т,рубках потоки 
будут направлены в противоположную ,сторону, то при 
расчете они получатся -со знаком мину.с. 

Давление в резервуарах, соседних с резервуаром 
(х, у), обозначим, как на рис. 1.7. 

Поток через трубку 1 резервуа,ра будет равен 

AS Рт,п -:т,п+� ,
через трубку 3

AS Рт,п- Рт+1,п
h 

Поток через трубку 2

AS Рт,п-1 -'Рт,п
h 

через трубку 4 

AS Рт-,,п- Рт,п
h 

• 

В этих формулах буквой А обозначен коэффициент, ха
рактеризующий -свойства жидкости (воды). Очевидно, 
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аю..эффициент А одинаков для всех трубок, так как вода 
.в них одна и та же. 

Возьм,ем два первых потока со знаком плюс и два 
вторых со знаком ·минус и ,сложим их. В результате 
получим нуль в полном ,соответствии с законом сохра
нения вещества. После сокращения В•Сех членов полу
·ченной суммы ,на (AS) и деления на h запишем уравне
·ние движения в виде

(Рт,п- Рт+1,п)/h
-; 

(Рт-1,п- Рт,п)/h 
+ 

(1.2) 

Это разностное соотношение для закона ,сох,ранения ве
щества в нашей гидравлической модели, оно будет спра
·ведливым для любого .внут.реннего резервуара, нужно
только подставить давл,ение, ,соответствующие числам
т и п. Для резервуаров на границе (m=O, М; n=O, N)
уравнений записывать не нужно, поскольку давление
·в этих резервуарах задано.

1.5. Ближе к природе 

Рассмотренная гидравлическая модель является 
-искусственной. Такие конструкции в природе не встре
чаются, хотя процесы фильтрации жидкости через пори
,стые вещества, .на.пример чер-ез песок, ·во многом напо
минают процеосы в нашей модели. Приблизить процессы
в модели к движению сплошных масс жидкости без
всяких резервуаров можно путем ,следующих ,ра,осужде
,ний. Предположим, "!ТО резервуары и трубки имеют пря
моугольные формы (рис. 1.8). Чем процессы в такой
-модели с прямоугольными резервуарами будут отличать
·ся от процессов в модели •С круглыми ,резервуарами?
Если течение жидкости достаточно медленное, то ничем.
Может несколько измениться коэффициент пропорцио
·нальности А. Но в полученном уравнении ( 1.2) коэффи
циент А сокращается, и уравнение пр.и переходе к пря
моугольным формам не изменится. Теперь будем уве
.личивать резервуары и трубки, как на рис. 1.9. При
·каждом таком увеличении изменяется площадь сечений
трубок. Но в уравнении ( 1.2) площадь трубок также со
кращается, и уравнение меняться не -будет. Размер же
'J)езервуаров в .наших р:юсуждениях вообще участия не
:1,8



Рис. 1.8. 

�i-, ��-

�1: х !(_ 
,ii ,g, �r 
.J=-=L ...1=---=� ....Г-3-.J=-=---U=- = - =u== ==L

---------

��[ - ---- ---

-- - -

- -- -
-

принимал. Итак, трубки и ре- ..,,!:=:=--·· u '-�---�V=----'1.. 
зервуары ра,стут, перемычки _ _ --��:..::::--_--- -= 

------------между ними уменьшаются, по- --------- --
ка не обратятся в линии, а в � § �--зс
трехмерной задаче - в точки. - _ ::::: 
А затем можно убрать и rочки, �-==-=--rЛ-i= � -==�· 
поскольку они на дв,ижении •--------жидкости не отражаются. 

Следовательно, уравнение =-------=--=--------=-----=
(1.2) остается справедливым �-------- _-_-· и для сплошных масс жидко- -_-_-_-_----- ------=---=
сти, если rолыю давление по ---+----.---
границам рассматриваемой об- Рис. 1.9.

ласти и величина потоков во 
времени не изменяю11ся. Мы выполнили, как говорят, 
предельный переход от модели с трубкам'и и резервуа
рами к сплошному потоку ЖИДIКОС'ГИ. 

Рис. 1.10. 
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При предельном переходе к сплошному поток); ·в ш10-
ских задачах нужно подумать о том, что делать с по
токами в третьем вертикальном на,правлении. Нужно по
заботиться о том, чтобы потоков воды в вертикальном 
направлении не было. Этого можно добиться в нашей 
задач�, ес.1и ограничить жидкость двумя горизонталь
ными плоскостями с небольшим расстоянием между 
ними (рис. 1.1 О). 

1.6. Вперед- к бесконечно малым! 

В плоской модели, показанной на рис. 1.10, нет ника
кой координатной сетки с шагами h, разделяющей жид
кость на элементарные объемы. Эту сетку ·мы мысленно 
nред:ставляем, чтобы .вычислять давление в определен
ных точках - узлах. Поэтому процесс течения жидкости, 
а следовательно, и точное решение задачи от выбора 
с·етки за·висеть не должны. Но в разностное уравнение 
( 1.2) входят шаги сетки h и можно ожидать, что при
ближенное решение будет зависеть от шагов сетки. Ра,с
смотрим, как будет изменяться ,система разностных 
уравнений при уменьшении шагов. 

В нашей задаче непрерывное изменение шага h не
возможно, так как длина и ширина области должны 
быть пропорциональны шагу, поэтому выберем на.ибол,ее 
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простой способ дискретного уменьшения шага /i. Будем 
уменьшать шаг в два ,раза, затем еще в два раза и т. д. 
(рис. 1.11). При этом уже проведенные линии будут ,со
храняться. Будет изменяться только их номер т или п.

Возьмем узел (m1=l, n1=l) на пересечении линий 
при первом разбиении области сеткой. В уравнение ( 1.2) 
для этого узла войдут пять значений давления в узлах, 
отмеченных .на рис. 1.11 буквой а. Говорят, что разно,ст
ный оператор ·в левой ча,сти урав.нения ( 1.2) определен 
на 5-точечном шаблоне. Внутренних узлов сетки при пер
вом разбиении четыре, поэтому уравнений вида ( 1.2) бу
дет тоже четыре, и в процес,се решения нам нужно будет 
найти четыре неизвестных давления в четырех внутрен
них узлах, т. е. решить ,систему из четырех алгебраиче
ских уравнений ,с ч•етырьмя неизвестными. 

Выполним второе разбиение, уменьшив шаги в два 
раза. В у,равнение (1.2) для этого же узла (т2=2, n2= 
=2) войдут теп�рь ·пять значений давления в узлах, от
меченных буквой Ь и расположенных ·вдвое ближе друг 
к другу. Теперь ,сетка будет содержать 25 внутренних 
узло,в и приде11ся решать •систему из 25 уравнений с 25 
неизвестными. 

При третьем разбиении узлы 5-точечного шаблона 
снова сблизятся: внутренних узлов теперь будет 121. Если 
п.родолжить эту процедуру до бесконечности, то вся об
ласть покроет,ся узлами-точками, расположенными бес
конечно близко по отношению друг к другу. Число урав
нений и число неизвестных также возра-стает до беско
нечности, а ,сами уравнения будут дифференциальными 
уравнениями в частных производных. Разумеет,ся, вид 
этих уравнений во ·всех точках области будет одинако
вым, и поэтому нужно и,спользовать какое-нибудь одно 
уравнение. Считают, что оно должно удовлетворяться 
в любой точке области. Каким ·будет это уравнение? 

Чтобы ответить на этот вопрос, ,рассмотрим выраже
ния для пло-тности ·потоков в направлении оси х и раз
ности плотно,стей потоков в этом направлении. Выраже
ния для плотностей потоков получают.ся из ура.внений 
для потоков в трубках 3 и 4 (рис. 1. 7), е.сли эти потоки 
разделить на площадь сечения трубки S:

1; 
= В (Р т.п -Рт+� п)/h, 

(1.3) 
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Рис. 1.12. 

где знаком «+» отмечен поток, уходящий от узла в на
направлении оси х (направо) (рис. 1.7), а знаком «-» -
поток, приходящий к узлу слева. Коэффициент В харак
теризует свойства воды и появился вместо коэффици
ента А при предельном переходе от модели с трубками 
к сплошному потоку воды. 

При измельчении шага сетки ,li и числитель, и знаме
натель в выражениях ( 1.3) будут уменьшаться, стремясь 
в пределе к нулю. Сама дробь ,стремится к постоянной 
величине. Если бы функция Р была известна (рис. 1.12), 
то разности, входящие в ,3ыражения ( 1.3), определялись 
бы отношением катетов заштрихованных треугольников. 
В пределе это отношение стремило.сь бы к постоянной 
величине, определяемой тангенсом угла наклона каса
тельной к кривой Р в точке x=m11h1, т. е. к производной 
в точке x=m1h1: 

lim 
Рт,п-Рт+1,п 

h➔O h 

1
. Рт-1,п-Рт,п дР 
1m 

h = -д-.h➔O Х, 
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Таким образом, обе разности зам,еняются одной и той 
же производной. При обратном переходе от производных 
к разностям можно заменять производные так: 
дР Рт+1,п - Рт,п 
дх 

-+ 
h 

и 
дР Ртп-Рт-1п 
дх-+ ' 

h , 

(1.5) 

В первом •случае разность называется правой, во вто
ром -левой. В выражениях (1.4) и (1.5) записаны част
ные производные, а не полные, потому что рассматрива
ется приращение функции Р в направлении одной коор
динаты независимо от ее приращения в другом 
направлении. 

Следовательно, при переходе от дифференциальных 
уравнений к разностным первые производные можно за
менять правыми или левыми разностями. Возможны и 
другие спо,собы замены. Возникает вопрос: какой из 
этих способов является лучшим? При разностном реше
нии диффе,ренциальных уравнений в частных производ
ных основным ис rочником ошибок являются погрешно
сти от замены производных конечными разностями. Эти 
погрешности называют погрешностями дискретизации.
Таким образом, в теории разностных ,схем основной 
является проблема наилучшего приближения с помощью 
разностных ,соотношений к дифференциальным, или наи
;rучшей аппроксимации дифференциальных операторов 
разностными. 

1.7. Аппроксимация 

Погрешности дискретизации зависят не только от 
способа замены дифференциальных уравнений разност
ными, но и от конфигурации элементов конструкции 
( формы рас-сматриваемой области), внешних воздейст
вий (граничных условий) и длительности раосчитывае
мого процесса. Оценка этих погрешностей не менее ·слож
на, чем сам расчет процесса в конструкции. 

Если трудно определить погрешности дискретизации, 
то довольно просто найти порядок величины этих по
грешностей. Порядок погрешностей решения задачи 
целиком определяется способом замены дифферен
циальных операторов в задаче разностными, т. е. 
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р 

_-а (h-a) 

а х 

порядком аппроксимации. 
Порядок аппроксимации 
показывает, каким обра
зом снижают,ся погрешно
сти с уменьшением шагов 
сетки. Если, предполо
жим, порядок аппрокси-
мации первый, то погреш

Рнс. 1.13. 

ности пропорциональны 
шагу, если второ�'i, то -
квадрату шага и т. д. 

Покажем, как определить порядок аппроксимации 
на примере замены первой производной первой конечной 
разно,стью. Допустим, мы хотим зам,енить производную 
в точке О (рис. 1.13) и для этого наметили два узла сет
ки в точках х=-а и x=h-a. 

Будем ,считать функцию Р и ее производные в точке 
О известными. Воспользовавшись разложением этой 
функции в ряд Тейлора, находим значения функции на 
концах отрезка при х=-а и x=h-a: 

дР а д2Р а2 д1Р а• д4Р 'а4 
Р ( а)-Р дх 1! + дх2 2! дJС 31 + дх4 4! " · ' 

P(h- )-Р+дР (h-a) +д21-' (h-a) 2

+а - дх 1 ! дх 2 21 

Теперь можно определить значение конечной разности 
P(h-a)-P(-a) дР д2Р h-2a д1Р

я = дх + а�• 21+ дх 1 

-+. д• Р h1 
- 4h 2a + 6ha2 

- 4а8 + 
дх4 4! • • •

h2-3ah + 3а2 

3! .+
(1.6) 

Погрешность от за-мены первой производной конечной 
разностью будет равна 

Р (h-a)-P(-a) дР _д2Р h-2a
+ h дх -дх• � 

+� h1 -3ha+Зa2 +
дХ,

8 31 • · · 

Если •величин� а давать различные значения от нуля до 
h, то получатся различные значения погрешности. При 
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а=О разность ( 1.6) будет правой разностью и погреш
ность будет равна 

д2Р h д3Р h2 

д,с2 21+ д,с• 3!+ ...
Она ,по.rrучается пропорциональной шагу сетки. Имеет 
место первый порядок аппроксимации производной «пра
вой» разностью. У,словно это в цринятых выше обозна
чениях можно записать в виде 
Рт+�, п;

Рт, п =:: +O(h). (l.7) 

Производная вычисляется в узле на левом конце от
резка mh�x�(m+ l)h. Уравнение (1.7) читают так: 
разность равна производной плюс остаток, пропорцио
нальный h.

К аналогичному результату мы придем при a=h. 
В этом c.rryчae разность ( 1.6) будет «левой» и по.греш
ность соста·вит 

д2Р h +д•Р h"
- дх2 2! дх• у--···

Знаки производных, кото.рые получаются в результате 
решения, нам заранее неизвестны, поэтому нельзя ска
зать, будет л.и эта погрешность больше или меньше, чем 
для «правой» разности, но в обоих •случаях она будет 
пропорциона.11ьна h. Для левой разности можно записать 
Рт, п -/т-1, п :: +O(h). (1.8) 

Ec.rrи же взять a=h/2, то погрешно,сть уменьшит-ся и 
будет пропорциональна квадрату шага h:

д1Р h2 д5Р h� 
дх• -т.зт+ дх6 8,5 + · · ·

Таким образом, заменяя конечными разностями произ
водные в узлах сетки, получаем первый порядок аппрок
симации, а в центре отрезков между узлами - вто
рой (7]: 

(1.9) 

Теперь можно ответить .на вопрос: как располагать 
узлы ,сетки, чтобы поточнее вычислить производную с по
мощью первой разности? 

Для вычисления производной в какой-то точке х, 
узлы сетки •следует располагать на равном расстоянии 
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по обе стороны от точки х, т. е. в точках x+h/2, x-h/2. 
А если .нужно вычислить с помощью разности первую 
производную в то·чке, где уже имее'Гся узел? В этом слу
чае лучше воспользоваться «центральной» разностью 

Рт+1,п-Рт-1,п дР +о 2 

2h дх (h i. { 1.10) 

Порядок аппроИ:симации в этом случае будет вторым, 
а не первым, как в случае «левой» и «правой» раз,ностей. 

Это правило хорошо согласуется •С физическими пред
ставлениями. Например, если давление в нашей задаче 
о течении жидкости вычисляется в узлах •сетки, то раз
ность давлений и соответствующая ей производная по 
координате определяют поток между узлами и относятся 
к центру отрезка между узлами. 

Мы говорили об аппроксимации производных конеч
ными разностями. Можно говорить об аппроИ:симации 
всего д:иффер·енциально,го уравнения конечно-разностным 
уравнением и, наконец, об аппроксимации всей диффе
ренциальной задачи конечно-разностной задачей. В лю
бом ,случае можно о,пределить по.рядок аппроксимации. 

Аппроксимация определяет только поrрешно,сть от 
зам,ены производной или дифференциального уравнения 
конечно-разно,стным выражением. Бели, .например, ,ско
рость точки мы вычисляем как первую разность от пере
мещений по времени при и з в е с т  н о м з н а ч е н и и п е
р е м  еще н и  й, то величина ошибки равна погрешности 
вычисления ,скорости. Бели же решение задачи нам не
известно, то аппроИ:симация говорит лишь о том, что 
решение ,системы разностных уравнений ·будет похожим 
на точное решение, что ум,еньшение ша•rо,в ,сетки при
водит к уменьшению погрешностей и что порядок по
грешно,стей определяется порядком а1ппроксимации. 

Рассматривая теперь цроизводную дР /дх как неко
торую функцию координаты х, замечаем, что при •стрем
лении шага ,с-етки h к нулю вторая разность ,стремит,ся 
к производной о·т .производной, т. е. ко второй произ
водной: 

1
. Рт+1,п -2Рт,п + Рт-1,п 
lIП 

h2 
h➔O 

Вторая производная опять определяется в центре 
интервала (m-0,5)h ... (m+0,5)h, на концах кото,рого 
был.и найдены первые разно,сти, т. е. в узле сетки т, п. 
Следовательно, порядок аппрок,симации второй произ-
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водной в узле второй разностью должен сохранить·ся 
вторым. 

Проверим это. 
Используя разлож,ение функции Р в ряд Тейлора 

вблизи точки x=mh, ПОJ1учаем 

l 1 ( дР h + V (Р т+1,п - 2Р т,п+Р т-1,п) =№ Р+ дх 1Т 
д2Р h2 д8Р h3 д"Р h"' 

+дх2 21+дха зr+дх4 Тt+:··-2Р+Р-
дР h д2Р h2 д8Р h8 д4Р h"' 

) дх 1 ! + дх2 2! дх 8 3! + д,с"' 4! + · · · -
д2Р д"'Р h2 д2Р 

= дх2 + 2 дх" 41+ ... = дх2 + О (h2).

Действительно, имеет место второй порядок аппрок• 
симации. 

Теперь можно -сказать, что для улучшения аппрокси
мации в,се четные производные следует определять 
в узлах сетки, а нечетные -- между узлами. Нуль ,счи
тает-ся четным числом, а нулевая производная будет са
мой функцией Р. 

Если теперь -совершить в уравнении ( 1.2) предельный 
переход от разно,стей к производным и по координате у, 
то уравнение можно записать в таком компактном виде: 

(1.11) 

Мы получили известное уравнение в ча,стных произ
водных - двухмерное уравнение Лапласа. Этим уравне
нием описываются не только процессы в жидко-стях, но 
и стационарные тепловые процессы в твердых телах, 
процессы фильтрации и многие другие. Разумеется, 
в процессах другой физической природы нужно взять 
вместо давления какую-то другую физическую величину, 
например в тепловых - температуру, в электрических
потенциал и т. д. Да и в нашем процессе течения жид
кости давление можно принять в качеств,е искомой функ
ции только в случае горизонтальных потоков жидкости 
небольшой высоты. Если нашу модель ,с водой ра,спо
ложить вертикально, давление Р в качестве искомой 
функции брать нельзя. Действительно, мы знаем, что 
давление в .нижних слоях воды выше, чем в верхних, 
но это не значит, что вода в,с"rда течет снизу вверх. 
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1.8. Что может высшая математика? 

Уравнение Лапла,са записано нами для произвольной 
точки области и годится для любой точки, где протека
ют потоки воды. Бели заданы граничные условия на кра
ях рассматриваемой области, то можно в принципе про
интегрировать полученное уравнение по о·бласти и полу
чить точное решение задачи. К сожалению, в практиче
ских задачах вряд ли это возможно. Давайте подумаем, 
что значит найти точное аналитическое решение задачи? 
Это значит найти такое аналитическое выражение функ
ции Р, которое в каждой точке области удовлетворяет 
уравнению Лапласа, а на границе принимает заданные 
3,начения. Это, аналит.ическое выражение до.1жно -быть 
составлено из хорошо изученных элементарных функций: 
тригонометрических, rиш;рболических или степенных. 
Заметим, что все эти функции сами являются решениями 
дифф€ренциальных уравнений, но более простых, одно
мерных, и чаще всего бывает так, что из них не удается 
скомбинировать решение двухмерной зада·чи. 

Общих :-.�етодов интегрирования дифференциальных 
уравнений нет. Недаром мате:-..�атики говорят не «,решить 
задачу», а «отыскать функцию, удовлетворяющую 
уравнению», т. е. решение надо искать. А найдешь или 
не найдешь - еще неизв�стно. Каждое найденное ана.1и
тическое решение дифференциа.1ьного уравнения в мате
матике - це.1ое событие. Значит, аналитические решения 
попадаются редко. Как же быть? 

1.9. Назад-к конечным разностям 

Выход есть. Если задачу не.1ьзя решить аналитиче
скими методами, то ее, как правило, решают численны
ми методами, например методом конечных разно,стей. 
В ,рассмотренном выше примере нужно решать не диф
ференциальное уравнение Лапласа, а разностное ( 1.2). 

Разностное решение в-сегда приближенно, но точность 
его тем выше, ·ч•ем меньше шаг h. С другой стороны, нам 
точные решения и не нужны. В большинстве случаев до
статочна точность в один, максимум два десятичных зна
ка. Более того, точных решений принципиально получить 
нельзя, даже если .решим дифференциальное уравнение, 
так как мы не знаем точных значений величин, входя
щих в условия задачи. На-м до,стоверно не известны раз-
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меры деталей конструкции, характеристики мате,риалов, 
внешние воздействия на конструкцию. Поэтому погреш
ности ра,счета нас не должны смущать. Да и сами диф
ференциальные уравнения не точно отражают физиче
скую картину явлений. В частности, при их выводе ис
пользуется гипотеза о линейности среды, а реальные 
среды, как известно, нелинейны. 

1.10. К,ак решать? 

Теперь по,стараемся ответить на .вопрос: как решать 
задачу ,разностным методом? Вернемся к примеру с во
дой. Предположим, что нам заданы давления в гранич
ных резервуарах или в граничных точках нашего поля. 
Дадим им численные значения из условий задачи, на
пример такие, как в табл. 1.1. 

Постараемся найти значения давлений во внутренних 
точках области. Эти значения должны удовлетворять 
уравнению 1. Запишем его в более простом виде, сокра
тив на h2, и перенесем Рт, п в правую часть: 

0, 25 (Рт+1,п +Рт-1,п+ Р т,п+1 +Р т,п-1) =Р т,п· (1.12} 

Полученное уравнение говорит о том, что давление 
в каждой точке должно быть равно ,с,реднему арифмети
ческому давлений в четырех со,седних точках. Если 
удастся вычислить давления в каждой точке, удовлетво
ряющие этому условию, значит, задача будет решена. 

Можно решать задачу так. Обозначив давление бук
вами а, Ь, с, ... , составить 36 уравнений ( 1.12) и решить 
их отно,сительно 36 неизвестных давлений. Но решать 
систему из тридцати шести 
ура·внений с тридцатью Таолиц11 � r 
ш�стью неиз1веС11ными «на 
руках», не используя ецвм,
прямыми методами (мето
дом Эйлера или Гаусса) 
сложно. Поэто,му мы приме
ним другой, более простой и 
в даt1ном случае более эко
номичный метод последо1Ва
тельных приближений. 

Заполним все клетки таб
лицы числами, т. е. опреде
лим значения Р во всех 
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узлах модели в первом при
ближении. Можно, напри
мер, в качестве первого при
ближения взять нули, что 
мы и сделаем. 

Начнем вычисление зна
чений Р во втором прибли
жении с точ'Ки а. Для этого 
сложим имеющиеся значе
ния давлений в соседних точ
ках и разделим на четыре. 
В результате для точки а 
получим а(!>= ( 1,О+ 1,0+0+ 

+О) /4=0,5; проделаем ту же процедуру для точки
,Ь: Ь< 1>=(0,5+ 1,1 +0+0) /4=0,4 и т. д.

Когда о•бойдем все точки области, получим второе 
приближение для значений давлений (табл. 1.2). 

Теперь снова обойдем все точки области и вычислим 
.давления по формуле (1.12), найдем второе приближе
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Рис. 1.14. 
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, 

ние для значений давления. 
После нескольких таких обхо
дов значения давлений менять
ся не будут (табл. 1.3). Следо
вательно, задача решена. 
В каждом узле удовлетворяет
ся соотношение ( 1.12) . 

У читателя вряд ли хватит 
терпения довести эти вычисле
ния до конца. Да это и не нуж
но. Достаточно подставить зна
чения давления, взятые из 
табл. 1.3, в формулу (1.12) и 
убедиться, что с точностью до 
0,1 все они под�одят для на
шей формулы. Для наиболее 
упорных мы подскажем: чтобы 
быстрее до,стичь результата, 
нужно начинать расчет не с ну
левых значений давлений во 
внутренних точках области, 
а с каких-то близких к истине, 
которые изменяют давление от 
границы до границы плавно. 
Кроме того, рекомендуется не 



Тао11uца I.J 
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t,ll !,! !,J !,6 1,9 2,! 
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возвратно-поступательный обход точек, какой мы приме
нили, а по спирали (рис. 1.14). При этих условиях мож
но получить решение, т. е. вычислить давление в,о всех
36 точках за 4-5 обходов или, как говорят, за 4-5 ите
раций. 

Вычисленные значения искомых функций позволяют
вычислить все остальные величины, определяющие состояние среды. Это .не ,сложно. В нашей задаче по полученным значениям давления ·можно найти плотно,стипотоков, используя� соответствующие разностные формулы. 

1.11. Подводные камни 

Огляды1Ваясь ,на решвнн,ую выше эадач,у, ,мшюно пощмать, что, все получаеrоя очеtНь 111poc'l'o. Нужно состалшть систему раэ,носmыхуравнений, аппрокои,ми,руюЩ1Их исходную диффер,енЦ1Иальную за,дачу,. и решить эт,у систему, на[]Jр,и,мер, ме'I'одо.м последоваrельных цри• ближений. Одна,1ю на Э'!'ОМ 1ny'l'И �могут вс'!'ре11Иться сеJрьеэ,ные препятствия. Для -примера рассмотрим еще одн,у ха�рактер1ную задачу,где рассмо'!'рwный способ последовательных прJl!бJ11ижений не nриводит к решению. 
Пред1поло:нш,м, что баЛ1Ка, ,находJящаяся на щвух опорах, (р.ис. 1.15), изогнута поворотом сечен:ий на концах. Дифференц.и-
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Рис. 1.15. 

альное уравнение изогнутой оои бал,ки в этом случае имеет вид 
d•W 
dx• =0, (1.13) 

где w - rцрогиб баЛ1юи. 
Эта задача ЯJВляется цщн,омерн,ой и стациона,р,ной и урав.нен-ие 

(1.13) можно решить ТОЧIНО, нап:р1И,мер, .методом понG1жения порядка 
произво;щых. Решение бу�ет иметь ви.д 
W=Сзх3+С2х2+С1х+Со. (1.14) 

Постоянные ,нн-rегри·рова,ния Со, С1, С2 н Сз оцределяются иэ 
граничных усло·вий на концах бал�ки: 

dw(O) dw(l) 
w (О)= О, w (/) =0, dx = l, ---;Jx =-1. (1. 15) 

Производные от про.гюбав ,на концах бал,юи взяты ,ра•в.ным111 еди
нице, т. е. угол на.клона оси к rор1И:юнтал,и соста�вляет 45°. Длину 
балюп д.11я простоты вычислений мы ,возьмем равной I м. Тогда, 
подставив граничl!lые условия в уравнен,ие (1.14), .полу,ч,111м значения 
пост-оянных Со=Сз=О, С 1 =1, С2=-1 ,и то,ч:ное ;решение будет 
иметь виз. 
w=x-x2

• (1.16) 
Это точное решение показа,но ,на ,рис. 1.16. Там же дана таблица 
точных значений ПJJ)ОГ·И'ООВ, ВЫЧИСЛеl!!•НЫХ через о, 1 м ПО ДJШНе балюи. 
Простые усл-овия задач,и поЗ1Волили :вЬJ1Ч1ислить Э'11И значения прог,ибов 
точно, т. е. получеt11111ые цифры не содержат погрешностей округ
ления. 

о 0,2 о,ч О,б о.в 1,0 х 

"D�-"-r-=--,.;..т-=--т-=�=-т-'-�-=--г--,-, w (cr 
О • 0210/60,0,

- ....

Рис. 1.16. 
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Теперь предполож·им, что мы не э-наем точного решения и хо
'l'ИМ вычислить ero ,при,ближен,но раЗ'Ностным методом. Для этого 
В'Ведем се11ку с шагом h=O,l м: 
ii" {x=mhlm=O, l, 2, •.• , 10}. 

А:пп,р,оксwм.ируем четвертую 111роизводную на этой се'!'.ке разно
стны•м выражением. Для этого 111Ыlберем любые пять оосеДr№Их узлов 
и запишем выражения для первых разностей меЖ1ду прогибам.и 
в этих узлах (рис. 1.17). Получатся четыре первые разности, кото
рые мы от.носим к центрам отрезков между узлам.и. Вычислим те
перь разности от первых разностей, т. е. вторые rРазносm. Их будет 
три, ,и ОНИ огносятся к трем вну'ГреJIНИМ УЗЛ/IJМ (m-1), т и (m+l).
TlliКжe 1ВЫЧ.И1СJ1яются д,ве 11ретьи и од,на че11вертая разность. В ре
зультате полу:ч,ится выражеюие для четвертой раЗJНОСТоН на 5-точеч
ном ша1б.1оне. 

Погрешность от замены п�оизво.дной полученным разностным 
выражением пропорционалына h . Действительно,

Wm+•- 4wm+ 1 + 6wт-4Wm-1 + Wm-2 
д4

w 
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Так111м образом, и.меет место второй поря1док аnпрокси111•щи,и про
иэв<щ,ной четвертой разностью. У1ра1в,нен1ие (1.13) замевtЮм теяерь 
разносТIНЫМ У'!)авнением 
lllm+1-4Wm+t + 6

h�
т-4Wm-, + Wm-2 

= О. (l.lб) 

А каков будет поря1док аппрокс�tмаци.и д1иффереШ11иальноrо 
ура,внения (1.13) разностным уравнен-нем (1.16)? 

Если учесть, что из ур111внен,ия (1.13) следует 
d8w d8w 
dx' = о, дхв = о,

то .по·рядок аоороюсимаци,и получается бесконечным. Это значит, 
что �ула (1.16) должна привесТIИ к точным эначен1Иям проги•бов 
в узлах сети. 

Теперь нужно аш111юкеи1мирО1Вать та,кже гра1ничные услов,ия 
(1.15). Для этого произ111одные от прогибов по коnрдинате в гра
н,ич,ных узлах заменим разностя•ми 
dw(O) ~ W1 - Wo - 1 rdw(l) 

~ W10 - w. - 1 dx = h - и dx = h - - · 
Поскол�у Wo=W1o=0, получаем W1=0,10 и Wg=0,10. 
Таки•м образом, для задания 11ран,ичных услов.ий в край111их уз

лах прогибы нуж.но положить ра.вным,и нулю, а в соседних с край
н,им:и-0, 1 О. Но чтобы 1Не вносить в ,расчет погрешности со стороны 
r,ран,ичных условий, мы в сосеuщих с крайними узлах се'l'КIИ будем 
записывать точные з.начен,ия прог111бов, т. е. 0,09. Нам останется 
вычислить методом последовательных приближений значения проги
бОtВ в семи ,внутре,нн,их узлах сетюи. 

ИтерациО1Нную форм,улу, к111к и ра,нее, получим, решив урав
иеоое (1.16) относителыно прогиба в центральном узле т:

w�+I = (- W�
+2 

+ 4w�+J + 4w�_ 1 - w�_2)/б, (1.17) 
где i - номер прибл.ижен-ия. 

Теперь нужно договориться о значениях w в пер,во•м прибл•и
жении. Если взять в качес11ве первого приближения точные значе
ния нз та•бли.цы на рис. 1.20, то с ломощью фор1Мулы (1.17) полу
qим точные значения, наnример, для центрального узла (m=5): 

-0,21 +4-0,24+4-0,24-0,21 О w1
= 6 = ,25. 

Это под11Верждает наш вы.вод о том, что ура.внение (1.16) обладает 
бесконеч111Ь11м порядкам аппрок,оимац,ии. 
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Но если точные :шаче,ния П!РОГи-бов неизвесruы, то в качестве 
первого приближения можно взять любые числа. Мы же возыме,м 
числа, ,близ,кие к точным, чтобы иметь возможность оцени,вать 
поrрешнос11и при каж.цо,м еле.дующем приближении. Начальную 
погрешность в первом приб.1,ижении примем меньшей 0,05. Для этого 
просто окр.углам точные значения до 0,05. 

Числа первого приближения (i=I) приведены в пе,рвой с11роке 
табл. 1.4. Далее в та·блице ,идут результаты ,вычислений с помощью 

Таблица 1.4 
·-

1 ° 1 1 1 2 1 3 1 4 .1 5 1 6 1 7 

1 о 0,09 0,200 0,200 0,200 0,300 0,200 0,200 
2 о 0,09 о, 160 0,202 0,267 0,200 0,267 0,202 
3 о 0,09 о, 150 0,221 о, 197 0,289 о, 197 0,221 
4 о 0,09 О, 174 о, 168 0,282 О, 189 0,282 о, 168 
5 о 0,09 о, 125 0,258 о, 162 0,320 о, 162 0,258 
6 о 0,09 0 ,205 о, 123 0,338 о, 130 0,338 о, 123 
7 о 0,09 0,086 0,339 0,078 0,410 0,078 0,339 
8 о 0,09 0,273 0,026 0,472 -0,009 0,472 0,026 
9 о 0,09 -0,001 0,483 -0,113 0,621 -0, 113 0,483 

10 о 0,09 0,400 -0, 194 0,755 -0,311 0,755 -О, 194 

птерацио·нной фор.мулы (1.17) сле,дующих цриб.л,иже,ний, вплоть до 
десятого. 

Оказы�вается, что погрешносm с кажды,м приближе11ием не 
толыко 1Не уменьшаются, но ·быстро растут и на десятом приближе
нии пре�вышают 0,5, т. е. соста1вляют 200% от точных значений про• 
с,ибоо в цен11])е балки. 

Интерацион,ный процесс оказался неустойчи,вым. 

1.12. Устойчивость 

Постараемся о�ветить на вопросы: что та,кое неустойчи,вость 
выч,ислительноrо процсс,са? ,В чем П1ричины неустойч,ивости? Обра
<rим внима,н,ие на то, что при nодстано,вке в формулу ( 1.17) точ,ных 
значений проrи1бов в следующем пр,wблю�ении получаютс,я также 
точные значени,я. Но если в начальных значен,иях появляются по
грешности, то они возрастают. В данном случае и,меет место опре
деленный вид неустойчи,вос11и: неустойчивость вычислительного прD
цесса по начальным да,нным. 

Таким об/разом, неустойчивость по начальным данным - это 
<5ыстрое ,возрастание начальных погрешностей. 

Ответ на пер�вый из поста,вленных вопросов вызывает еще два 
воП1роса: ка•кие Н:Т\fенно начальные погрешности увеличиваются при 
неустойчивости? 

Что значит: «бЫС'tj)Ое нарастание погрешностей?» 
Оказывается, при неустойч,и,вости по начальным данным у,ве

личи,ваюrея не в,се полрешности, а только те из них, графики ко
ТО\рых ,имеют -впол,не определенный виц. !З данном случае усилива-
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w 

Рис. 1.18. 

ются погрешнос,,и, зна.к которых в кажщом следующем узле изме
няется на протИ1ВО1Полож!Ный. Обра11111м в1пима'l!ие на rрафюки полу
ченных епр111бли.женных» �решений, показан111ые на р1Ис. 1.18. Эти 
11рафюк,и пре.цстmл,яют собой п,илообраЗ1Ные ли1н11ш и в каждом сле
дующем шаге по коор1динате 011клоняются от точ!Но.го решения 
111 1П1Р·О11И1ВОПолож'l!ую сторону. Более того, в каждом еле.дующем 
шаге вычислений п0!1J)ешнос11И из,ме,няют знак. Это чер,ед:О1Вание зна
КОIВ погрешностей ха•ра.ктерно для неустойчИ1Вости по начальным 
ДаJН,НЫМ. 

Нарастание поr,решностей в 1данном случае П1ро,исходит при-мер
но по за•кону геометрической п·рог,ресски (рис. 1.19). В каждом 

' z J f/. ., 

Р1-1с. 1.19. 
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сл1Щующем шаге погрешносТIИ воз
растают Ill))ИMepнo в noлтOIJ)a раза. 
Может быть попытаться умень
шить шаr,и сетки h, чтобы добить
ся устойчи-вости? 

Нет! Изменение ша11а приво
дит лишь к более быс11раму возра
стаШ!ю пог�решностей. Рост поrреш
ностей ,в 111екоторой степени сдер
живаеrея точным за.ц.а.111ием значе
ний w 111'8 кОJ11цах стержня. При 
измельчении шага сдер,ж1Ивающее 
влия111ие концов у,меньшаетr.я 



Погрешности будут расти быс11))ее, но основа,ние 1П·РО11J)есоии в дан
ном случае не может быть большим 10/6. Цифра «10/6» следует 
из итерационной формулы (1.17). Если каждое значение w i , вхо
дящее в Э1'У фор,мулу, бу�дет оо�держать некоrо,рую пог.решность Л 
и знаки по:r,реш�ностей бу�дут из.меняться от узла J{ узлу, то в ре
зультате в следующем цри,ближениrи погрешность увеличится: 

- (wim-2 + д) + 4(wim-1 - д) + 4(wim+1-д)-(wimн+д)
-------------=------------- = 

• 1 10 -w•+ +-д - т 6 
• 

6 

В чем же Пl!тчина неустойч,J11Вости? В данном случае имеется 
три причины. 

Первая состоит в том, что процесс вычислений п форму
ла ( 1.17) являются рекуррентными. В этой формуле для вы
числения каждого следующего rnриближения использует результаты 
rnредыдущего пр,иближения. Процесс вычислений от шага к шагу 
повторяется и 1Происходит .накопление погреш111остей. 

Однако не все рекурренwые процессы вычислений пр111Водят 
к неустойч,ИJВости. Фор•м:ула (1.12) та·кже была реку1ррентной, ио 
П1роцесс вычкслен,ий с ее ,помощью получился устойчи,вым. Следова
rелЬ1110, реку1ррен1'!1ость ТОЛЬJ{О создает предJпосылк.и для неу,стой
Ч,ИJВости. 

,Вторая пр,ичина - чередО1Вание з,на�ков перед членами ура,внени11 
и вызЫtвает накопление так.их ,по,грешностей, которые и,меют такое 
же чередова�юие з,на,ков. Чередова111ие з,на,ков ПОЛ')'ЧИ.1ось у нас не 
случайно. При за,мене дrифlференциальных у�р11111неиий разностными, 
знаки ,ка,к прав,ило, чеq,ед1уются. Haimp111мep, все разности от первой 
до четвер·той на р,ис. 1.17 имеют чередующиеся зна,ки. Чередование 
з·наков пол)'Чается и цри поотроении разносrnых фо,рмул пз фнз,и
ческих соображений. Однако это не эначит, что форыула, в которой: 
зна.юи перед члена•ми изменяю'!1ся от узла к узлу, обязате.1ьно прt�
ведет к неусrойч.ювосm. Че�редован,ие знаков созщает ,вто,рую пред
посылку ,ДЛЯ неустойчG11ВОСТИ. 

Третья причина соотоит в том, что су,м·ма коэффициентов пере�д 
членами в правой части фОl])Мулы (1.17) больше единицы: 

1/6+4/6+4/6+1/6=10/6. 

Есла бы эта су�мма была меньше единицы, ro в любом случае 
возраста,н,и,я погрешностей не происхQДило бы. 

Так.им образом, ,не,устойЧ>Ювость ,Иiмеет три пр,ичины и доста
точ1110 у,странить любую из них, чтобы решение было устойчивым. 
Нацрl!'мер, можно иэбежать ,реку,рреН1'Ного П'роцесса. Д.1я этого 
достаточно один раз решить оисте1111у из семи ура,внений (1.16) 
О'l'НОсителыно неиЭ1Восrных прОI1!11бов в семи ВJНутреН:Н-НХ узлах сепш. 
При этом зна,чен.ия n,роги•бов в узлах пол.учатся rочны1ми. 

Трущнее из,бежать чередова,н,ия зна.ков перед члена,ми в разно
стной фор.муле, а1!1iп,роюси1м,111р,ующей четвертую 11:роизводную, чо 
можно на,рушить чередование знаков перед погрешностями в про
цессе расчета. 

Например, при вычислении каж�дого слещующеrо nриб.1ижения 
МОЖIНО использовать значения фу�н,КiЦ:ИЙ, пол)'Ченные уже в этом 
приближен.ни. 
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Попробуем ввесТIИ в раочет это П1равило. Пр.и вычислении значений проrИ'бов узлы обходятся в направлени,и возрастания номеров 
т, прог,wбы в пройденных узлах т-1, т-2 в очередном приближени,и уже вычислены и их м·ожно ввести в итерационную формулу 

(1.18) 
Если уз.пы обходят в поряд:ке у,бЬl'Вания номеров т, то вычисленными в очереддюм IJ1р,wближенИ1И i+l бу�дут прог,и,бы .в узлах т+l, т+2 и т .  д. Ит�рац,ионную ф0tрмулу в этом случае мож,но sа.писать .в виде 

wi+I = (- wl +I + 4w'+1 + 4w' - w1 )/6 т т+2 m+I т-1 т-2 • 

(1. 19) Начнем расчет с теми же на,чальными значен-иями проrи1бов, что 11 на рис. 1.18. Будем пользоваться формулами (1.18) и (1.19) поочередно (табл. 1.5) . При четных З1Иачениях i и на1правлеНШ1 обхода 
Та6.11ица 1.5 

i I о 1 
Номер узла m 

1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 110 
1 о 0,09 0,200 0,200 0,200 0,300 0,200 0,200 0,200 0,09 о2 о 0,09 0,160 о, 175 0,257 0,242 0,218 0,223 о, 172 0,09 о3 о 0,09 о, 155 о, 198 0,224 0,257 0,226 0,205 0,172 0,09 о4 о 0,09 0,155 о, 195 0,238 0,243 0,230 0,213 о, 164 0,09 о5 О 0,09 о, 155 0,200 0,230 0,248 0,234 0,208 о, 164 0,09 о6 О 0,09 О, 155 0,200 0,234 0,245 0,240 0,214 0,163 0,09 о7 О 0,09 о, 157 0,204 0,234 0,249 0,239 0,213 0,163 0,09 о8 О 0,09 о, 157 0,205 0,237 0,248 0,241 0,214 О, 162 0,(19 о9 О 0,09 0,158 0,206 0,236 0,249 0,241 0,213 о, 162 0,09 О 10 О 0,09 о, 158 0,206 0,237 0,249 0,242 0,213 о, 161 0,09 О 11 О 0,09 0,158 0,206 0,237 0,249 0,241 0,212 о, 161 0,09 О 12 О 0,09 О, 158 0,206 0,237 0,249 0,241 0,212 о, 161 0,09 О 

узлов слева на,право исполЬ3уем формулу (1.18), а при нечетных i (направт�ние обхода спра1Ва налево) (1.19). Результаты выч1ислений показывают, что в начале 1ра,счета (i= =2) в отдельных узлах поr,реш:ности получаются больше первоначальных (1р,ис. 1.20). Но хара-ктер111оrо для потери устойчивосm чередо1ван-ия знаков погреlll'Ностей нс наблюдается. В следующих пр,ибл,ижениях лоr,решности быстро уменьшаются, и на 11-.м шате вычислений итерационный лроцесс сходJи11ся. В 12-м У.терац,ионном 38 



Рис. 1.20. 

цикле, значен,ия проги·бов остаются неиз1менным,и. Сколько бы ,мы 
rеперь ни цродолжали расчет, з,на,чея.ия пJЮI1И,бов останутся таК,НМ!И 
же. Процесс вычисле.Н1Ий устойчиэ. Нарушен закон чередова'ННЯ 
ЗНВIКОВ поr,реШJНостей -и неустойчооость процесса выч,ислений ис
чезает. 

Мы говорим, что фа�р,мула (1.16) должна да,вать точные зна
чения прОГ!Иiбов, а в нашем ра�счете они по.rrуч,ились п·риtближенными 
и отJ11Ичаются от точных з,начений, показанных на рис. 1.16 на 3-4 
едИIНщы младшего ра31ряда. Может быть это овойСТ'Во са,мих ите
рационных фор,м,ул (1.18) и (1.19? Нет. Если они у�цовлеmоtряю11сч, 
то бу\цет удовлеmоtряться и формула (1.16). 

3.цесь мы имеем дело с [Jl().Грешностям,и щу�rлен,ия. В этом 
не'I'рУ\11,110 у,бедитъоя, если П�•одол,жить вычИJСлffillИя с ·большим чис
лом значащ,их цифр, но мы это сделаем в д•ру,rом примере. А пока 
мы раоомот�ри.м разJLИЧ1Ные способы пос'11))оения разноС11Ного урав
нения и более слоЖIНый случай анал,иза устойч,ивости выч,исJ11Итель
ного процесса. 

1.13. Разные разности 

Мы говорили о то'М, что существует много способо.в постр,ое
н,ия разностных вЫ�ражений, аппр1оксамИ1р,ующих дифференциальный 
оператор. Раз,ностная фор,мула в левой части ура,внения (1.16) Я!В· 
ляется самой простой фор,мулой, аппроюоимирующей четверт,ую про
изводную. Она будет едИIНственной, аппроК'СИJМ.ирующей четвертую 
производную на 5-точечном шаrблоне. Но ,можно ,получить разност
ную формулу для ша,блона, И!Меющего большее ч,исл•о точек. 

На 7-точечн,ом шаблоне МОЖIН•О получить бесконечное множе
сmо чет!!Зертых разностей, а1ш11рокснМ1Ирующих четвертую производ
ную со вторым порядком. Зап,ишем некоторые из них: 
(- Wm+a + BWm+a -23wm+i + 32wт-23wm-i + 

+ 8wm_ 2- Wm-a)/2h4 , 
(-Wmн+ 10Wmн-31Wm+ 1 +44wт-31wm-i + (1.20) 

+ lOWm-2 - Wm-a)/4h4
, 

(Wm+1- 2Wm+2 - Wm+i + 4wm -Wm-i - 2Wm-a + w,n-1)/4ht, 
(Wm+ 1 -4Wm+a + 7wm+ 1 -Bwm + 7wm-i -4Wm-a + Wm- 1)/2h". 
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Покажем, как эти форrмулы получаются. Нужно обозначить коэф
фициенты при прог.ибах в семи узлах ка·юим.и-то бук111ам1и, напри
ме�р а1, а2 •• • . , а1, и п,ре�дста,вить че11Вертую разно,сть в в,иде 

й1Wm+a+a2Wm+2+aaWm+1+a4Wm+a5Wm-1+aвWm-2+a,wm-a 
4h4 

(1.21) 

Да.1Jее следует разложить это выражение в ряд Тейлора вб,1из,и 
точ.ки x=mh, с11ру,ппи,ровать 01д.инаковые проиЗ1ВоД1Ные и п,р,иравнять 
коэффициенты при про.изводных нулю, за ,иоключен,ием коэффи
цпента при че11ве�рт,ой цроиЗ1Во1дной, ко11Qрый должен быть ра·вен 
ещ�нице. Если оr-ра11шЧ1иться в разложен.ни только шестью чле,на1ми, 
чтобы порЯJдок апп•рокоl!lмаци.и был вторым, то получается система 
из шест.и уравнений 

\ 

I За1 + 2а2 + а1 - а5 - 2а8 -За, = О, 
9а 1 + 4а2 + а 3 + а5 + 4а8 + 9а, = О, 
27а, + 8а2 + а1 -а5 -810 - 27а, = О, 
81а 1 + 16а2 + а3 + а5 + 16а8 + 81а7 = 96, 
243,, + 32а, + а, - а, - 324, - 24За, - 0.1 

Счптая один из коэффициентов, например а1, 
выразить через него все .остальные: 

а1=а1, а2=й5=4---6а1, aз=as= l5a1-l6, 
а4=24-20а1. 

(1.22) 

известным, можно 

Теперь, давая коэффициенту а 1 различные значен.ия, получае,м раз
ные выражения для че11Вертой paЗ'llocrn. ЛЮlбое из эт.их выражений 
аппроксимирует че11Вертую произвОДJНую со вторым поряд,ком. 

А ка.кое из этих выраж,ений будет са,мым лучш111м? 
Этс, завис.ит от тоrо, что мы на1меtрены делать с НИIМ дальше. 

Если, например, 11Ребуе'ГСя получ,ить лучшее пр,иближе�ние к че11ве;>
той производной, т. е. повысить IЩрЯ\дОК аа]п;роксимацаи до че11вер
тоrо, то к системе ( 1.22) ну,ЖJно добЗJвить еще одно ураt1нение 
729а1 +64а2+аз+а5+64а5+ 729а�О. 
Это ура,в,нение обращает в нуль коэффициент при шестой произ
ВОJIJНОЙ .в разложени.и раЗ1Ности (1.21) в ряд Тейлора. Тепе�рь ко
эффициент а 1 п,риобретает определен.ное значение: а 1=-2/3. На 
7-точечном ша,блоне будет ооре�деле.на rолЬ1Ко од,на разность, аппрок
симирующая че11Вертую произ,вQДJную с че-rnертым поряД11ОО1м: 

2W т+а + 24W т+2 - 78W m+i + 
15h• ➔ 

➔+ 112Wт-7BWm-• + 24Wm-2 -2Wm-a.

Таким образом, мож,н.о строить .разлИ•ЧIНЫе раз,носmые выражен,ия, 
апп�рокоам.111р.ующие Щ>ОИЗIВОtдJНые. На 9-точечн,ом шаблоне мож,но 
сконсrру,нровать че11вертую разность, обладающую шесты.м поряд-
40 



ком аппрокоимации, иа ! )-точечном шаблоне - восьмым порядком 
и т. д. 

0дJНа,ко повышать пор.яд,ок апuроксимац!\111 хорошо только до 
тех ПQР, пока не уху�дшаются друг.не качесmа .разностной задач,и. 
Замечено, что при ,большО1м числе точек шаблона вычисли
телыный п,роцесс может быть неустойчИ!вым. Налр.имер, если в раз
нос11ной формуле сохраняется чередова�н,ие зна1ков перед членамн. 
то, естес1'вен1но, начальные погрешности бу1дут те,м знач.ителынее, 
чем больше число членов в разносmой формуле и чем больше 
коэффициенты перед э11ими члена!ми. В этом смысле наи
более и1нте�ресна третья св�рху фор.м�ула ( 1.20). В этой формуле 
самые маленыкие коэффи,ц.иенты и, кроме того, у нее необычное 
чередов,а,ние знаков перед членЗ1М,и. Знак.и меняются по си-стеме: 
однн «+». Д1Ва «-», мин «+», .llJBa «-», од,и·н «+». Попробуем 
решить нашу задачу о П!р,оr,ибах балки с помощью этой фор1мулы. 
Прираrв�ня,в нулю четвер·тую раЗ1Ность, получим разностный аналог 
дифф�ренu,иалыноrо УrРа,внения (1.13)

Wm+ 3 -2Wтн-Wm+t + 4Wт-Wm_ 1 -2Wm- 2+ Wm-a -О 4h4 - • (1.23) 

Нетру,дно убедиться, что это р,азнос1'ное уравнение опять аПП!рОК
с.имирует дифференц,иалыное у,раlВ'Не�ние с бес.конечrны.м порядком. 

Реши,в ура,внение (1.23) отнооителию прогwба в узле с номером 
т, получим итера�ионную формулу 

w�+ i = (-W�+з + 2w:п+2 + W�+ i + W�_ 1 + 2W�_ 1 +

+ 2W�_2 -W�1-3)/4. (1.24) 

Нас интересует устойчивость п.роцосса выч.ислений с помощью этой 
фQ)Jl№улы, поэтом,у не будем нарушать чередова,ния знаков в П!ро
цессе выч.ислен,ий, т. е. при выч.ж:ленюи следующего прибJrИжеи�ия 
i+I учтем только п,рог111бы, получонные в предыдущем приб.1и
жен11iи. 

Теперь при вы<J1Ислениях будем иопользовать 7-точеч�иый шаб
лон, пригодный для вычисления прогибов в узлах т с номером 3, 
4, 5, 6, 7, и нужно подумать о том, что делать с узлами 2 и 8, для 
которых формула (1.24) не годится, т. е. нужно записать формулу 
для расчета прогибов в узлах 2 и 8.

Та,ки1м образом, при решении нашей задачи набирается н�
ск·ОЛЬIКО разностных формул для вычисления проги1бов в различных 
узлах. Эти форму.�ы оцредеJ1яют aлrQJJ,и11м решенrия задачи на 
ЦВМ. Для за,писи ал,горитма разработаны разJ11Ич:ные формы [2, 7). 
коrорые в принциrпе мало чем отлмчаю11ея друг от друга. За,пись 
алгори11ма по определенной формуле называется разностной схе
мой. Рассмотрим один из основных способов записи разностной 
схемы. 

1.14. Разностная схема 

Выше при решенrи.и задач мы та:к ИJIIИ ,иначе определяли спо
соб вычисления ис,комых фу�нкций (,даашения, 11;рошбО1В) во всех 
узлах сетки. При этом многое объясняли словам.и. Такой способ 
формул,и·ровки алrор1Итма расчета не mвляется стр·огим и и,ногда 
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допускает разЛJичное толкование, особеи.оо при решении более с.�ож
ных за.дач, чем те, кот0�рые мы пока раооматр,И1Ваем. 

Програ>М,м,исту нужна с11роrая запись, от которой ч,исто фор
мально мож,но перейти к прт1раммирова111ию за,дачи на каком-л,и·бо 
аJIГОJШ'!'м1ичеако,м языке, например АЛГОЛ или ФОРТРАН, или 
к про11рам.ми,рован1Ню в машин111ом кQДе. 

Разнос11ная схема и являе11ся той yiдoбilloй и строгой формой 
за,писи, которой пользуются при разностном решении задач. Онd 
обычно щдержит тр.и основные части: разностное у,ра•в.нение для 
вычислен.ин иокомых фу.нкцнй во в,сех внутренних узлах облас11и, 
rра111ичные и начальные условия. В случ•ае использования 7-точеч
ного ша,блона для вычислен,ия прогибов балки раз,ностную схему 
моЖJно записать след,ующим образом. 

Раз1носwое ура1Внен.ие 

W�+I 
= (-W�+з + 2W�+2+ w:n+I 

+

+W�_1+2W�_2-W�-3)/4, m=3, 4, ••• , 7.

Граничные усдовия 

Wl+I _Wl+J -0 
О - 10 - • Wl+J -Wl+I - 0 091 - 9 - • • 

w!,+1 = <- w!,
+ 2 + 4W!.

+
• + 4W�-• - w!.-2>1в. 

На•чальные условня (первое при,блнжен1Не) 
W 1 m=<p(m), 

т = 2,8. (1.25) 

где <р{т) -за,да,нная функция, т. е. з·начен.ия rnроrи,бов в пер1Вом 
приближении. 

После выраже,ния, где номер узла т записа,н в общем вид.е, 
указывают номера узлов, для КО'I'О!рых это выражение предназна
чено. Че.м больше точек у шаблона, тем меньше ВIИУТ!Ренн.их узлов, 
для коrо,рых при•годно разностное ура:в,нооие. В нашем при�мере мож
но сч1итать r,ран.ич1ным,и т;ри узла с каж�дой стороны балк,и. А r,ра
н.ичные у,слови,я, записанные в д,ифферен.циальной форме (1.15), 
после а1юрокои1мации их разносmы1м1и выражен.ними, позволяют 
выч,ислить проr,ибы только в двух узлах с каЖiДОЙ сторОIНы. В этом 
случае для вычисления фу,нкций в третьем узле можно и,спользовать 
разностное ура1Внение, записанное на 5-точечном ша,блоне ( 1.17). 
Так мы и записали в разностной с�еме (1.25). 

Но мы у,бед•ились, что ура•внение ( 1.17) дает неустойчи1Вое 
решение в том случае, если с помощью этого у,ра1В111ения выч.исл11-
ются прог.111бы во всех узлах. Так что может полу,читься, что раз
нос11ная схема (1.25) приводит к неустойчивому решению. 

Провери,м это. 
В табл. 1.6 при,веде,ны результаты вычи,слений по разностной 

схеме (1.25). Мы видим, что накоплеюия начальных поnрешностей 
не про.исходит и процесс вычисления устойчИIВ. 

Обобщая сказанное выше, МОЖIНО заключить, что одна и та же 
разностная формула на ограниченном числе узлов сетки может 
да,вать устойчи.в.ое решение, а при большем числе узлов -неустой
чивое. Если в нашем примере вычислять проr,и,бы по формуле (1.17) 
во всех узлах 2 ... 8, то решен1ие получается неу,стойчи,вым, а если 
по ( 1.17) рассчитывать прогибы только а двух узлах (2 и 8), то 
решение будет устойч111вым. 
42 



Таб лиц а 1.6 

11 
Номер узла т 

1 

1 1 [ 1 1 1 1 1о 1 2 3 4 :; 6 7 8 

1 о 0,09 0,200 0,200 0,200 0,300 0,200 0,200 0,200 
2 о 0,09 О, 160 0,245 0,252 0,200 0,252 0,245 о, 160 
3 о 0,09 о, 181 0,233 0,234 0,291 0,234 0,233 о, 181 
4 о 0,09 О, 176 0,235 0,258 0,260 0,258 0,235 о, 176 
5 о 0,09 О, 17 4 0,219 0,260 0,27 6 0,260 0,219 О, 174 

В далынейшем нас б�дут интересовать свойства са,мой раз
ностной формулы (1.24), поэтому лучше воспользоваться тем, что 
нам извеегны точные решения IВО всех узлах сет.кн и записать в уз-
лах 2 и 8 точ,ные значения: w�+I = w�+1=0,l6. Тем самым мы
сохраняем в расчете только паг,решностн, ,в,нооимые формулой 
(1.24). В табл. 1.7 приведены результаты вычислений по фор-муле 

ТабJiица 1.7 

1
Номер узла т 

1 

1 1 1 1 j 1 1 1о 1 2 3 4 5 6 7 8 

1 о 0,090 о, 160 0,200 0,200 0,300 0,200 0,200 0,200 
2 о 0,090 0,160 0,235 0,232 0,210 0,232 0,235 о, 160 
3 о 0,090 О, 160 О, 190 0,226 0,271 0,226 о, 190 о, 160 
4 о 0,090 о, 160 0,220 0,238 0,223 0,238 0,220 о, 160 
5 о 0,090 о, 160 О, 196 0,232 0,259 0,232 о, 196 о, 160 
6 о 0,090 о, 160 0,214 0,238 0,232 0,238 0,214 о. 160 
7 о 0,090 о. 160 0,201 0,234 0,258 0,234 0,201 о, 160 
8 о 0,090 о. 160 0,211 0,238 0,238 0,238 0,211 о, 160 
9 о 0,090 о, 160 0,204 0,236 0,250 0,236 0,204 О, 160 

10 о 0,090 О, 160 0,2IO 0,238 0,242 0,238 0,210 о, 160 
11 о 0,090 о. 160 0,206 0,237 0,249 0,237 0,206 о, 160 
12 о 0,090 о, 160 0,209 0,238 0,244 0,238 0,209 0,160 
13 о 0,090 О, 160 0,207 0,237 0,248 0,237 0,207 О, 160 
14 о 0,090 о, 160 0,209 0,238 0,245 0,238 0,209 О, 160 
15 о 0,090 о, 160 0,208 0,237 0,247 0,237 0,208 о, 160 

(1.24). На 15-1м приближении задача сходится, сJiедовательно, про
цесс выч,ислений устойчив. Ора,вни,вая та1бл. 1.5 и 1. 7, видим, что 
в ·последне,м случае процесс сходится .медл еннее. 

ОтсЮда мож,но сделать та,кже вьшод: разл,ичные сходящиеся 
итерацио,нные процессы пр�водят к разному объему вычи,сде.ний. 

Прогибы, приведенные ,в табл. 1.7, вычислялись с точность!(' 
до трех знаков после запятой. О�нако после окончания ите\!)ацион
ного процесса мы вновь не получили точных значеНIИй. Погрешность 
вычи.сле.ний ооста•вляет д•ве-тр,и единицы младшего (третье.го) раз
ряда числа. Величина погрешности определяется числом знаков, 
до ·которых оюру,гляются результаты вычасленнй, и называется 
погрешностью округления. 
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1.15. Погрешности округления 

Чтобы изучить по11решнос-ги ОКjруглвния, про,должим вычисления 
с четырьмя значащими цифрами. В результате на 32-1м пр,И'ближе
нии итерационный процесс ·снов•а сходится, т. е. з·начащие цифры 
перестают изменяться (та•бл. 1.8). Тепе,рь погрешность составляет 

Табли ц а 1.8 

1
Номер узла т i 

1 1 1 1 1 1 1 1 о 1 2 3 4 5 6 7 8 3 1 1 о 1о. о9ао 10, 1 ,oJ I о. ъ1q7 1 о,239, 1о, 24%10,2396 0,20971 О, 1600 
32 u 0,09UU О, 16JU 0,2J97 0,2397 U,24Dj J,2397 0,2v97 О, 1600 
33 о 0,0900 о, 1600 0,2097 0,2397 0,2496 0,2397 0,2097 0,1600 

11ри-четы1ре единицы четвертого разряда, при добавлени,и лишнего 
разряда точность вычислений тювышается при1мерно на поря�о,к. Прн 
расчетах стациона,р111ых Пiродеосов, если П1роцесс вычислений усrой
чив, по11решности ОКIJ)у,rлвюи,я особых хлопот не доста,вляют. Они 
в после,дующих •прwближениях не накапливаются и остаются мень
шими некоторой величи,ны, зависящей от числа разрядов в числах. 
Друrое дело - р-асчеты нестащионарных пр.оцеосов, к 1юторым мы 
лерейL11.ем в следующей гла1ве. 

Нестаци,она,рные процессы ра3нос11ными ме1'0\Ца1м1И рассчитыва
ют последовател1,111O во В\Ремени или, как говорят, по временным 
слоям. По даННЫIМ, ха,ракте,р,из,ующи.м оостоя,ние консrрук,ц,ии на 
предыдущих временных слоях, вычисляют искомые фунщии, опре
деляющtие состоя,ние конструк,ции на еле.дующем в.ременном слое, 
или поп,росту в следующий момент време.НJИ. Итак процесс может 
Пiродолжаться на нооколько сотен, а инома и тысяч шагов по 
в,реме,ни. В та.ко,м процессе вычислен,ий погрешности O,Кjpyr лени я 
могут на,капли,ваться. Что значит @накапливаться?» Это з,начит, что 
погрешность, возни,кшая в ОiдНОМ узле се11юи, будет складЬ!lваться 
или вычитаться с другими поnрешностями округления, возни,кающи
м.и в сосеJI:н1их узлах или в том же са,мом узле в после.дующих ша
гах выч1ислен1Ий по времени. Бели погрешности вычитаю11Ся - эго 
хор,ошо. Но какова гарантия того, что в каком-то участке сет,ки 
не произ-ойдет сложения м,н,O11их ПОГ'решностей и ,не получится ,весь
ма большая суммарная поr�решность? 

Чтобы предста,вить себе «по,ве,дение» погрешностей оюруглен.ия 
в после.дующих шагах вычислений, можно обратиться к следую
щем,у рассужден,ию. По11решность ок.ру:глен,ия ·можно рассматри
вать как некоторое 1юзмущение, в111осимое в анализируемый физи
чоок,ий процесс из1в1не. Дейс11Вителыно, пред1положим, что мы, ,рас
сч,итывая нестаu,ионарное течение жидкости, допусmли погреШ1Ность 
в ,вычислении да,влени.я в каком-то узле сетки. Эту погрешн•осrь 
можно рассматр111Вать как изменение да1Вления за счет некоторого 
юратковременн,ого допоJ11нительноrо потока (рис. 1.21). НетруJЩiо 
предста,в,ить, чrо если в жи,дкость добавить лиш:нюю «ка·плю», то 
она растечется в разные стороны и доба:вление вы1ровняется. Для 
процессов в жидкостях х111рактерно затухание или релаксация внеш
них воз,мущений. Будут «з.атухать» и погреш111ости округлен,ия. 
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Рис. 1.21. 

То же проИJСх,QДит с поnрешносrя�ми ОJ<iру.rлен,и.я при расчетах 
теплооых п�роцоосов. Мож1110 принят1.,, что ПОГ!JJешность вычисления 
температу,ры во3никает при пО1Выше�ши ил�и понижении температуры 
вследс11вие кра11ковременноrо �включения» дополнителыюrо теплово
го потока. «Порция» теплоты, в,нос.имая э11им потоком, будет «рас
текаться» к сосе.п:1шм узла,м и погрешность бу1дет уменьшаться. 

Сложнее обстоит дело при расче11ах физичесюих п;роцессов, где 
рела�ксацпи в,нешних воз,мущений не про.И1СхО1дит, например пр,и ра�
четах процессо,в ви,qрац,ий. Если в расчете не уч,итываю11ся потери 
э,нерпии на внутреннее Тjрен111е в материалах констру1щи1и, то ни
ка,кие возмущен.и.я, в rом числе и попреш1ности оюругления, в процес
се расчета затухать не б)'IДут. Од111ЭJко они могут ·быть случай,но 
скомпенсированы поr;реш111остями, возникающими в друnих узлах 
и в другое время. В цротивно,м случае погрешность округления, 
дейсmующая как импульс силы в узле, вызовет в модели упругую 
воЛ111,у погрешностей. Эта волна б)'lд.ет распрос11ра1няться в модели, 
ОТ!))ажаться от 11раниц области, окладыватыся с друг.ими волнами, 
в том ч,исле и с волна,ми в.ибраций, которые мы вычисляем. 

Может ли �погрешность окру1rления :п,ри сложении с другими 
поnрешностям.и 111ам.ного nревзойm первоначалЬ1Ную велиЧ'ину? Ины
ми слова,ми, м,огут ли ,цр�и расчетах 1процессо;в, 1rде рела,кса,ция ог
сутс11Вует, ,погрешности оК!рутления оклады,ватыся ·дос1'атоЧ'IНО долго, 
и о�мма1рная ,погрешно.сп, !Внесет сущес11венные искажения III резуль-
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тат вычи,слен�ий? Да, в пршщипе могут. Однако такое совпадение 
маловероятно. Например, если модель-сетка :имеет тысячу узлов 11 
расчет производится на тысячу шагоо по ·времени, верояmость во.J, 
растаrния погрешностей ок;р�ления 1В 40 ,раз составляет \О-8•

Таким образом, ,имея 'В запасе два-три .лишних знаковых раз
ряда в числах; 1мож;но ,в аналоrичных за-дачах погрешност:и округ
ления в-о �нимание не п,ринимать. Мы rна примерах простых м;,
дельных задач познакомились •со способами ПОС11Роен,ия разностных 
схем и формой ,их записи и ,рассмо11рели способы оценки «качества» 
полученrных разнос11ных схем. Схемы дотюны удовле11ворять двум 
основным требоваrниям: обладать аппроксн,мацией и •быть устойчи
ВЬ!IМ:И. 

Далее ,мы переii�дем к решению более сложных задач, встречаю
щихся при конС'11"у;ировании радиоаппаратуры. 



ТЕПЛОВАЯ МОДЕЛЬ КОНСТРУКЦИИ 

Одной из основных характеристик состояния вещест
ва являеrея его температура. От температуры зависят 
все свойства вещества - как механические так и элек
трические. Особенно сильно влияет температура на элек
трические свойства полупроводников. Так, при измене
нии температуры всего на несколько десятков градусов 
электропроводно,сть германия и кремния может меняться 
в ,сотни раз. Кристалл, который при низких температу
рах мог ,служить изолятором, при высоких становится 
проводником (,рис. 2.1). Поэтому одf!ОЙ из основных 
характеристик радиоэлементов или .радиоэлектронного 
прибора являет-ся диапазон температур, в котором они 
надежно выполняют свои функции. 

Радиоэлектронные устройства не предназначены для 
выполнения механической работы. Коэффициент полез
ного действия у них практически равен нулю. Вся или 
почти вся электрическая энергия, которую они потреб
ляют, превращается в тепло. 

Тепло выделяется, как правило, именно в тех участ
ках, где это грозит выходом прибора из ,строя. Напри
мер, оно выделяет-ся на закрытых р-п переходах транзи
сторов и диодов. Повышение температуры переходов 
увеличивает ток ЧЕ;рез них, а это, в свою очередь, вызы
вает увеличение рассеиваемой мощности, т. е. еще более 
интенсивное выделение тепла, и т. д. Получается лави
нообразный процес-с нарастания температуры. Если его 
вовремя не остановить, то произойдет тепловой пробой 
перехода. Остановить этот процесс можно только доста
точно интенсивным охлаждением, например, с :помощью 
теплоотводов (радиаторов). 

Однако уменьшение размеров и веса блоков, приме
нение интегральных микросхем, интенсивный режим экс
плуатации радиоаппаратуры част0 в условиях повышен-
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Рис. 2.t. 

ной температуры окружающей среды - осложняют 
задачу обеспечения правильного теплового режима ра
диоэлементов. 

Чтобы еще на стадии проектирования РЭА убедиться, 
что в создаваемой конструкции все -сделано правильно 
и температура ее элементов не превысит допустимого 
значения, нужно рассчитать тепловой режим. Расчет 
тепловых процессов-одна из основных проблем, возни
кающих при п.роектировании радиоаппаратуры. Надо 
сказать, что это довольно ,сложная задача, так как она 
связана с расчетом трехмерных нестационарных про
цессов в областях •сложной конфигурации, скажем, вну
три телевизора или радиоприемника. 

2.1. Теплопроводность, конвекция, 
лучеиспускание 

Проследим возможные пути движения теплоты в ра
циоконструкции. Теплота выделяется на радиоэлемен-
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Рнс. 2.2. 

тах при прохождении через них эл,ект.рического тока.Интенсивность этого процесса определяется величиной тепловой энергии, выделяемой в единице объема в еди
ницу време.ни. Эту величину называют удельным вну
тренним тепловыделением. Обозначим ее буквой q. Величину q легко вычислить как мощность, рассеи
ваемую радиоэлементом, деленную на объем элемента.При практических расчетах нам придется за величину объема при вычислении :принимать не объем самого 
элемента, а объем элемента пространства, определяемый 
выбранными шага·ми сетки (рис. 2.2). 

Радиоэлементы могут быть помещены в твердый на
полнитель (пенопласт, компаунд или резину) или при
жаты к твердому телу (радиатору, плате, шасси). 
В этом ,случае потоки тепла распространяются от радио
элементов по твердому телу в различных нап,равлениях. 
Этот процесс называют теплопроводностью.

На поверхности твердое тело соприкасается с жид
ко,стью или газом и тепло передается им. Интенсивность. 
этого процесса определяется количеством теплоты, про
ходящей через единицу поверхности в единицу времени. 
т. е. плотно,стью теплового потока. Эта величина обычно 
заранее неизвестна. Ее надо определить в процессе рас
чета. 

Далее распространение тепла идет тремя путями. Во
первых, тепло передается между молекулами жидко-сти 
или газа за счет те.плопроводно,сти. Бели жидкость или 
газ неподвижны, то этот процесс ничем не отличается 
от процесса теплопроводности в твердом теле. Но жидко,сть или газ не стоят на месте. Они движутся «прину
дительно» с помощью на,соса или вентилятора илиестественно под влиянием подъемной силы, вызванной их расширением при нагревании. Так.им образом, второй 
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луть распространения тепла - вместе с потоками жид• 
:кости и газа. Этот процесс переноса тепла, называе
мый конвекцией, сложffее, чем теплопроводность, так 
как для определения количества теплоты, уносимой жид
костью или газом, нужно знать направление и величину 
.скоростей ча-стиц во всей рассматриваемой области, т. е. 
поле -скоростей. В случае принудительного движения 
жидкости или газа, когда естественным перемешиванием 
можно пренебречь, поле скоро-стей будет зависеть только 
-от работы насоса или венти:1ятора и его можно получить
rидро- или аэродинамическими расчетами, не связанны
ми непосредственно с теплообменом. Другими словами,
можно отделить тепловые процессы от гидро- и аэроди
намических, и при тепловых расчетах считать, что поле
,скоро-стей задано.

Если же перемешивание жидкости или газа происхо
_дит естественным путем, то гидро- и аэродинамические
процессы неотделимы от тепловых и картина значитель
Jю усложняется.

Наконец, третий луть распространения тепла - лу
•чеиспу,скание.

Лучеиспускание ,рассматривается как процесс тепло
·передачи между поверхностями твердых тел, разделен
ных прозрачной средой. Для описания процесса луче
нспу,скания нерационально использовать уравнения
в ча,стных производных. Гораздо проще получаются
интегральные ,соотношения [5], учитывающие коэффи
циенты поглощения и отражения поверхностей твердых
тел, а также коэффициенты пропускания прозрачной
.среды между твердыми телами. Поэтому и разностные
методы при ра-счетах лучеиспускания не применяются.
Мы также не будем учитывать в расчетах лучеиспус1,а
ние, тем более, что в радиоконструкциях лучеиспускание
в процессах теплопередачи существенной роли не играет.

Не будем мы заниматься и вопросами расчета кон
векционного теплообмена. Эта задача слишком сложна
для разностных методов ра-счета. Сложность состоит
в том, что в ,радиоконструкциях воздушные потоки про
ходят в пространстве между различными деталями слож
ной конфигурации. Чтобы отразить в модели эту кон
фигурацию, приходится брать мелкую сетку. Объем вы
числений получается оче}{ь большим. Гораздо проще оце
нить количество теплоты, выводимой из аппарата путем
конвекции, на основе эмпирических коэффициентов.
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Поэтому в рамках настоящей книги мы ограничимся,

только расчетом процессов теплопроводности внутри

твердых тел, считая температуру или тепловые потоки.

на их поверхности заданными. 

2.2. Модель-сетка 

Разобьем мысленно конструкцию на ча-сти прямо

угольной формы (рис. 2.3). Назовем каждую из этих

частей элементом. Для повышения точности расчета сле

дует выбирать размеры элементов поменьше, и нее эле

менты следует делать одинаковых размеров. В центре

элемента выделим особую точку - узел сетки.

Рис. 2.3. 

Таким образом, мы вновь пришли к необходимости

введения сетки для решения нашей задачи разностным

методом. Множество узлов, составляющих ,сетку, теперь.

будет трехме,рным, кроме того, процесс будет нестацио

нарным и необходимо ввести в задачу также дискрети

зацию во времени. 
Величины, определяемые

в узлах сетки, должны
иметь четыре индекса, на

пример 08
1, j, k• 

Нижние индексы указы
вают номер узла в направ
лении каждой из координат
ных осей х, у или z, а верх
ний индекс - номер шага 
по времени. 

4* 

(J 

Рис. 2.4. 
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В этих узлах и будет вычисляться температура. 
Б интервале между узлами температура ,считается .изме
.няющейся по линейному закону. Таким образом, темпе
ратура в нашей модели будет кусочно-линейной функ
цией координат (рис. 2.4). 

1.3. Закон сохранения тепловой энергии 

За:пишем типовое уравнение движения теплоты. Для 
:этого воспользуем,ся законом ·сохранения тепловой энер
.гии: количество притекающей к да.иному элементу энер

гии ра1Вно количеству уте
кающей энергии плюс коли
чество накапливающейся 
энер:r,ии в элементе. 

В рассматр·Иlваемом слу
чае тепловая энергия в дру
гие виды энергии не прев
�ащается, но другие виды 
энергии могут пре.вращаться 
в тепло. НаП'ример, электри
ческая энергия целиком 
превращается в тепло. По-

'Рис. 2.5. этому в уравнении баланса 
нужно учесть количество 

:выделяемой энергии за счет электричесюих потерь. 
Количество энергии, притекающей и утекающей через 

·боковые поверхности каждого ,из ра,ссматриваемых эле
ментов, выражает,ся через величину плотности тепловых
потоков (рис. 2.5). Удельная :плотность теплового пото
ка J определяется количеством теплоты, п,роходящей че
·рез единичную площадь в единицу времени. Чтобы опре
делить количество теплоты, проходящей через боковую
грань эл·емента за некоторое время, нужно соответствую
щую плотность теплового потока умножить на площадь
грани и на интервал времени.

Так.им образом, баланс количества теплоты за время
-r для элемента модели мо,жно запи·сать в виде простого
соотношения

тде J -удельные плотности тепловых потоков . 
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В правой ча,сти (2.1) записано количество теплоты. 
накапливаемой внутри эJ1емента за время т. Оно равно 
теплоемкости элемента С, умноженной на приращение 
его температуры Л0 за .время 't'. 

Заметим, во-первых, что во избежание путаницы -со 
знаками мы пр.и выводе формул условно -считаем, что 
искомые функции т•емператур 0 возрастают в направ
лении координатных осей. Тепловые потоки распростра
няются от точек с более высокой темпе,ратурой к точкам 
с более низкой тем.перату.рой. Поэтому потоки тепла 
мы направили против на.правления координатных осей. 

Во-вторых, мы обозначали температуру несколько 
непривычным символом 0 вместо более привычного t

или Т. Это не потому, что нам так больше нравится. 
К этому нас вынуждают обстоятельства. Через t будем 
обозначать текущее вр-емя, а через Т - ·период колеба
ний. 

В-третьих, вывод уравнения теплопроводности, кьто
рый мы выполняем для элемента конечных размеров 
hxhyhz, по той же схеме можно выполнить и для беско
нечно малого элемента dxdydz. В результате получится 
уравнение в частных производных. При конечных раз
мерах элемента получается уравнение непосредственно 
в конечных разностях. 

Выполним в уравнении (2.1) следующие преобразо
вания. 

1. Приведем количество теплоты в левой и правой ча
сти у,равнения к единичному объему и к единице вре
мени, для этого разделим все члены на объем элемента 
h:J,,yhz и на интервал времени т. 

2. Представим приращение температуры Л0 за интер
вал т в ·виде разности температур в .начале и в конце 
этого интервала: 

Д0 = 0�+: l

k 
- 0� . k' 

1,, 1, t ,1, 

В результате получим уравнение 

J+ 1- 1+ 1- 1+ 1- os+ 1 os
х - х + у - у + z - z -С

0l,J,k - 0i,/,k (2.2) 
hx hg hг - '1: ' 

Теперь в правой части уравнения (2.2) •стоит не теп
Jiоемкость элемента, а удельная теплоемко,сть в-ещества, 
составляющего элемент. В целом правая часть опреде
Jiяет количество теплоты, кото,рое накапливается в еди
ничном объеме в единицу времени в том месте тепло-
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воrо поля, где расположен ра,ссматриваемый элемент. 
Теперь можно учесть тепло, выделяющееся в радиоэле
ментах, за счет превращения электрической энергии 
в тепловую. Поскольку уде.r1ьное тепловыделение опреде
ляется как количество теплоты, выделяемой в единице 
объема за единицу времени, то можно просто прибавить 
соответствующий член к левой ча·сти уравнения 

1+-1- 1+-1- 1+-1- 8s+I -85 

х х + у у + z z +q=C l,/,k l,/,k 

� � � � 

(2.3) 
У дельное тепловыделение q стоит в левой части урав

нения потому, что оно вносит теплоту в рассматривае
мый объем. 

Тепе,рь необходимо выразить плотности потоков J

через температуру в узлах сетки (ри•с. 2.6). Для этого 
НУ?КНО прежде всего ввести нумерацию узлов сетки по 
координатам и времени. Залитые блоки радиоэлектрон
ной аппаратуры чаще всего имеют прямоуrо,1ьную фор
му, поэтому при построении уравнений мы применяем 
црямоуrольную систему координат, в которой коорди
натные :плоскости параллельны граням рассматриваемо
го прямоугольника. Толщину, ширину и высоту прямо
угольника обозначим через lx, lv и lz, а шаги сетки в со
ответствующих направлениях мы уже обозначили через 

Рис. 2.6, 
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hx, liv и hz. Следовательно, в каждом из направлений 
получается lx/hx, l

v
/h

y и lz/,hz шагов соответственно. 
При тепловых расчетах мы имеем де.110 с тепловыми 

потоками, которые определяются на гранях элементов, 
поэтому на поверхность ра•ссмат,риваемой об,1асти дол
жны выходить грани крайних элементов (рис. 2. 7), 
а граничные узлы должны располагаться на расстоянии 
половины ,соответствующего шага сетки от поверхности. 
Если начало координат поместить в одной из вершин 
прямоугольной области, то кеюрдинаты узлов можно 
определить следующим образом: 

CD = {х= (0,5 + i) hx, у= (0,5 + j) hx, 
z=(0,5+k)h2 \i= l, 2, ... , lxfhx, 
/= l, 2, ... , l

y 
I h

y, k= l, 2, ... , lz I hz}• (2.4) 
Номер шага по времени будем обозначать через s,

тогда текущее цремя в расчете определяется как про
изведение t=s-r. Чтобы выразить тепловые потоки через 
температуру в узлах ,сетки, воспользуемся гипотезой 
о линейно,сти ,свойс:гв среды - законом Фурье. Этот за
кон говорит о том, что плотность теплового потока меж
ду двумя точками пропорциональная разности темпера
тур между этими точками и обратно пропорцональна 
ра,сстоянию между ними, например: 

J+-к eвl+t,J,k -881,j,k 
(2.5) х - hx 

• 

Коэффициентом пропорциональности здесь ,служит ко
эффициент теплопроводности вещества К.

Запишем уравнения для плотностей всех шест.и пото
ков, входящих в уравнение теплового баланса: 

+ 8&-+ . 11-8&-. k вs .. k-вs . 
. 

k J -к 1. 1,/, t,J, • 
1--к l,/, 1.-1, 1 , • 

х - hx ' х - hx ' 
)+ -К вsi,j+i,k -8

8
/,j, k . 

J
- -К 88;,j, k - вsi,j-1, k . 

у - hy ' у - hy ' 

вs. . k+ - вs/ . k вsi . k - в
s

. . k 

J+ -к
1,1, 1 ,/, • 1- -к

,/, ,,1, -1 
(2.6) 2- h

2 
' z - h

2 
• 

Бели теперь подставить значения плотностей пото
ков в уравнение (2.3), то получится известное уравнение 
-гсплопроводности, которое называют уравнением Фурье. 
ТоJ1ько уравнение Фурье обычно записывается в диф
ференциальной форме, а у нас оно получилось в раз
ностной форме. В такой форме мы и будет это уравне
ние решать. 
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2.4. Формулировк.а задачи 

П р�дположим, что блок радиоконструкции имеет 
прямоугольную форму ( см. рис. 2. 7). Внутри .него на
ходятся источники тепла - радиоэлементы, через кото
рые протекает электрический ток. Попытаемся опреде
лить температуру в каждой точке блока в каждый мо
мент времени. Для про,стоты будем считать, что блок 
однороден, т. е. входящие в него материалы имеют оди
наковые удельную теплоемкость и коэффициент тепло
проводности. 

Следовательно, будем считать заданными размеры 
блока, координаты радиоэлементов, излучающих тепло, 
мощность тепловыделения, а также коэффициент тепло
проводно•сти и удельную теплоемкость. Кроме того, для 
решения нестационарной задачи должны быть заданы 
начальные и граничные условия. 

В .начальных условиях задачи необходимо указать 
температуру во всех точках блока в начальный момент 
времени. Обычно при рассмотрении переходных процес
сов за начальный момент времени выбирается момент 
включения электрических цепей. До этого момента тем
пература во всех точках считает,ся одинаковой и рав
ной наружной температуре, например комнатной (2D°C, 
или 293 К). 

В граничных точках блока могут быть заданы раз
личные граничные условия. Когда на границе задается 
значение самой функции, т. е. температура - это гранич
ные условия I рода и решение получает,ся наиболее про
стым. Однако, к сожалению, только при грубом у.про
щении нестационарной задачи можно считать темпера
туру на пов�рхно,сти блока заданной, например равной 
известной наружной температуре. Более близкими к ре
альным у,словиям в радиоаппаратуре являются гранич
ные условия 11 рода, когда задаются плотности тепло
вого потока по всей наружной поверхност.и блока. Мы 
будем решать задачу ,с граничными условиями II рода. 

Плотно,сть потока на поверхности определяется исхо
дя из предположения, что потоки на границах блока 
цропорциональны перепаду температур на некотором 
расстоянии, равном hx, и что температура за пределами 
блока постоянна. Такие условия могут быть при охлаж
дении блока путем принудительного обдува воздухом 
постоянной температуры. Итак, плотно,сть потока на 
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границе с нормалью х равна 
85 вs

J+ =K 
к- lxfhx,f,k (2.7) 

х г 
hx 

Сравнивая (2. 7) и (2.4), видим их полную аналогию. 
И в последнем случае величина Kr имеет смысл коэф
фициента теплопроводн0tсти. Только это не теплопро
водность материала блока, а теплопроводность интерва
.ла, в который входит граница блока. Шаг hx введен 
в выражение (2.7) искус•ственно лишь для того, чтобы 
определить положение точки за контуром, в которой 
температура считает,ся известной. Этот шаг можно взять 
таким же, как и внутри блока. При экспериментальном 
изучении теплопроводящих ,свойств границы раздела 
определяет непосред,ственно отношение Kr /hx, которое 
называют коэффициентом теплоотдачи или теплооб
мена. 

Для удобства вычислений следует преобразовать 
уравнения (2.3) и (2.6), введя в них безразмерные мно
жители. Для этого левую и правую части умножают на 
шаг по времени 't' и делят на удельную теплоемко,сть С. 
Для величины плотно,стей потоков вводится новое обо
значение: 

1-
'С 1-

=ch 
; х х х 

1-
'С 1-

=-c-h ;у у у 

1-
'С 1-

=ch z z z 
(2.8) 

Вводится .новое обозначение и для удельного тепло
выделения: 

Q=-i-q, 
В новых обозначениях уравнение (2.3) записывается 

в виде 

Теперь и плотности потоков и удельное тепловыделе
ние и.меют одну и ту же размерность - размерноеть 
температуры и будут величинами одного порядка. Пе
рейти от величин в новых обозначениях к величинам 
в старых обозначениях не представляет труда, посколь-
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ку шаги по коо,рдинатам и времени мы выбираем сами, 
а удельная теплоемкость нам задана. 

Для новых плотностей потоков теперь вместо (2.6) 
получаю11ся ·вы,ражения 
l;" =Ах [0

8

1+1,/,k - 0\1,kl, 

1;=A
z 

[0
8

,,/,k - 0
s

l-t,1,k], 

1:=А
11 

[0
8

1,J+t,k- 0
8

l,J,k], 

':-=Az[0
8

i,j,k - 0\1,k-1]-

(2.10) 

Теперь размерные множители (шаги, удельная теп
лоемкость и ко-эффициент теплопроводности) ,сгруппиро
вались в виде множителей А:

А K'r. А К-с А К-с 
z = h2 С; у = h2 С; z = h2 С. 

х g z 

(2.11) 

По-скольку единица коэффициента тепло.проводности 
равна 1 Дж/(1 м•К•с), а удельной теплоемкости 
1 Дж/ ( 1 м3 •К), коэффициенты А являются безразмер
ными величинами. 

Предположим теперь, что наш блок -сделан из алю
миния, который имеет при комнатной температуре 
удельную теплоемкость около 2,4 МДж/ (м3 •К) .и коэф
фициент теплопроводности около 200 Дж/ ( м • К •·С). 
Предпол,ожим далее, что шаги по координатам выбраны 
одинаковыми и равными 1 -см. Теперь, чтобы определить 
коэффициенты А, остается только выбрать шаг по вре
мени -r. 

Однако оказывае11ся, что выбор шага по времени не 
такое простое дело. Чтобы поскорее просчитать цро
цесс на заданное время, т. -е. чтобы в заданном интер
·вале времени было поменьше шагов 't', нужно выбирать
шаг большим. Но если шаг т превысит некоторую кри
тическую величину, то верного решения не получится.
Решение будет неу,стойчивым. У-словие устойчиво-сти бу
дет выполнено, если сумма всех шести коэффициентов
в уравнениях (2.10) м-еньше единицы.

Поскольку коэффициенты одинаковы, можно поло
жить каждый из них равным 1 /6, .и тогда шаг по вре
мени -со-ставит 0,2 с.
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Теперь определим величину удельного тепловыделе
ния. Для упрощения расчета предположим, что тепло 
выделяется только двумя радиоэлементами в точках а
блока (см. рис. 2.7). Пу,сть ·мощность· рассеяния каж
дого радиоэлемента ,соста·вляет 1 Вт, т. е. 1 Дж/с и 
объем каждой детали 1 см3

• Тогда. удельная ,плотность 
тепловыделения .в точках а будет равна q=
= 1 МДж/ ( м3 •с), а приведенное тепловыделение 
Q=q-r/c=l ООО 000-0,2/24 ООО 000=0,08 К. 

Для полной формулиров�и задачи осталось теперь 
определить величину коэффициента теплопередачи на 
границе блока е воздухом. Величина эта может иметь 
самые различные значения. Для простоты п,римем ее 
равной 200 Дж/ ( м • К. •С), т. е. •будем вычислять потоки 
на границе с помощью того же коэффициента A=l /6. 

2.5. Включаем питание 

Итак, температура ·во всех точках рассматриваемо
го блока РЭА равна 293 К (20"С). В начальный момент 
времени (t=O) включают ,напряжение питания блока и 
начинают расчет. Для простоты перепишем все число
вые значения в соотношении (2.9) н (2.10) и решим 
уравнение (2.9) отно,сительно температуры в следующем 
шаге :по времени: 

0;}:,,= + [08

1+1,i.k+ 0
8

-1-t,J.k+e
s

l,!+1.k+ 0\,i-t.k +

+ 8
81,/.k+t + 081,f.k-11 +о,08 . (2.12) 

Расчет можно начинать ,с любого узла модели и об
ходить узлы в каждом шаге вычислений в любом по
рядке. При постановке задачи на ЦВМ узлы обходят 
последовательно в направлении координатных осей. Но 
мы считаем медленнее ЦВМ, и нам лучше начинать рас
чет с узлов, где находятся источники тепла. В этих 
узлах через 0,2 с температура повысится и станет рав
ной 0 s+ =(20+20+20+20+20+20) /6+0,08=20,08°С 

а 

(рис. 2.8). В остальных узлах температура не меняется, 
потому что тепло в них не выделяется. 

Запишем новые значения в таблицу (рис. 2.8). Для 
трехмерной задачи и таблица должна быть «трехмер
ной». Ее можно ,составить из нескольких двухмерных 
таблиц. Мы ограничимся двухмерной таблицей, считая 
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Рис. 2.8. 

задачу плоской. Для этого потоки в направлении оси х 
будем считать равными нулю, а температуру- неизм-ен
ной. Это равносильно тому, что в уравнении (2.12) при
нять (Эsi+l,j,k=(Э5i-1,j,k=(Э8;,j,k• 

Возьмем данные (рис. 2.8) при f=-r в качеств-е исход
ных для вычисления значения температур в момент вре
мени i=2-r. В узлах а она будет рав,на 0:+1 =(20,08+ 
+20,08+20+20+20+20) /6+0,08=20,107°С. В узлах со-
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Р,ис. 2.9. 
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седних с а температура также повысится: E)s+ 1={20,8+ 
+20+20+20+20+20) /6-20,013°С. В О•стальных узлах:
температура пока остается неизменной.

Занесем новые значения в новую таблицу для момен
та времени t-2t (рис. 2.9). Возьмем эти значения в ка
честве исходных и вновь ·вычислим по формуле (2.12) 
температуры для момента i=Зt (рис. 2.10). 

Так можно цродолжать расчет на сколько угодно 
шагов по времени и получить температуру в любой точ
ке блока в любой момент времени. При это:м надо по
мнить, что температура в узлах за пределами блока. 
должна оставаться постоянной. 

1.6. Первые выводы 

На основании приведенного примера можно сде
лать следующие выводы: 

1. Рассмотренный метод решения задачи теплопро
водности является достаточно универсальным. Этим ме-
тодом можно решать задачи для области любой формы, 
е,сли взять достаточно мелкую сетку и представить об
.11асть из маленьких кубиков. Источники тепла могут
быть рас.положены цроизвольно в любых элементах 
области. В задаче можно задавать любые начальные к 
граничные условия. Например, если придется решать. 
задачу, где по границам непосредственно заданы значе
ния удельных потоков тепла, то в уравнении движения
(2.9) для граничных элементов ,нужно просто заменить. 
соответствующие приведенные потоки внешними и пре
образовать уравнение к виду (2.12). 

2. Вычисление температуры для всех узлов о•блаетк
является однотипным и производится по одной и той же 
формуле. Это позволя€т при постано·вк•е задачи на ЦВМ, 
записав программу для одного узла, затем повторять. 
ее для других, вводя небольшие измен€ния в узлах ,с ис-
точниками и граничных узлах. 

3. В процессе решения получает,ся полная картина
распределения температуры внутри обла,сти в каждом 
шаге по времени. Это позволяет производить попутно
е основным ра,счетом различные контрольные операции,. 
например определять допустимую температуру. Задача, 
состоит в опреде.11ении ·максимальной температуры в тех 
точках блока, где находятся детали,1 .недостаточно· 
устойчивые к действию повышенной температуры. Когда 
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.основной ра,счет сопровождается контрольными опера
циями, отпадает необходимо-сть в хранении и выдаче на 
печать всей получаемой в процессе расчета информации, 
•которая, как мы видели, может быть весьма обширной.
Достаточно выводить ,на печать только критические си
туации, когда температу,ра в заданных узлах прибли
жает,ся к предельной.

4. Наконец, достоинство этого метода ,состоит в том,
'ЧТО он позволяет постоянно ,совершенствовать и услож
яять модель для получения более точной картины тепло
вых явлений. 

2.7. Совершенствование модели 

Блоки радиоэлектронной аппаратуры, как правило, 
яе бывают однородными и ,состоят из различ.ных мате
риалов ,с различными характеристиками. Некоторые час
·ти радиоконструкций представляют собой тонкие ;пла
-стины. Для пла,стины •строить сет�у по принципу, рас
смотренному выше, нерационально. Шаги сетки в на-
11равлении нормали к поверхности пластины получаются
малыми, и из у,словия устойчивости приходит,ся выби
рать малыми и шаги по времени. Число шагов по вре
мени пропорционально возрастает, и увеличивается
-объем вычислений. Для расчетов тепло,вых процессов
в плоских деталях конструкции можно ,строить не трех
мерные, а двухмерные модели. Сложность ,решения за
дач с помощью двухмерных моделей уменьшае'ГСЯ, а точ
·но,сть расчета возрастает. По тому же принципу -можно
,строить модели для коробчатых конструкций, таких как
кожухи и шас-си.

Выше .рас-смотрена задача теплового расчета блока из 
-однородного материала. Чаще в•сего залитые блоки даже 
в первом приближении нельзя считать однородными. 
Они включают в ,с,ебя множество деталей из различных 
материалов. При решении задач для неоднородных об
.ластей точными аналитическими методами необходимо
для границ раздела между различными материалами 
записывать дополнительные промежуточные граничные 
условия. Записать такие условия не сложно. Они со
стоят в том, что температура .и тепловые потоки в раз
личных областях на границе раздела должны быть оди
наковыми. 
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Такой же подход можно использовать и при разност
ном решении тепловых задач. Однако если областеЙ' 
с разными мат�риалами много и форма этих облаеrей 
сложна, то использование промежуточных граничных. 
условий в разностном расчете ,становится затруднитель
ны·м. Поэтому ра,ссмотрим другой, более простой метод. 
построения разностной •схемы при расчетах неоднород
ных блоков РЭА. 

2.8. Неоднороднь1е элементы модели 

При построении разностных схем неоднородные бло
ки РЭА заменяем блоками, состоящими из элементов, 
обладающих примерно одинаковыми свойствами. Ины
ми словами, осредняем теплоемкости и теплопроводно
сти по объему неоднородного элемента. При этом 
следует различать элементы массы, по которым осред
няется теплоемкость, и элементы связей, по которым 
осредняется теплопроводность. 

Элементы массы введены выше. В центре каждого 
такого элемента находится узел сетки. Элементы свя
зей составляются из половинок элементов массы 
(рис. 2.11). Узлы сетки находятся на гранях этих эле
ментов. Таким образом, элементы связей могут пере
крываться между собой и с элементами массы. Значе
ние теплоемкости входит в выражения всех коэффи
циентов А (2.11). Но эти коэффициенты характеризуют 
не рассматриваемый элемент модели (элемент массы). 

z 

Рис. 2.11. Рис. 2.12. 

.---+--,- - -, 
1 
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1
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.а расстояния между узлами, т. е. элементы связей око
.тю этого узла. Поэтому лучше не вводить осредненное 
значение теплоемкости в коэффициенты А, а учесть его 
в виде безразмерного множителя перед левой частью 
уравнения (2.9): 

мо+ -г+1+ - г +1+ - I-)+Q=es+I - 0s . (2.13)
х х у g z z 

Обычно в неодородных блоках РЭА какой-либо один 
материал (наполнитель) является основным. Коэффи
циент М определяется как отношение теплоемкости на
полнителя к осредненной теплоемкости элемента массы: 

М=С/Сср- (2.14) 
Вычисление осредненного значения теплоемкости мы 

покажем ниже на конкретном примере. 
Рассмотрим вначале осреднение теплопроводности по 

элементам связей, когда через элементы проходит гра
ница раздела между различными материалами. Сра
зу же заметим, что задача несколько облегчается, если 
узлы сетки располагать на границе раздела, и плоская 
граница будет разделять элемент на две равные части 
(рис. 2.12). 

Если граница раздела параллельна координатной 
плоскости xz, то потоки 1+ и 1- проходят в однородных 

g g 

элементах связей и для них плотности потока выра
жаются через соответствующие коэффициенты тепло
проводности 

+
88 . ·+ k - 0s . . k 0s . .  k - 0s . . k 

J =К.
1,/ 1, 

h 
1,/, 

; J- = K
1 

1,}, 

h 
1,1-1, 

• (2.15)
g g g у 

Четыре остальных-потока проходят через неоднород
ные элементы связей между узлами, прич�м потоки на
лрав.11ены параллельно границе раздела. В этом случае 
производится осреднение коэффициента теплопроводно
-сти. Для осреднения достаточно сложить потоки, про
.ходящие через обе половинки неоднородного элемента 
-связи, например, поток по z слева

QS . . k+ - 0- . k h К 1,1. 1 1,1. h v ,  
i 

hz хТ' 

поток по z справа 
08

. · k+ - es. · k h 
К 

1,1. 1 1,1. 
h __!!_. 

2 llz х 2 , 
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суммарный поток 
( К1+ к. ) 881,i,k+t - 811,J,k h h . 

2 hz х и• 

средняя плотность потока 
J+=(K1+K2) esi,i,k+1-88i,i,k . 

(2.lб) 
2 2 hz 

Сравнивая полученное выражение с уравнениями 
(2.5), мы видим, что осредненное значение коэффициен
та теплопроводности можно считать в данном случае 
средним арифметическим между коэффициентами тепло
проводности соседних областей: 

Kcp=
K1tK• (2.17) 

С помощью полученного осредненного значения коэф
фициента теплопроводности можно выразить четыре 
оставшиеся плотности потока: 

+ 8s. + . k - es . . k J =К 1 1,1. 1,1. 
; 

х ер hx 

1+ =К 881,j,k+i ,_ 88i,i,k • 
:r ер hz 

' 

8s . .  k- es. • k 
1-1_ к

t,1, 1-1,1, • 

L х •- ер hx 

• 

85
1,i,k- e,si,j,k-1 

hz 
(2. 18) 

Таким образом, если граница проходит параллельно 
одной из координатных плоскостей и узел находится 
на границе раздела, то никаких новых уравнений для 
этого узла записывать не надо. Можно пользоваться 
уравнениями (2.9) и (2.1 О), только при вычислении ко
эффициентов А необходимо в выражения (2.11) вместо 
общего коэффициента теплопроводности подставить 
значения осредненных коэффициентов: 

+ _ Кер -с _ + K2t • 

А = А = h2 с' А = h2 с •
х х х 

у у 

_ К1-с + Kcpt 
АУ = htyC; Az = Az = h2zC • 

(2.19) 

Поскольку перед различными потоками ;+ и .Г коэф-
ц у 

фициенты теперь будут разными, мы будем помечат1, 
их сверху знаками «плюс» ИЛfl «минус», как и сами 
потоки. 
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2.9. Более сложнь1е границы 

Не всегда удается расположить узлы сетки точно 
на границе раздела между двумя теплопроводящими 
средами. В этом случае также можно пользоваться 
полученными выше формулами, только вычисление 
осредненных значений коэффициента теплопроводности 
несколько усложняется. 

Если граница представляет собой плоскость, то 
встречается два типа элементов связей между узлами. 
В первом случае потоки тепла распространяются парал
.'Iельно границе (рис. 2.13). При этом потоки, проходя
щие по частям элемента, складываются: 
j+ l1 11 + /2 12 

z 11 + ,.

Осредненное значение коэффициента теплопроводно
сти получается сложением коэффициентов теплопровод
ности частей элемента, пропорциональных ширине этих 
частей: 

Kcp
= K 1

rx.
1 +K1

rx.
1, 

где rx. 1 =l1 /h11 ; a2
= l1/h11 • (2.20) 

Формулу (2.20) можно распространить на случай лю
бого числа параллельных границ в одном элементе, 

.. 

!/ у 

Рис. 2.13. 
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!/ 

Рис. 2.15. 

fВ1 
L = g, +S!.2+!JJ 
ffcp к, К2 !� 

Рис. 2.16. 

g[s 

�

.l = о., + �2 + .0:.1 
!f !/1 !/2 !IJ , 

если потоки тепла проходят параллельно границам 
(рис. 2.14): 

Кер = К,а. 1 + К1
а.

1 + К1
а.

1 + К"а.,,,. 
Во втором случае потоки тепла распространяются 

нормально к поверхности раздела (рис. 2.15). При этом 
величина плотности потока в любом сечении, парал
лельном границе, будет одинаковой. Ее можно выразить 
через величины перепада температур, как мы это де
лали в формулах (2.5). С другой стороны, величину 
плотности потока можно записать через осредненное 
значение коэффициента теплопроводности: 

_l_=.!!_+� (2.21) 
Кер К1 К1 • 

Формулу (2.21) легко распространить на случай любого 
количества параллельных границ: 

_1_=�+�+�+[11,,, 
Кер К, К1 К1 К,,, · 

Радиоинженерам более привычны электрические ве
личины, чем тепловые, поэтому им полезно сравнить 
формулы (2.20) и (2.21) с формулами для параллель
ного и последовательного соединения сопротивлений 
в электрических цепях (рис. 2.16). При сравнении нуж
но иметь в виду, что коэффициент теплопроводности 
является аналогом удельной электропроводности. 

Используя последовательно формулы (2.20) и (2.21), 
можно вычислить приближенное значение осредненного 
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коэффициента теплопроводности для элемента практи
чески любой сложности. Покажем это на примере. 
Предположим, что после разбивки блока на элементы 
в каком-то элементе связи оказалось три области, ко
торые мы условно назовем «транзистор», «плата» и 
«наполнитель» (рис. 2.17). На рисунке показаны зна
чения коэффициентов теплопроводности частей элемента 
и их размеры. Заменим криволинейную поверхность 
транзистора плоскостями, параллельными координат
ным плоскостям, и разобьем элемент на однородные 
части (рис. 2.17). 

Вначале по формуле (2.21) определяется осреднен
ное значение коэффициента теплопроводности для пер
вой и второй частей элемента. При этом коэффициенты 
пропорциональности 

а1 =0,021/ (0,021 +0,012) =0,64, 
а2=0,012/(О,021 +0,012) =0,36, 
а значение осредненного коэффициента теплопровод
ности 

Кср=О,64•58+0,36·0,11=37,1. 

Затем по формуле (2.22) вычисляют коэффициент 
для всего элемента. При этом коэффициенты пропорцио
нальности 

а 1 =0,005/(О,005+0,018+0,013) =0,14, 
а2=0,018/ (0,005+0,018+0,013) =0,50, 
а3 =0,013/( О,005+0,018+0,013) =0,36. 

Ptcc. 2.t7. 
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Значение осредненного коэффициента теплопроводно
сти для всего элемента 

К�р =�:;:+�:f�+�/�=_0,609+4,167+0,010=

=0,21 , Кср=О,21 Дж/(м·с•К).

При таком способе вычисления коэффициентов теп
лопроводности может оказаться, что в уравнениях дви
жения (2.10) все шесть коэффициентов окажутся раз
ными и, разумеется, отличными от коэффициентов 
в уравнениях для других узлов. В этом случае значения 
коэффициентов нужно хранить в памяти UBM. Требуе
мый объем памяти резко возрастает. При этом нужно 
учитывать, что каждый коэффициент является общим 
для двух соседних узлов. Поэтому всего коэффициентов 
будет в три, а не в шесть раз больше, чем узлов. 

У де.т�ьная теплоемкость осредняется по объему эле
мента массы, в центре которого находится узел сетки. 
Предположим, что элемент массы состоит из несколь
ких частей, в которые входят материалы с удельной
теплоемкостью С1 , С2, С3, •.. Объем, занимаемый каж
дым материалом в элементе массы, будет равен соот
ветственно V1, V2 , V3, • • •  Тогда количество теплоты, 
накапливаемой в каждой части элемента, опре
делится произведением Q1 = С1 V1ЛЕ>; q2= С2 V2ЛЕ>; qз= 

= С3 V3Л0, ... А общее количество теплоты, накапли
ваемое элементом массы, будет q= (C1V1+C2V2+ 
+СзVз+ ... )Л<Э. При замене неоднородного элемента
однородным со средней теплоемкостью Сер количество 
теплоты должно остаться прежним: q= Ccp/l,xh11hzЛE>. 
Отсюда значение средней теплоемкости можно опреде
лить так: 

(2.22) 

Для каждого элемента массы в неоднородном блоке 
РЭА может получиться свой коэффициент осредненной 
теплоемкости. Это потребует дополнительного объема 
памяти ЦВМ для хранения коэффициентов М (2.13). 
Таких коэффициентов будет столько же, сколько и узлов 
сетки. 

При выполнении операции осреднения характеристик
материалов мы предполагали, что величина теплового 
потока в каждой части неоднородного элемента связи не 
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меняется по объему этой часtи, а приращение темпе
ратуры Л0 не меняется по объему элемента массы. На 
самом деле это величины, изменяющиеся от точки к точ
ке. Это приводит к появлению дополнительных погреш
ностей. Однако эти предположения по сути дела совпа
дают с предположениями, которые заложены в основе 
вывода разностных уравнений. Поэтому «погрешности 
осреднения» будут того же порядка, что и погрешности 
дискретизации. 

2.10. Где тонко ... 

В радиоконструкциях применяется много деталей из 
листовых материалов (печатные платы, кожухи, шасси, 
магнитные и тепловые экраны). Эти детали играют 
существенную роль в процессах теплопередачи в кон
струкции, и поэтому расчеты тепловых потоков, прони
кающих через них и распределяющихся в плоскости 
деталей, представляют большой практический интерес. 

Если для таких деталей при разностных расчетах 
строить трехмерную модель-сетку по принципу, изло
женному выше, то возникают две трудности: во-первых, 
в модели получается очень много узлов и возрастает 
объем вычислений, во-вторых, шаги сетки в направле
нии норма.тш к поверхности детали получаются очень 
маленькими. В свою очередь, малые шаги по координате 
приводят к необходимости уменьшения и шагов по вре
мени, иначе решение с помощью явной схемы будет 
неустойчивым. Причем между шагом по координате и 
шагом по времени из условия устойчивости получается 
квадратическая зависимость. Если шаг по координате 
уменьшается в 1 О раз, то шаг по времени нужно умень
шить в 100 раз. Это, в свою очередь, приводит к увели
чению объема вычислений. 

В то же время плоские детали (пластины) позво
ляют строить для них плоские модели-сетки. В такой 
модели по толщине пластины берется всего один узел 
и сетка получается двухмерной. Это приводит к умень
шению числа узлов и сокращению объема вычислений 
и снимает трудности, связанные с малыми шагами по 
координате, нормальной к поверхности пластины. 

Разумеется, для расчетов тепловых потоков с по
мощью такой двухмерной модели-сетки потребуются 
другие расчетные формулы. отличные от тех, которые 
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мы получили выше. Далее мы перейдем к выводу рас
четных соотношений для расчетов распределения тем
пературы в плоских деталях типа пластин. 

При переходе от трехмерной задачи к двухмерной 
необходимо из расчетных соотношений исключить одну 
независимую переменную. Поскольку расчет при этом 
значительно упрощается, этим приемом постоянно поль
зуются как при точных, так и при численных методах. 
Однако исключение одной переменной впзможно далеко 
не всегда. Такая возможность появляется только тогда, 
когда задача в целом обладает некоторыми свойствами 
симметрии. Например, если решается осесимметричная 
задача для тел цилиндрической формы, то, применяя 
цилиндрическую систему координат, можно исключить 
одну переменную - угол и останется только две коор
динаты - в направлении оси цилиндра и в направлении 
радиуса. Решение задач со сферической симметрией 
можно свести к решению одномерных задач, применяя 
сферическую систему координат. 

В нашем случае детали имеют прямоугольные фор
мы, поэтому система координат должна остаться пря
моугольной. В прямоугольной системе исключение од· 
ной координаты можно произвести на основании неко
торой: гипотезы о поведении искомых функций в направ
лении этой координаты. Выбор той или иной гппотезы 
определяется в каждом конкретном случае в зависимо
сти от формы области и граничных условий. Если, на
пример, теплопроводящая пластина помещена между 
двумя теплоизоляционными прокладками, то естествен
но предположить, что тепловые потоки в направлении 
нормали к поверхности отсутствуют и температура по 
толщине пластины постоянна. В этом случае нужно 
исключить из расчетных соотношений соответствующие 
тепловые потоки, и уравнение будет двухмерным. Мы 
уже пользовались этим приемом при рассмотрении по
токов воды между двумя параллельными пластинами. 

В радиоконструкциях тепловая изоляция на поверх
ности пластин, как правило, отсутствует, и тепловые 
потоки в направлении поверхности нельзя считать рав
ными нулю. Нужна иная гипотеза относительно распре
деления температуры по толщине пластины. Эта гипо
теза должна учитывать наличие тепловых потоков на 
поверхностях и, следовательно, то, что температура и ее 
производная по нормали к поверхности должны быть 
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у поверхности отличны от нуля. Нужно учитывать так
же, что функция температуры непрерывна и имеет не
прерывными первую и вторую производные по коорди
нате. Производные могут иметь разрыв, если только 
в какой-то точке тепловой поток или удельное тепло�ы
деление равны бесконечности, а такого случая быть не 
может. Кроме того, гипотеза должна отражать одно
родные свойства пластины и отсутствие источников 
тепла внутри нее. 

Всем этим требованиям удовлетворяет целый ряд 
гипотез. Например, можно предположить, что темпе
ратура изменяется по толщине пластины по некоторому 
заданному закону, определяемому суммой заданных 
аналитических функций координаты. Если в качестве 
таких составляющих взять степенные функции, то тем
пература представляется в виде разложения в степен
ной ряд. В этом случае закон изменения температуры 
в направлении нормали к поверхности можно записать 
в виде 0=0о+01у+е2у2 + ... ' где 0о, 01, 82 и т. д. -
некоторые функции, не зависящие от координаты у. Эти 
функции и предстоит определить в процессе расчета. 

При разностном расчете функции 0о, 01, 82, ... 
должны быть определены в каждом узле плоской мо
дели-сетки. Таким образом, для каждого узла должно 
быть записано не одно, как ранее, а несколько урав
нений. Эти уравнения нам и необходимо вывести. 

Если в процессе расчета определены функции 0о, 
01, 82, • • •  , то можно вычислить температуру в любой 
точке по толщине пластины и на ее поверхностях. 
И тогда задача теплового расчета будет решена. При 
расчете платы с радиоэлементами их можно располо
жить в соответствии с распределением температуры по 
поверхности платы. В местах, которые нагреваются 
больше, располагаются детали, не критичные к повы
шению температуры, а в менее нагретых местах мож
но -радиоэлементы, для которых повышение темпера
туры опасно. 

В практике конструирования радиоаппаратуры чаще 
всего встречается случай, когда разрабатываемая аппа
ратура предназначается для длительной работы в усло
виях стабильных внешних воздействий. Тепловой режим 
в аппарате можно считать установившимся и решать 
стационарную задачу. Но встречаются случаи, когда 
аппаратура рассч»т1>щается на кратковременное вкто· 
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ч�ние или nодвержена неttродо.11.житмьным tеnловым 
воздействиям. Тогда конструктора могут интересовать 
переходные тепловые процессы и приходится решать 
нестационарную задачу. 

Решение стационарной задачи всегда проще, чем не
стационарной. Стационарная задача расчета теплового 
режима в пластинах во многом напоминает приведенный 
в гл. 1 расчет плоского стационарного течения жидко
сти. Переход от расчетной схемы для нестационарной 
задачи к расчетной схеме для стационарной задачи не 
представляет труда, поэтому мы остановимся на реше
нии нестационарной задачи. 

Нам предстоит решить, какое количество членов 
в разложении температуры в степенной ряд следует со
хранить. Разумеется, чтобы расчеты были проще, нужно 
оставлять меньше число членов. С другой стороны, каж
дый член разложения несет в себе определенную инфор
мацию и, сокращая число членов, можно сильно иска
зить физическую картину явления и получить большие 
неконтролируемые погрешности расчета. Рассмотрим 
фч:зический смысл соста�вляющих температуры 00 , 81, 
02, • • • (рис. 2.18). Величина 80 - постоянная по тол
щине пластины составляющая температуры. Без нее 
обойтись нельзя, так как не по
лучим изменения средней темпе
ратуры по поверхности пла,стины; 
01 - изменение температуры по 
толщине пластины по линейному 
закону. Эта составляющая нам 
также необход,има, поскольку 
она определяет величину тепло
вых потоков в направлении по
верхности пластины. 

Последующие члены разложе
ния определяют отличие картины 
распределения температуры от 
линейного закона. Например, вто
рой член в разложении в степен
ной ряд является квадратической 
параболой. Этот член определяет 
тот случай, когда происходит 
быстрое нагревание или охлажде
ние пластины со стороны ее по
верхностей. Например, если пла- Рис. 2.18. 

у 

у 

у 
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стина одновременно нагревается или охлаждается с обе
их сторон, то температура внутри нее может быть 'Выше 
или ниже, чем на поверхностях. 

Таким образом, второй и последующие члены раз
ложения определяют распределение температуры внутри 
пластины при быстром ее нагревании или охлаждении 
ее поверхностей. Эти члены мы учитывать не будем, 
поскольку распределение температуры внутри пластины 
при тепловых расчетах радиоконструкций нас, как пра
ВИJIО, не интересует. Важно знать распределение темпе
ратуры по поверхности, где могут быть расположены 
радиоэлементы, чувствительные к изменению темпера
туры. 

Таким образом, мы ограничимся в разложении толь
ко двумя членами: 

(2.23) 
Уравнения для определения функций 0о и 0 1 нам 

и предстоит получить. 
Функции температуры 00 и 81 имеют различную 

размерность: К и К/м соответственно. В связи с этим 
в расчетах они могут принимать сильно отличающиеся 
друг от друга значения. Чтобы избежать большого раз
броса величин и тем самым уменьшить погрешности 
округления можно переписать уравнение (2.23) в виде 

е=е,+е. i. (2.24) 

где h- половина толщины пластины. 
Теперь функции 0 имеют смысл составляющих тем

пературы на поверхности пластины. Например, при 
y=h, 0=80 +6 1 ; при y=-h. ,0=80-81; 0u и 81 будут 
иметь размерность температуры. 

Разумеется, значения величин 80 и 0 1 нам неизвест
ны. В нашу задачу и входит вычисление их для различ
ных точек на поверхности пластины. Зная распределение 
температуры по поверхности, можно найти приближен
ные значения температуры и внутри пластины, исполь
зуя формулу (2.24}. 

2.11. От трехмерноiii сетки к двухмерноi:i 

Используя формулу (2.24), заменяем одну неизвест
ную величину 0 двумя неизвестными 80 и 0 1 , исключив 
тем самым из расчетных соотношений координату у.
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Исключить координату можно двумя способами. Первый 
является традиционным и представляет собой интеграль
ное преобразование. Он состоит в том, что в дифферен
циальных уравнениях в частных производных для трех
мерной нестационарной задачи производится подстанов
ка (2.24). Затем интегрируют полученное уравнение по 
толщине пластины в пределах от -h до +h и получают 
первое уравнение·для определения нулевой составляю
щей температуры 80 • Потом умножают каждый член
дифференциального уравнения на у и вновь интегрируют 
по толщине пластины. В результате получается второе 
уравнение для определения первой составляющей 8 1 • 
Полученные таким образом уравнения являются диффе
ренциальными и содержат частные производные по х 
и z и времени t. Для построения разностной схемы 
следует перейти к разностным уравнениям, применяя 
обычную замену частных производных конечными раз
ностями. 

Второй способ позволяет произвести это преобразо
вание уравнений непосредственно в разностной форме. 
Воспользуемся этим вторым способом. 

Начнем с того, что построим для пластины трехмер
ную модель-сетку (рис. 2.19) с одинаковыми шагами 

Рис. 2.19. 
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hx и hz. По толщине пластины возьмем всего пять узлов, 
чтобы математические выкладки не были слишком гро
моздкими. В дальнейшем распространим вывод на лю
бое число узлов по толщине пластины. Для произволь
ной цепочки узлов в направлении у запишем разностные 
уравнения Фурье (2.9), заменив в них потоки в направ
лении х и z через разности от температуры по коорди
натам в соответствии с формулами (2.10). При записи 
уравнений учтем, что индекс j теперь принимает "Аrюлне 
-Jпределенные значения: -2, -1, О, 1, 2. 

Уравнения будут иметь вид 

A(0sl+1, -1,k - 205
1,-1,k + 0si-1, -1, k) +1�2 - 1�+

+ A(0s -205 +0s )= 
i, -2, k+s i, -2, k i, -2, k-1 

= 0s+I -0s ,
l, -2, k l,-2,k 

А (08
. - 208 + e

s )'+ 1+ - Г +1+1,-1,k l,-1,k l-1.-1.k .,, -1 -1 

А (0\+1,1,k- 20\,1,k + 0\-1,1,k) + 11° - 1;- + 

+A(0 s -20s +es )= 0�+ 1 
- 0� ,l,1,k+1 l,1,k l,1,k-1 1,1,k 1,1,k 

A(0 si+1;1,k- 2es,,.,k+0sl-1,1,k) +1t- 1;- + 

+А(05 -20s +e s )= 0�+ 1 
- 0� .l,2,k+1 l,,1,k l,1,k-1 1,2,k 1,2,k 

(2.25 

В радиоконструкциях пластины, как правило, выпол
няются из одного материала, т. е. рассматриваемая об

ласть однородна. Шаги сет
ки в направлении х и z мы 
взяли одинаковыми, поэтому 

t�t:(11�8;±:W:;:jj�:;---
y коэффициенты Ах и Az так

же равны; обозначим их 

Рис. 2.20. 
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в пластине нет, поэтому 
величину у делыного тепло
выделения Q мы положили 
ра1вной ,нулю. 



В уравнениях (2.25) сохранились плотности тепло
вых потоков в направлении оси у. Для них мы оставили 
то же обозначение, что и в формулах (2.8), только опу
стили индекс у и вместо него поставили номер узла 
в направлении оси у. В дальнейшем нужно будет учесть, 
что плотности потоков относятся к интервалу между 
узлами, т. е. к той грани элемента, через которую они 
проходят. 

У элемента с узлом у= - 2h
y 

левая площадь грани 
выходит на поверхность пластины, поэтому плотность 
потока 1�

2 
определяется внешним тепловым потоком, па-

дающим на левую поверхность пластины (рис. 2.20). 
С другой стороны, плотность потока It проходит че
рез правую грань крайнего правого элемента у= 2h1, 

поэтому эта плотность также определяется внешним 
тепловым потоком, падающим на правую поверхность 
пластины. 

В формулах (2.25) получились различные обозначения 
одних и тех же внутренних тепловых потоков. Например, 
в первое уравнение (2.25) входит плотность потока С

2
• 

Это поток, проходящий через правую грань элемента -2h
u
· 

Во второе уравнение (2.25) входит плотность потока 
1 =

1 
• Это поток, проходящий через левую грань элемен

та - h
y
, Поскольку эта грань является общей для сосед-

них элементов - 2h
y 

и - h
y
, то 1�

2 
и 1=

1 
являются раз

ными об�значениями одной и той же плотности потока. 
Следовательно, можно записать 
1+ - 1- · 1+ - 1-,-2- - 1 ' _,-О• 

ll = 1;-; 1( = 1;-. (2.26) 

Теперь все величины темпера1'уры, :входящие в урав
нения (2.25), следует выразить через составляющие тем
пературы на поверхности пластины в соответствии 
с (2.24) и сложить все уравнения (2.25). Сложить их 
можно почленно. Например, сумма всех первых членов 
в первых скобках будет равна 
es +es +es +es . + 

i+1,-1,k l+1,-1,k 1+1,0,k i+1,-1,k 

+ 0s = 0s - 0• 
2hy 

+ 0s -
l+1,-1,k o,l+t,k 1,l+1,li h o,l+t,k 
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h 

- 0\,i+1,k Т + 0\,i+1,k + 0\,1+1,k +
h 2h 

+ 0\,{+1 ,k Т + 0s 

o,i+1,k + 06

1,{+t,/е-Т = 59
:r

o,{+1,/e• 

(2.27) 

При замене 0 ее составляющими индекс j исключался 
и вводился индекс (первый), соответствующий номеру 
составляющей в разложении (2.24). 

В полученной таким образом сумме все первые чле· 
ные разложения температуры в ряд сократились и оста
лись только нулевые члены. Аналогично можно произ
вести почленное сложение остальных значений темпе
ратуры, входящих в уравнения (2.25). При этом каждый 
раз первые члены разложения будут сокращаться и 
останутся только пять нулевых членов разложения. 
Множитель 5 можно исключить, разделив все члены 
в суммарном уравнении на этот множитель. 

Теперь посмотрим, как будут складываться плотно
сти потоков: 

1+ 1-
= 2 -- -2' 

(2.28) 

В соответствии с равенствами (2.26) все плотности 
внутренних потоков сократились и остались только 
плотности внешних потоков, падающих на поверхности 
пластины. Обозначим их через I+ и I-. 

В результате суммирования получается первое урав
нение для вычисления нулевой составляющей темпера
турь�: 

A(0\,1+1,k - 20\,i,k + 0\,i-1,k)-+ 1- + + J + + 

+А(0" -20s +0:r )=0s - 08 

• •  o,l,k+i o,l,k o,l,k-1 o,{,k 0,1,k 
(2.29) 

Если бы мы взяли по толщине пластины не пять, 
а другое число узлов, то коэффициенты перед плотно
стями потоков были бы другими. Таким образом, полу
ченные уравнения зависят от количества узлов, взятых 
по толщине пластины. Чтобы исключить эту зависи
мость, можно перейти от приведенных плотностей пото-
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k0в 1 к действительно� величине плотности / в соот
ветствии с равенствами (2.6), например: 
_1_ 1+ - _l_ -�- 1+ - _'t_ j+
5 - 5 Ch -zch . 

11 

Теперь можно переписать уравнения (2.29) в виде, не 
зависящем от числа узлов, взятых по толщине пластины: 

А(05.,н1• k-20\,1,k+e\,1-1,k)- 2J1z 1- + 2�h J
+ + 

+ А (0s . k - 20s . k + 0s . k 1) = 0
s+

ilk_ 0s 
I k" (2.30)

O,l, +1 O,t, O,l, - О, , 01 1 

Если бы мы взяли по толщине пластины бесконечное 
число узлов, то результат получился такой же и урав
нение (2.30) осталось бы без изменения. 

Для получения второго нужного нам уравнения 
прежде всего необходимо умножить каждое из урав
нений (2.25) на у. Поскольку у теперь принимает впол
не определенные значения для каждого уравнения, то 
первое из них нужно умножить на у=-2 h11 , второе 
на y=-,h

11 
и т. д. При этом третье уравнение обра

щается в тождество (0==0), так как и левая и правая 
его части умножаются на у=О. 

Далее нужно четыре оставшихся уравнения сложить 
почленно, предварительно представив значения темпе
ратуры в виде (2.24). Сумма первых членов в первых 
скобках будет равна 

(2.31) 

Теперь сокращаются все нулевые члены и остаются 
только первые составляющие температуры. Таким обра
зом, в первое уравнение не будут входить члены 0 1 , 
а во второе- члены Е>о, и эти уравнения можно будет 
решать раздельно, т. е. наша задача распадается на две 
самостоятельные задачи для определения Е>0 и 0 1 • 

Аналогично производится суммирование и остальных 
значений температуры. Каждый раз при сложении бу
дет появляться множитель 1 О h-1/f,. В дальнейшем нужно 
будет разделить на этот множитель все члены получен
ного суммарного уравнения. 
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Несколько труднее сложить п.iютност:и потокЫJ 

-2hyl_:2+ 2h11C2-h11I:1+ h11C1+ h11It - h111;-+ 2h11l: -

-2h11l;-= 2h11 (С2 + 1;) - h11 (1:2 + 1:1+11 + 1;-). (2.32) 
В первых скобках полученного уравнения (2.32) 

остались плотности внешних потоков, а во вторых -
внутренних. Последние нужно выразить через разности 
температур в соответствии с равенствами (2.10): 
-h11 (1:2 +1:_1 +11.+1;-).=-Agh11 (0\_ 1,,,- 0\-■ ,k+

+08 - 8 +0s -08 +08 -l,,,k 0 I -1,k l,1,k l,,,k l,1,k 

-081,1,k)=-A11h11 ( -
081,-1,k +0s, .•.• ). (2.33) 

Коэффициент А
11 

зависит от шага сетки h
11

• Этот шаг 
отличается от шагов в направлении х и z, поэтому и 
коэффициент А

11 
будет отличным от коэффициента А.

Таким образом, сумма плотностей внутренних пото
ков оказалась выраженной через разность температур 
в крайних узлах цепочки узлов в направлении у. Пред
ставив температуры в (2.33) в виде разложения (2.24), 
получим 

A11h11 (0
s,,.,k -0s,.-.,k) ==Auh,( 0s.,,,k - 0\,,,k 2z

11 

-
s s 2h11) 4h2

11 s 

- 0 o,,.k- 0 1,l,kT =-Аи-,;- 0 1,l,k• (2.34) 

и вновь нулевые составляющие температуры сократи
лись и остались только первые составляющие. 

Теперь можно записать второе разностное уравне
ние для определения первой составляющей температуры. 
После деления на указанный выше коэффициент 10 h2

11/h 
имеем 

А (0\i+r,k - 20\,,k + 8\1-i,11) + 1:11 ( 1:2 + li) -

-Аи l� 0\,,,,+A(0\,.•н-20s1,1,11+8\,,,k-1)=
= 0 s+I - 0 s (2.35) 1,l,lt 1,l,k' 

В полученном уравнении коэффициенты перед приве
денными плотностями внешних тепловых потоков 1_:::; 
и 1: и перед составляющей температуры 0\,,,k зависят 
от числа узлов, взятых нами по толщине пластины. По-
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емот_рим, каким образом измеnяются эти коэффициеи1'Ы 
11ри увеличении числа узлов. Начнем с первого коэффи
циента перед приведенными плотностями потоков. Пере
ходя к действительным плотностям на основании (2.8) 
получим 

2h 
1-

2/n; 
.r 

10,,, -2
= 

lOh•,c -2' 

Цифра 2 в числителе определяется номером крайнего 
узла в цепочке узлов. Цифра 10 получается при сум
мировании в формуле (2.31 ) : 10=2(22 + 1). Шаг в на
правлении у в этом случае в два с половиной раза 
меньше величины h. Таким образом, 
2h,,: Г 21: 2 -с ,:

1oh1"c -2 = 1oho,4
1c f:..2 = I:'6 hC С2 = 1, 25 hC f:..2• 

Если бы мы взяли по толщине пластины не пять узлов, 
а, скажем, семь, то соответствующее выражение име
ло бы вид 

2 (З1+ :.
h

� 1) Ch2, 
1:З = 28С :2862 h ,G = l ,31 с� 1=з .

При дальнейшем увеличении на два числа узлов,
взятых по толщине пластины, числовой коэффициент
последовательно принимает значения 1,35 ; 1 ,37; 1,39;
1 ,40 и т. д. В пределе при числе узлов, равном беско
нечности, этот коэффициент будет равен 3/2. 

Второй коэффициент перед составляющей темпера
туры 881,i,в на основании формулы (2.11) можно запи
сать в виде 

А 4 К-с 4 К-с 4 К,: 'ю
= 

h1

11
C 'w

= 

h1C • 0,42, 10 =2,5 h2 C · 

Числовой множитель получается в два раза большим,
чем для предыдущего коэффициента. 

Теперь можно записать урав ение (2.35 ) для случая 
бесконечного числа узлов, взяты по толщине пластины, 
т. е. при h,г�О: 

А (0• 20• + 0• ) _!_
2 

h,:
C 

(J- +J+)-1,1+1,k- 1,l,k 1,i-1,k 

-3 h� 0•1 .,.•+А(0\,.•н 20\1,,+0\,,,,_ 1)=
= 0s+I - 0• . (2.36) 

1,l,k 1,l,k 
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Мы получили два разностных уравнения (2.30) и 
(2.36) для вычисления составляющих температуры 80-

и е, на поверхности пластины. Эти уравнения позволя�qт 
рассчитать нестационарный процесс распределения 
температуры по поверхности, если заданы плотности 
тепловых потоков J+ и J-, проходящих через о(?е по
верхности. 

2.12. Расчет теплового экрана 

Чтобы познакомиться с порядком вычислений, решим 
задачу о распределении температуры в тепловом экра
не, который защищает блок а (рис. 2.21) от тепловых 
потоков, распространяющихся от блока Ь. Поскольку 
решать мы будем не на ЦВМ, а «на руках», то по воз
можности упростим нашу задачу. 

Во-первых, предположим, что температура по всей 
правой и левой поверхности пластины одинакова. При 
этом в уравнениях (2.35) и (2.36) выпадают все члены 
в круглых скобках, перед которыми стоит коэффи
циент А. Сама сетка также исчезает, остается только 
один узел. Температура 0ь блока Ь пусть изменяется во 
времени по линейному закону. 

Материал экрана алюминий: С 2,4 МДж/ (м3 •К), 
К=200 Дж/(м•К•с). Толщина экрана 3 мм. 

Таким образом, шаг по времени получился доста
точно малым. В результате расчета нам нужно в ко
нечном итоге получить повышение температуры защи
щаемого блока а. Для этого недостаточно только тех 

Рис. 2.21. 
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уравнений, которые мы получили. Нужно еще сформу
лировать и описать математически задачу теплообмена 
в самом блоке а и окружающем его пространстве. 

Задачу распространения теплоты в твердом теле мы 
рассмотрели, а относительно задачи конвекционного 
теплообмена мы указали, что ее следует решать на 
основе эмпирических коэффициентов, для получения ко
торых необходимо произвести соответствующие экспе
рим_енты. В нашем распоряжении таких эксперименталь
ных данных нет, поэтому задачу нагрева блока а и 
окружающего его пространства сформулируем условно. 
Будем считать, что блок а и некоторый объем воздуха 
вокруг него окружены теплоизоляцией и теплота может 
поступать в этот объем только со стороны экрана. Теп
лоемкость этого объема Са возьмем равной 50 Дж/К, 
а площадь экрана S, относящуюся к этому объему, рав
ной 0,005 м2

• Теперь можно написать уравнение тепло
вого баланса объема с блоком а. Считая температуру 
по всему этому объему постоянной и равной Е>а , полу
чаем 
J S-c = С (0s+I - 05), (2.37) 

а а а 
а 

где J а - плотность теплового потока через левую по
верхность экрана. 

Теперь мы располагаем тремя уравнениями [ (2.30), 
(2.36) и (2.37)] для определения пяти неизвестных 8а, 
80, 8 1 , la и lь. Нам необходимы еще два уравнения, 
чтобы система получилась замкнутой. В качестве таких 
уравнений возьмем выражения плотности тепловых по
токов через разности температур на поверхности пласти
ны и в прилегающем объеме а или Ь: la= 
=а(8о-01-8а), lь=а(8ь-80-81), где а-коэффи
циент теплоотдачи поверхности экрана. Предполагается,
что температура на правой поверхности (80 +81) ниже 
температуры блока Ь, а температура на левой поверх
ности (00-8 1) выше, чем 8а , 

Подставив значения потоков la и lь в уравнения 
(2.39), (2.36) и (2.37), найдем 
��(0s _ 0s _ 0s)= 0s+l _ 0'i; 
Са о 1 а а а 

-� (0s - 20s + 0s) = 0s+I - 0s 

2hC Ь о а о о' 
311-; (es _ 20s_0s)-З Ко; 0s=es+I _ es.
2hC ь 1 а h2 C 1 1 1 

(2.38) 
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Положим a=K/h. Шаг по времени 11 выберем нз усло
вия устойчивости. В нашем случае решение будет устой-

3 К:с чивым, если h2C ..;;; 1. В случае равенства коэффи-

циента единице шаг ,:=0,009 с, а остальные коэффи
циенты в уравнениях (2.38) примут значения 
a:cS О а,: О За,: 

Са 
= , 12, 

2hC = , 17 ; 2hC =0, 5 .

Решив уравнения (2.42) относительно температуры 
в момент времени s+ 1, получим 

О 12 (88 

- 08)+0 8808 =8s+1 
' о 1 ' а а , 

0,17 (88 

+ 05)+ О 6608 =0s+J 
Ь а ' о о ' 

О 5 (0s - 8s) - 0s = 9s+I . 

' Ь а 1 1 

Полученные уравнения можно решать последовательно 
по временным слоям. Результаты расчета представим 
в виде таблицы (табл. 2.1). 
Табл ч ца 2.1 

Номер шага по 

1 ва 
80 1 в, 1 вь времени 

о 20 20 о 20 
1 20 20 о 21 
2 20 20, 17 0,5 22 
3 19,96 20,79 0,5 23 
4 20 21,02 1,02 24 
5 20 21,35 0,98 25 
6 20,04 21,74 1,52 26 

В нулевой строке таблицы записаны начальные 
условия задачи при нулевом шаге по времени. Темпера
тура везде равна 20°С (293 К), поэтому величина 01 

равна нулю. В правом столбце записана температура 
блока а, изменяющаяся по линейному закону. Этот стол
бец можно заполнить заранее. 

Далее расчет выполняется последовательно по ша
гам, начиная с первого шага: 
0а=0,12,20 + 0,88-20=20; ео=О,17 -40 + 0,66,20=20; 
01=0,5 ,0-0=0. 

Таким образом, в первом шаге по времени внутри 
пластины и в блоке а ничего не изменилось. Они еще 
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не начали прогреваться. Во втором шаге 0а
= 0,12-20+ 

+0,88-20= 20; 0о=0,17-41 +0,66-20= 20,17; 0 1 =0,5Х
Х 1-0=0,5. Начал нагреваться экран. В дальнейшем
начнет нагреваться и блок а. Правда, в третьем по
времени шаге температура его даже несколько пони
зилась. В действительности этого в данной задаче быть
не может. Сказываются погрешности от представления
температуры по толщине пластины в виде двучлена
00+'e1y/h. Если бы мы учли еще третий член, например, 
в виде 02 (1,5 y2/h2-0,5), то погрешность была бы мень
ше и температура блока а не понижалась бы. 

Далее процесс вычислений строится по тому же са
мому алгоритму. 

2.13. Узел за углом 

Температура является величиной скалярной, т. е. не 
имеющей направления. Это облегчает построение моде
лей-сеток конструкций радиоэлектронной аппаратуры. 
Дело в том, что экраны наподобие рассмотренного выше 
встречаются в радиоаппаратуре не часто. Гораздо чаще 
роль экранов выполняют различные кожуха, шасси и 
подобные им детали. При расчетах тепловых процессов 
в таких деталях-коробках нет необходимости в выводе 
новых расчетных соотношений. Можно воспользоваться 
уже полученными для отдельной пластины. 

Рассмотрим такой пример. Предположим, что про
изводится расчет температуры в конструкции, в кото
рой имеется кожух (рис. 2.22). 

Постарается разместить узлы сетки по поверхности 
кожуха так, чтобы шаги во всех направлениях были 
одинаковыми. Граничные узлы лучше располагать на 

Рис:. 2.22. 

85 



Рис. 2.23. 

расстоянии в половину шага от линии сгибов. Разумеет
ся, это удается только в том случае, если все наружные 
размеры кожуха имеют подходящий общий множитель. 
Иначе придется несколько изменить размеры кожуха 
в модели по сравнению с действительными. 

После этого можно сделать развертку модели ко
жуха (рис. 2.23) и работать с этой разверткой, как 
с пластиной с вырезанными краями. Если при расчете 
температуры на месте очередного узла окажется пусто
та, значит, узел находится «за углом». 

Мы на простых примерах познакомились с расчета
ми тепловых процессов в различных блоках, кожу
хах, шасси и платах; рассмотрели нестационарные пере
ходные процессы нагревания и охлаждения этих деталей. 

Рассчитать всю конструкцию значительно сложнее, 
чем деталь, поэтому при постановке подобных задач 
на ЦВМ нужно использовать все возможности, предо
ставляемые реальной конструкцией для упрощения об
щей картины теплообмена. 

Часто конструктора интересует температура в от
дельных местах конструкции в стационарном, установив
шемся режиме. Для такого расчета можно использовать 
полученные выше разностные уравнения. Только в пра
вой части уравнений первая разность от температуры 
по времени будет равна нулю. В этом случае вычисли
тельный процесс уже не удается построить в виде ре
куррентного по времени процесса. Приходится решать 
систему из стольких алгебраических уравнений, сколько 
узлов будет иметь модель-сетка. Такую систему можно 
решить од;шм из итерационных методов. 
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МЕХАНИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

РАДИОКОНСТРУКЦИИ 

Прошли те времена, когда радиоприемник относился 
к предметам роскоши и обращались с ним с великой 
осторожностью. Сейчас радиоприемники (и передатчи
ки) устанавливают на самолетах, автомобилях, кораб
лях и ракетах, где им приходится испытывать значи
тельные механические ускорения и вибрации. Конечно, 
и приемники стали прочнее, чем двадцать лет тому на
зад, когда основными радиоэлементами были хрупкие 
радиолампы и конструкторы стараются защитить их от
механических воздействий с помощью амортизаторов, 
но тем не менее остается опасность возникновения раз
личных неполадок в работе радиоустройства под влия
нием вибраций и ударов (поломка деталей, отслаивание 
печатных проводников, появление микротрещин, нару
шающих циркуляцию электрических токов, и т. п.). 

Бывают и более сложные случаи отказов радиоап
паратуры, причиной которых являются механические 
перегрузки. Сильные вибрационные нагрузки могут вы
звать упругие деформации в элементах конструкции 
конденсаторов и катушек, определяющих, например, час
тоту настройки приемника. Емкость и индуктивность 
колебательных контуров будут меняться с частотой виб
рации, искажая сигнал. Изменения параметров элемен
тов могут быть настолько большими, что приемник пре
кратит работу. Напряжение помех возникает в проводах 
и катушках, совершающих колебательные движения 
в магнитных полях, которые создаются внутри аппарата 
или проникают в него извне. 

Полностью защитить аппаратуру от внешних меха
нических воздействий нельзя. Например, никакие амор
тизаторы и демпферы не могут уберечь радиоприемник 
от длительных линейных ускорений, скажем, при за
пуске и торможении летательных аппаратов, когда пере
мещения получаются значительно большими, чем ход 
амортизатора. 
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Конструкция, nодвешенная на амортизаторах, пред
ставляет собой резонансную систему. Резонансные час
тоты ее зависят от массы конструкции и жесткости 
амортизаторов. Если сама конструкция считается неде
формируемой, то рассчитать резонансные частоты си
стемы не представляет труда [6]. На таких резонансных 
частотах амплитуды колебаний будут большими, чем 
в конструкции без амортизаторов. Задача состоит в том, 
чтобы «вывести» конструкцию с помощью амортизато
ров из спектра частот вибраций. Когда этого сделать не 
удается, применяют нелинейные амортизаторы, у кото
рых жесткость зависит от перемещений. Но и такие 
амортизаторы далеко не всегда помогают уменьшить 
вибрации. 

Поскольку нет универсальных способов защиты от 
вибраций, конструктору приходится учитывать опасность 
того, что резонансная частота совпадает с частотой 
вибрации, действующей при эксплуатации. Чтобы из
бежать этого, прежде всего нужно уметь рассчитывать 
механические процессы в конструкциях и в основном 
процесс упругих деформаций. 

3.1. Задач,а расчета вибрации 

Механические воздействия передаются радиоаппара
туре от корпуса носителя через точки крепления. При 
расчетах механических процессов в конструкции движе
ние этих точек должно быть задано. Обычно движение 
задается в виде величины линейных ускорений и вели
чины амплитудных значений ускорений в заданном диа
пазоне частот. Эти данные являются граничными усло
виями задачи. 

Если бы конструкция аппаратуры представляла 
собой абсолютно жесткое тело, то все точки его совер
шали бы такое же движение, как и точки крепления и 
ничего не нужно было бы рассчитывать. Но все мате
риалы являются упругими, и это приводит к тому, что 
ра�личные точки конструкции совершают различное 
движение, подчас совершенно не похожее на движение 
точек крепления. Например, ускорения некоторых точек 
конструкции могут в десятки раз превышать ускорения 
в точках закрепления. В этом случае говорят об усиле
нии вибраций в конструкции и оценивают его с по
мощью соответствующего коэффициента. Если конструк-
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Рис. 3.1. 

тору известны коэффициенты усиления вибрации в раз
личных частях конструкции, то он может разместить 
менее виброустойчивые элементы в точках, где коэф
фициенты усиления незначительные. При расчетах ко
эффициентов усиления вырисовывается вся картина 
деформирования конструкции, и конструктор может 
целенаправленно ее изменять, чтобы уменьшить вибра
ции в некоторых частях. Попутно решается вопрос и 
о возникающих напряжениях. Это позволяет проверить 
прочность конструкции, сравнивая полученные значения 
с допустимыми. Зная одну категорию величин - пере
мещения, деформации, напряжения или ускорения, лег
ко определить все остальные, поскольку они связаны 
простыми математическими зависимостями. 

Большинство марок конструкционных материалов 
при определенных условиях представляют собой иде
ально упругие тела (тела Гука). Основным их свойст
вом является способность восстанавливать свою форму 
после снятия внешних сил. У идеальных упругих тел 
между напряжением и деформацией существует линейная 
связь а-Ее (см. рис. 1.4). 

Известно, что если резину растягивать, толщина ее 
уменьшается. То же происходит со всеми упругими 
телами. 

Простым опытом можно установить, что уменьше
ние толщины почти прямо пропорционально увеличению 
длины. Другими словами, отношение относительной по
перечной деформации к относительной продольной де
формации есть примерно постоянная величина, она 
называется коэффициентом Пуассона v. 
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Рис. 3.2. 

Чтобы различать направления действия сил ( «вдоль» 
или «поперек» тела), в буквенных обозначениях напря
жений а и относительных деформаций в применим двой
ные индексы. Первым будем указывать направление 
действия внешней силы F. Силу всегда будем приклады
вать так, чтобы она совпадала с направлением одной 
из координатных осей (х, у, z). Вторым индексом обо
значим направление нормали к площадке S, к которой 
приложено напряжение. Это направление также будем 
выбирать совпадающим с одной из координатных осей. 
Так, напряжение, действующее вдоль оси х на площад
ке с нормалью в направлении х, обозначаем как Gxx 

(рис. 3.1). Теперь напишем формулу для определения 
коэффициента Пуассона v, если растягивающие напря
жения действуют в направлении оси х:

(3.1) 

Относительное сжатие в направлении осей у и z 
одинаково. Поэтому одинаковы будут и коэффициенты 
Пуассона для обоих направлений. Он будет иметь знак 
«минус», поскольку деформации сжатия, стоящие в чис
лителях формулы (3.1), принято считать отрицатель
ными. Если модуль Юнга у различных материалов мо
жет изменяться в очень широких пределах, то коэффи
циент Пуассона меняется мало. 

Теоретически он может изменяться у разных мате
риалов в пределах О ... 0,5. У большинства материалов 
он равен 0,3 ... 0,4. И только резина имеет коэффициент 
Пуассона, близкий к 0,5, а это значит, что ее объем при 
деформациях почти не меняется. 

Мы рассмотрели деформации растяжения и сжатия, 
при которых форма бруска остается прямоугольной. 
Если внешние силы действуют не по одной ЛlfНИИ и
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образуют момент сил, то углы бруска не остаются пря
мыми. Такие деформации называют сдвигом, а вызы
вающие их напряжения- касательными напряжениями. 
Чем больше касательные напряжения, тем больше углы 
деформированного бруска будут отличаться от прямых 
углов и тем больше будут деформации сдвига. Поэтому 
величину деформации сдвига определяют суммой тан
генсов углов а1 и а2, показывающих, на сколько угол 
при вершине бруска отклонился от прямого угла 
(рис. 3.2). 

Ex11=811x=tg а1 +tg а2. (3.2)

Заменив тангенсы углов отношением сторон тре
угольников, можно определить величину деформаций 
сдвига через отношения перемещений к соответствую
щим размерам (рис. 3.2). 

Касательные напряжения направлены вдоль пло
щадки, для которой они вычисляются. Они, например, 
явJiяются причиной среза заклепок, соединяющих ме
таллические конструкции. Между касательными напря
жениями и деформациями сдвига существует прямая 
пропорциональная зависимость: Gx11 = Gвх11, где коэффи
циент пропорциональности G называют модулем сдвига. 

3.2. Закон парности и сложное напряженное 
состояние 
Для упрощения задачи предположим, что касатель

ные напряжения приложены только к двум граням ре
зинового куба. В результате создается крутящий мо
мент, поворачивающий куб, а также нормальные на
пряжения, не одинаковые в различных точках грани 
(рис. 3.3). Такое состояние называют сложным напря
женным состоянием; нам нужно простое напряженное 
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Рис. 3.3. Р,нс. 3.4. 
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состояние, когда существуют только касательные напря
жения. Для этого нужно приложить касательные 
напряжения еще к двум граням бруса. Крутящие мо
менты пар уравновесятся и брус разворачиваться не 
будет, так как действуют только касательные напря
жения. 

В случае бруска кубической формы касательные 
напряжения, действующие в направлении х и у, должны 
быть равны, потому что только в этом случае создавае
мые ими моменты будут уравновешиваться. Такое же 
положение будет, если брусок имеет форму прямоуголь
ного параллелепипеда (рис. 3.4). 

Чтобы моменты, создаваемые напряжениями ажу и 
а11х, уравновешивали друг друга, необходимо выполне
ние равенства 
ax11S11r 11=a11xSxr х, 
где Sx и S11 - площади граней, а rx и r11 - расстояния от 
центра до соответствующих граней. Но в недеформиро
ванном состоянии бруса r11

=Sx/2·h и >Гx =S11/2h, где h
высота бруса, поэтому ах11

=а
11х. Такое же соотношение 

будет и в деформированном состоянии. Равенство каса
тельных напряжений, действующих по двум взаимно 
перпендикулярным граням, называют законом парности 
касательных напряжений. 

Распространим наши выводы на общий случай слож
ного напряженного состояния, когда действуют все воз
можные напряжения. К каждой из шести граней бруса 
приложены три напряжения: одно нормальное и два 
касательных (рис. 3.5). 

Напряжения, действующие по передним граням бру
са, будем считать положительными, если их направле-• 
ния совпадают с направлением координатных осей. На-

Z c1z1 
у б/z __ .,_,,__ 

Х бху :
1
� �..;/1:j,(#"I 

Рис. Э.5. 
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пряжения, действующие no задним граням, условимся 
считать положительными, если они направлены в сторо
ну, обратную положительному направлению координат
ных осей. 

Напряжения, действующие по противоположным 
граням, но имеющие одинаковые индексы, дополнитель
но будем отмечать знаками «плюс» или «минус». 

Приняв, что процессы деформирования линейны, 
найдем общую деформацию, сложив отдельные дефор
мации (принцип суперпозиций). Деформация растяже
ния в направлении каждой координатной оси опреде
ляется прежде всего нормальными напряжениями в на
правлении этой оси <1хх, а1111 , Ozz , Кроме того, каждое 
нормальное напряжение вызывает деформацию сжатия 
в двух других направлениях, поэтому полная деформа
ция растяжения в каждом направлении будет зависеть 
от трех напряжений: 

1 V V 
6хх =

,:в-
0хх - Т 0uu- в 0zz•

( V V 
8uu = y 0uu - Е 0zz - Т 0хх• (3.3) 

1 V V 
6zz = y azz-7f"Oxx -у r:,UU"

Деформации сдвигов, происходящих в различных 
плоскостях, не влияют друг на друга и не зависят от 
деформаций растяжения или сжатия: 

•xu =axu/G; •uz = OuzfG, вzx =a2x/G. (3.4) 
Для расчетов процессов деформирования конструк

ций нам потребуется обратная зависимость напряжений 
от деформаций. Для деформаций сдвига и касательных 
напряжений она получается из уравнений (3.4): а:х:11=

= Ge:x:11, Oyz = Geyz, Ozx = Gezx, 
Для получения аналогичной зависимости для нор

мальных напряжений нужно решить систему (3.3) отно
сительно напряжений. После решения системы и выпол
нения алгебраических преобразований 

д= 

l V V l 

в - Т -у ехх д = ва (1 - v 1- v 1 
- v2 -

V 1 V 

-т Т -т 

V V 1 

у -у Т 

-

еуу • 

e
zz 

- v2 - v2) = J!a (1 - Зv2 -

1 

-
2v 1) =

F 
(1 + v) 2 

Х

Х (l-2v); 
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1 
у2 у 

Е -вхх Е2 +вw F = fвхх (J -v2) +

1 
+ eu (v2 +_ v) + s1111 (v2 + v)J F•

получим зависимость напряжений от деформаций в виде 

(3.5) 
0zz = (l +211-) 8zz +�вхх+ ls,,,, 

где ').., и µ - коэффициенты Ламе. 
Коэффициенты Ламе выражают через модуль упру

гости (модуль Юнга) и коэффициент Пуассона 

л=Еv/ (l+-O) (1-2-0), µ E/2(l+v). 
Коэффициент µ оказывается равным модулю сдви

га G, и для определения упругих свойств материала 
нам в любом случае нужно знать две характеристики: 
Е и V или /1, и µ. 

3.3. Трудности при построении модели 

Теперь мы можем приступить к построению расчет
ной модели конструкции. Для этого прежде всего раз
деляют конструкцию на элементы прямоугольной формы. 
Для каждого элемента записывают уравнения динами
ческого равновесия и решают эти уравнения на ЦВМ. 
План простой, но реализовать его трудно. Дело в том, 
что для получения необходимой точности расчета необ
ходимо разбить конструкцию на большое число эле
ментов. Если, допустим, предстоит рассчитать вибрации 
блока прямоугольной формы и нас удовлетворяет точ
ность в несколько процентов, то в каждом из трех на-
94 



правлений нужно разделить блок примерно на 1 О частей. 
Таким образом, получится 1000 элементов. Для каждого 
элемента надо записать три уравнения движения, т. е. 
решить систему из 3000 уравнений. Наиболее просто 
решить такую систему можно рассмотренным выше ме
тодом последовательных приближений или методом ите
рации. Каждое уравнение решают относительно одной 
неизвестной, при этом необходимо выполнить около 
100 элементарных операций. Следовательно, чтобы про
решать один раз все уравнения, необходимо выполнить 
300 ООО операций. 

При методе последовательных приближений для по
лучения трех верных знаков результата нужно выпол
нить около тысячи операций. Чтобы получить резуль
таты для всех элементов для одного шага по времени 
потребуется 300 ООО ООО (3 · 108 ) операций. И такая про
цедура должна производиться в каждом шаге по 
времени. Если процесс занимает 1000 шагов, то число 
элементарных операций на ЦВМ достигнет 3 · 1011 

• 

.Как легко заметить, расчет механических процессов 
в упругих телах требует огромного объема вычислений. 
Современные ЦВМ среднего класса выполняют в се
кунду 3-104 операций, следовательно, для нашего рас
чета потребуется 107 с или 116 сут. Решение такой за
дачи обойдется в 140 тыс. руб., если только машина не 
ошибется за это время и не придется решать задачу 
снова. 

Совершенно очевидно, что обычный путь в данном 
случае не пригоден. Нужно искать более экономичные 
пути построения расчетных соотношений и прежде всего 
избавиться от решения систем алгебраических уравне
ний. Избежать решения систем можно, если расчетные 
соотношения построить в виде явных схем, как при рас
четах тепловых процессов. 

3.4. Равновесие сил 

Любой элемент в упругом теле должен находиться 
в состоянии равновесия, т. е. алгебраическая сумма всех 
действующих на него сил должна быть равна нулю. 
Для тел, движущихся с ускорением, в соответствии 
с принципом Даламбера к внешним силам нужно до
бавить еще силы инерции. 

Внешними по отношению к каждому элементу яв
/lЯЮТСя силы упругости, действующие со стороны сосед-
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них элементов (рис. 3.5), поэтому нужно записать сумму

внешних сил и приравнять ее силам инерции. Каждая
внешняя сила равна произведению соответствующего

напряжения на площадку, по которой напряжение дей

ствует. Если элемент имеет размеры hx, h
11 

и hz, то сум
ма проекций всех сил на ось х запишется в виде 

huhz (а
+ -a-)+h.Ji2 (а

+ - а-)+·пхhи (а
+ -ax2)=rnax,

хх хх xg xg • xz 

где ах -ускорение элемента в направлении оси х; т -

масса элемента. 
Аналогично можно записать проекции сил на две

другие оси, но прежде каждое из полученных таким об

разом уравнений разделим на объем элемента

(hxh11hz): 
+ 

-
11хх-с,хх

hx 

+ -
+ c,xz-c,xz

hz 

+ - + - + -
c,vv-11vv + 11vz-c,u2 + c,vx-11vx 

\,1 hz hx 

+ - + - + -
c,zz -c,zz + c,zx -11zx + c,zg -c,zv 

h2 
hx hy (3.6) 

где p=m/ (hxh11hz) -плотность материала, из которого

сделана конструкция. 
Нетрудно заметить, что все три уравнения (3.6)

очень похожи. Каждое следующее уравнение можно по

лучить из предыдущего простой заменой индексов:

х на у, у на z, z на х. Такая аналогия говорит о том,

что упругие свойства материала во всех направлениях

одинаковы или, короче, что среда является изотропной.

Мы воспользуемся свойством изотропности, чтобы

вместо трех уравнений записать одно. Если в дальней

шем после приведенного уравнения будет напечатано

«и т. д.», значит, два других уравнения не приведены,

но их можно получить циклической перестановкой ин

дексов. 
В уравнениях (3.5) мы не учли сил тяжести. В не

которых областях, например, в строительной механике,

эти силы играют большую роль, так как на строитель

ные конструкции часто действует только сила собствен

ного веса. В случае расчета вибраций радиоаппаратуры,

когда ускорения в десятки и сотни раз превышают уско

рение свободного падения, основными силами являются

силы инерции, а вес сущестрснноrQ зщ1.чения не имеет.

96 



Если потребует,ся учет сил 
тяжести, то их можно ввести 
в уравнения равновесия сил. 

Проекции ускорения на 
координатные оои можно 
выразить через перемеще
ния какой-либо т очки эле
мента. В качестве такой точ
ки разумно взять центр тя
жести элемента или его гео
метрический центр. В этой 
точке мы и будем помещать 
узел сетки и определять 
функции перемещений. За- р 3 6 ис . . . 

метим, что точно такие же 
уравнения движения (3.6) получатся, если в узлах сетки 
сосредоточить всю массу элементов и соединить эти 
массы упругими связями, сила которых равна силам 
упругости (рис. 3.6). Таким образом, представление 
сплошного тела в виде отдельных элементов довольно 
больших размеров и запись для каждого элемента урав
нений типа (3.5) равносильны замене этого тела мо
делью, состоящей из отдельных масс, соединенных пру
жинами. К: сожалению, нарисовать такую картину не 
просто. 

Замену сплошной среды конечным числом сосредото
ченных масс называют дискретизацией среды. Разумеет
ся, дискретная среда движется не так, как сплошная, 
непрерывная. Различие будет тем существенней, чем 
больше размеры элементов и чем меньше длины волн и 
частоты колебаний. 

Если бесконечно уменьшать размеры элементов, то 
получится непрерывная среда, для которой и решается 
задача. Уравнения (3.5) превратятся в дифференциаль
ные уравнения в частных производных 

да даху дахz 
/;: + ду 

+Тz =Рах и т. д.

Решение таких уравнений, если только его удастся 
получить, будет точным. Наше же решение будет при
ближенным вследствие погрешности дискретизации. 

Вернемся к выражению проекций ускорения на ко
ординатные оси. Ускорение представляет собой прира
щение скорости. Поэтому вначале определим выражение 
скоростей через перемещен11я. Возьмем три момента 
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времени t+-r, t и t-т, разделенные равными промежут
ками т. Обозначим перемещения узла модели в направ
лении х в эти моменты времени через и (t+11), и и 
и (t--r). Приращения перемещений в секунду и соответ
ствует скорости на интервалах (t+-r.) ... t и t ... (t--r): 
и· (t + т./2) = 

[и (t + т.) - и]/т.,

и (t - т./2) = [и - и (t- 1:)]/1:.
Приращение скорости в секунду на интервале 

(t +т/2) ... (t--r./2) будет определять проекцию ускоре
ния на соответствующую ось: 
ax= [u(t +т)-2и+и(t-т)] /т2

. (3.7) 
Введенная выше система обозначений в разностных 

формулах, согласно которой величины, относящиеся 
к различным узлам сетки и различным моментам вре
мени, имеют индексы, соответствующие номерам узлов 
и моментов времени, является удобной при программи
ровании задачи для решения на ЦВМ. В программе 
организуются счетчики номеров узлов по координатам 
и времени, имеющие те же обозначения, что и индексы 
у величин в формулах, и не представляет труда чисто 
формально перейти от разностных формул к формулам 
в программе, записанной на одном из алгоритмических 
языков или в машинном коде. Однако в теории упруго
сти используется своя система обозначения величин. 
Величины напряжений и деформаций снабжаются бук
венными индексами, указывающими направление дейст
вия напряжений и направления нормалей к площадкам, 
к которым приложены напряжения [13]. Если к этим 
индексам добавить еще номера узлов сетки, то обозна
чение получится слишком сложным. Поэтому в дальней
шем мы примем другую систему обозначений. Индексы, 
принятые в теории упругости, сохраним, а индексы, 
соответствующие номерам узлов сетки, заменим обозна
чениями координат и времени в скобках, как это де
лается при обозначении аргументов функций в матема
тике. Например, нормальные напряжения, действующие 
в направлении х и измеренные в узле сетки с координа
тами х, y+h, z в момент времени t+-r будут иметь обо
значение 
<1хх(Х, y+h, Z, t+т). 

При этом аргументы х, у, z и t будут принимать 
дискретныt> значения, соответствующие координатам 
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узлов сетки. Такая система не менее удобна, чем при
мененная выше. Например, при программировании за
дачи на алгоритмическом языке ФОРТРАН разностные 
формулы будут переписываться без существенных изме
нений. 

Далее, для упрощения обозначений и сокращения 
занимаемuго формулами места среди аргументов в скоб
ках будем сохранять только те, которые отличны от 
координат центрального узла (х, у, z и t), т. е. будем 
записывать Oxx(Y+ih, t+-r). В этих новых обозначениях 
и записана разностная формула для ускорения (3.7). 

Перемещения и можно измерять относительно любой 
неподвижной точки, поскольку начало отсчета при вы
числении разностей роли не играет, но его удобней вести 
от точки, где находился узел в положении равновесия 
тела. Однако если тело вдруг начинает двигаться в про
странстве как единое целое, продолжая при этом дефор
мироваться, то перемещения относительно первоначаль
ного положения могут быть велики, а разности пере
мещений соседних узлов- незначительны. Чтобы при 
этом получить достаточную точность расчета, нужно 
вычислять перемещения с большим количеством знаков. 
В этом случае систему координат удобнее сделать по
движной, движущейся вместе с телом, например с цент
ром массы его. Если тело при этом не испытывает ли
нейных или угловых ускорений, то в расчете ничего не 
изменится. Если же появляются ускорения, то их можно 
учесть в виде дополнительных сил в уравнениях (3.6). 

3.5. Уравнения движения в перемещениях 
Уравнения (3.6) связывают между собой силы и уско

рения и являются уравнениями движения элемента. 
Если бы силы не зависели от перемещений, то проекции 
ускорений были бы постоянными величинами и элемент 
двигался равноускоренно. Но при движении элемента 
внутри упругого тела все происходит гораздо сложнее. 
Как только возникают напряжения, появляются ускоре
ния и элементы начинают двигаться. Движение элемен
тов друг относительно друга изменяет величину дефор
маций и, следовательно, напряжений. Изменение напря
жений приводит к изменению ускорений, т. е. скоростей 
и перемещений. Круг замкнулся. Движение упругого 
тела и происходит вследствие взаимосвязи перемеще
ний и ускорений. Чтобы разобраться в этой взаимосвязи, 
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Рмс. 3.7. 

нужно в уравнениях (3.6) выразить напряжения через 
перемещения. 

Мы уже знаем, как выражать перемещения через 
деформации (см. формулы (3.4) и (3.5)), следовательно, 
осталось определить деформации через перемещения. 
Нужно только условиться, в какой точке элемента брать 
эти перемещения. Ведь сам элемент деформируется и 
различные его точки движутся по-разному. 

Вопрос, казалось бы, простой. Конечно, нужно брать 
перемещения в центре элемента. Но оказывается, у эле
мента по крайней мере два центра - центр массы и 
геометрический центр. Если элемент однороден, т. е. 
сделан из одного материала, то его геометрический 
центр и центр массы совпадают, а если элемент неодно
роден (рис. 3.7), то не совпадают. 

С физической точки зрения: перемещения нужно вы
числять в центре массы, где сосредоточиваются инерци-

онные силы. Но, к •сожа
лению, это затрудняет 1вы
числения. Оказывается, 
,-rто в неоднородных кон
струкциях, каких 1В радио
аппаратуре много, центры 
масс располагают,ся не на 
одинаковом расстоянии 
друг от друга (рис. 3.8). 
Придется вычислять все 

Рис. 3.8. эти расстояния, множить 
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Рис. 3.9. 

напряжения на направляющие косинусы и делать мно
го других расчетов. 

А что будет, если вычислять перемещения в геомет
рическом центре элемента, а не в центре массы? Оче
видно, в расчете появятся погрешности, которые будут 
исчезать в однородных телах. Погрешности сократятся 
также при уменьшении размеров элементов. Нам при
дется примириться с этими погрешностями, но при рас
четах неоднородных тел для получения той же точности 
расчета нужно брать размеры элементов меньшими, чем 
при расчетах однородных тел. Деформация растяжения 
есть относительное удлинение, т. е. отношение прира
щения длины к самой длине. Если, например, требуется 
определить деформации удлинения в направлении оси· х 
между узлами (x+ih) и х (рис. 3.9), то сделать это 
очень просто. Предположим, что узел (x+h) пере
местился в направлении х на расстояние и(х+h), 
а узел х- на расстояние и. Тогда удлинение этого 
участка тела составит л,t=и(х+h)-и. Взяв отношение 
этого приращения длины к первоначальной длине l = hx, 
получим величину деформации удлинения 

8+ _и (х +h)-u
хх- hx 

(3.8) 

Теперь нужно отнести полученное удлинение к какой
либо точке участка между узлами х и (x+hx). Если бы 
мы растягивали резиновую полосу и других деформаций, 
кроме Вхх, не бьто, то на всем рассматриваемом участке 
относительное удлинение было бы одинаковым. Если же 
процесс деформирования происходит быстро или, кроме 
растяжения в направлении х, имеются еще другие де
формации, то деформации вхх · в разных точках нашего 
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Рис. 3.10. 

участка будут неодинаковыми и в какой именно точке 
деформации будут в точности равны вычисленному зна
чению Ехх, заранее сказать нельзя. 

Заранее можно утверждать, Ч'l'D при деформи,ро,вании 
упругого тела деформации будут непрерывно изменять
ся от точки к точке, т. е. дефор,мации Ехх будут некото
рой плавной функцией координат, не имеющей изломов 
и ступенек, и ,между узлами найдется по крайней мере 
одна точ,ка, где деформация будет ·равна вычисленной. 
В одних ,случаях эта точ,ка будет смещена от центра 
участка влево, в других - вправо. Ошибка будет наимень
тuей, если считать, что вычисленное по формуле (3.8) 
значение деформации равно деформации в 1цен11ре у'Ча
с1·ка. 

Если блок разбит на элементы с узлами в центре 
каждого из них (рис. 3.10), то легко заметить, что точки, 
в которых вычисляются деформации растяжения s + , s-, 

хх хх 

s + , s-, в + и е- по формулам, аналогичным (3.8), совпа-
УУ УУ zz zz 

дают с центрами граней , где приложены напряжения. 
В формулы нормальных напряжений (3.5) -вх,о,дят три 

вида деформаций растяжения в трех ,взаимно �перпенди
кулярных направлениях. Уравнения 1(3.8) подходят толь
ко для одного вида деформации - растяжения 1В направ
лении действия напряжения. Для двух других дефор
маций растяжения нужны другие формулы. 

Например, в формуле для напряжений а+ деформации 
хх 

Ехх можно вычислять по формуле (3.8), так как эти де
формации определены для центра грани (х+hж/2). Если 
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(у+!т) ��,а., !/сло8ньнJ 
узел 

(x+i' у+!т} 
4=======:iii:i=i�:i-;=.-rx+n, !J+hJ

Рис. 3.11. 

же в формулу (3.5) вместо Еуу подставить значение 
[v(y+h)--v]/h

y или [v-v(y-h)]/h11 , то вычисление 
будет неточно, так ка·к эти деформации ра.ссчитаны для 
цен-гров других граней. 

Как же вычислить деформации растяжения в на
правлении у и х в центре грани (x+.hx/2)? Для этого 
пужно использовать перемещения других узлов (рис. 3.11). 

В направлении у на уровне центра передней грани 
(x+1hx/2) нет узлов, поэтому наметим два условных 
узла (x+h/2, y+h) и (x+h/2, y--.h). Перемещения 
в сторону у в этих узлах находим .ка-к средние арифме
тические между перемещениями двух соседних узлов: 

v(x+h/2, Y+h)=[v(x+h, y+h)+v(y+h)]f2, 

v(x+h/2, y-h)=[v(x+h, у- h) +v(y-h)]/2. 
Тепе:рь с :помощью этих узлов ,можно вычислить удли
нение в напра1влении у для центра передней грани: 

a+x=[v(x+h, y+h)+v(y+h)-v(x+h, y-h)-
YY 

- v (у - h)]/4hg
• (З.9) 

На.м потребуются выражения для деформаций растя
жения в трех напра,влениях для центров всех шести гра
ней элемента. Чтобы ,различать эти деформации, уже 
нед:остаточно отмечать их индексом « + » или «-», ука
зывающим на смещение относительно центра элемен-га 
13перед или назад. Нужно еще у.казать, п ка.ком направ-
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J--д 
х 

Рис. 3.12, 

а+х =1 {11(,x+h)-11];-.JL е-х=.1_ [11-11(,x-h)}· 
ХХ hx , /f" ХХ hx 1 

�7Y=-/i,i/[v(x+/J1 y+h)+v(y+hJ-v(x+h, y-h )-v(y-//JJ; 

е;; =-p,/w(x+/J, z+/J)+w(z+/JJ-w(x+h, z-h)-w(z-/JJ); 

rc �=-h,i/[v(y+h}+v(x-!J, y•/J)-v (y-h)-v(x-!J, у-/1)}; 

a;i=ft, [w(z+h}+w(x-h, и/1)- w(z-!1}-w(r-!11 z-!JJ]; 
l 

e;J=i;[v(y+h)-v.i;+ e;f=fJv- v(y-h!); 

e;,;f =ft,/ w(y+h, z+h}+w(z•h )-1v(lf•h, z-/1 )-w(z-h)]; 

<f =ft,/иfy+h, x+/JJ + 11 (x+hJ--11 (f!+lI, 1-!1 J-11(r-/JJJ; 

e;,;f =,h, [ w(z+hJ+w(y-h1 z+h)-wrz-!1)-11/( у-!11 z-h}]; 
l 

e;,;f =-/;,/и(х•h}+и (x+h
1 

y-/JJ-u(x-h J-u(x-h1 y-h}j; 

e;i =i, [wa+h}-wJ;-f- Ezff =i,[w-w(z-/1)}; 

е;} =fп/и(z•h, ,щ'IJ+u(x+/1)-11 (z,/11 x-/J }-и (х-/1 )}; 

е ;;=-17,i/[v(z+h, y+I!)+ v(1,1+h)-v(z+h1 y-h)-v(.il-/J)J; 

е;; =li, [u(x+h)+ u(z-h, x+/J J-u (х-17 }-11(z-h, х-/1)]; 
х 

Рис. 3.13. 
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ле1ши берется это смещение 1(1рис. Э. 12). Выражения ДЛ$1 
остальных деформаций растяжения ,м,ожно записать 1по 
аналогии с выражениями (3.8) и (3.9) (рис. 3.13). 

Ранее указывалось, что дефор,мации •сдвига опреде
ляются суммой тангенсов углов ,пов,орота сечений, рас
положенных до дефqрмации под прямым углом 
(,рис. 3.14). 

Теперь на,м �предстоит выразить дефор,мации одвига 
через перемещения узл,ов модели-,сетки. При этом нужно 
учитывать положение центра грани, для которой вычис
ляются деформации. К-роме roro, нужно получить выра
жения, похожие на общепринятые 1в теории упругости. 
В противном случае мы не сможем проверить правиль
ность наших выводов. 

Вычислим деформа,ции ,сдвига, по ·которым определя
ются касательные на1Пряжения Gyx в центре передней 
грани элемента (рис. 3..t·5). 

Пер·вую часть деформаций сдвига (tga 1) находят,ка1к 
разность перемещений узлов х и (x+h) в направле
нии у, отнесенную •к расстоянию ,между этими узла,ми: 
[v(x+h)-v] /h. 

Вторая часть деформа:ций (tg,a2) вычисляется не
сколько ,сложнее. По линии, проходящей через цен11р 
передней грани 1В направлении у, нет узлов. Поэтому 
введем условные узлы (x+h/2, y+h) и ,(x+h/2, y-h) 
(рис. 3.16). Перемещения этих узлов вычислим как сред
ние арифметичеакие ·между перемещениями соседних 
узлов: 
и(х +h/2, y+h) =-[и(х+h, у+h)+и (y+h)]/2; 
и(х+h/2, y-h)=[u(x+h, y-h)+�u(y-h)]/2. 

До ilеrрормоццц 

Рис. 3.14. Рис. 3.15. 

V 
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Рис. 3.16. 

Определив разность между этими вели'Чинами и iВЗЯВ 
ее отношение к расстоянию между условными узлами 
2hy, получим вт,о,рую часть деформаций сдвига 

[u(x+h, y+h) +u(y+h)-u(x+h, y-h)-u(y-h)] /4hy. 

Сложив обе части, находим нужное нам выражение 
длй. деформаций сдвига 

s+ =[v(x+h)-v]fhx+[u(x+h, u+h)+и(y+h)-
ux 

-u[(x+h, y-h)-u(y-h)]/4h
11

• (3.10) 
Аналогично получают выражения для остальных дефор
маций сдвига (рис. 3.17). Если поJ].ста,вим полученные 

¾и,& eJ, "k[v(x+lz)-v] + /;,;9[11(x+lz,y+h}+11(y+l,J-11(x+l,1 y-lzJ-u(y-h[J; 

-)f-urffff е;х =f,,rv-vrx-h] + l11/иfy+h/+11(x-lz, y+l,J-11(y-/JJ-u(x-h,11-hJJ; 

-Jf-u 't- Е;, =f;,[ w(x+lzJ-w] + �[u(x+h, z+h}+11(z+h}-11(x+h, z-h} 11(z-hJl; 

-Jf и-$ е ,х =t,[w-w(x-h!l + f;;;fu(z+/JJ+u (x-lz, z+h}-u(z-h J-11(x-lz, z-h}]j 

-fou,fl ef!l =i;[w(fl'h}-wj + p;/v(y+h1 z+l,J+ v(z+h)-v(y+h, z-lz)-v(z-h)J; 

*иG,- e,
!l

=f&[w-w(y-/J)}+ f,;,[v(z+h)+v(y-h, z+h}-v(z -l,J-v(y-/1, z-h)]; 

-Jfou-U e;
!I 

=fv[11(fl'h)-u] + ./;ь/v(y,!J, x+h}+v(x+h/+ v(y+/,, x-h}-v(x-hll; 

с#-!{Дf e;!I =f&[u-u(y-h)] + -/п;/v(x+h)+ v(y--lz, x+h}-v(x-h)-v(!J-n,x-h)];

-lf и i Efz = 1,;,[11(z+h)-t1}1 + цfw(z+h1 x+lz)+w(x+h}-w(z+lz, x-h}-W(x-hlf; 
¾и#, е;1 =tru-u(z-1,J} + t,;J w(x+h )+w(z-/11 x+h)-w(x-h}-w(z""4x-ll)]j 

¾ и;р e;z =i[v(Yh)-vj + -fт,/w(z+/J,y+t,J+w(y+h)-w(z+h, y-h)-w(!l-h)]; 
�ихЬ e;1 =f/v-v(z-h)j + -h,/w(y•h)+w(z-h,y•h}-w(y-h)-w(z-h,y-h)j 

Рис. 3.17. 
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ВЬl'f)ажения деформаций 'В уравнения (3.4) и (3.5), то 
найдем напряжения через перемещения узлов модели
се'flки: 

о+ =л+
h

2
µ. (и (х+h)-и]+ 4h

л (v(x+h, u+h)+v(y+h)-
a 

х У 

л 
-v(x+ h, у-h)-v(y-- h)] +4h-[w(x+h, z+h)+

z 

+w(z+h)-w(x+h, z- h)-w(z-h)],
о-=л+h 

2
/J- [и -u(x-h)] + 4лh 

[v(y+h)+
хх х у 

+ v(x-h, Y+h)-v(y-h)-v(x-h, y-h) ]+
+ � [w(z+h) +w(x-h, z+h) - w (z-h) -

z 

- w (х - h, z - h)], (3.11) 

о
+ =,hµ. [v(x+h)-v]+ 4µ.h [u(x+h. и+h)+
р х у 

+и(у+ h)-и (x+h, y-h) - и (y-h)],
о-= h/J- [v-v(x-h)]+ 4/J-h [u(y+h)+и(x-h, y+h)-

yx х У 

-u(y-h)-u(x-h, y-h)],
о:Х={ [w(x+h)-w]+ 4t [и(х+h, y+h)+ 

+и(z+h)-u(x+h, z-h)-u(z-h)],
o-=L [w-w(x-h)] +-i:- [u(z+ 

zx hx 4hz 

+h)+и(x-h, z + h)-u(z-h)
-u(x-h, z-h)] и т. д.

Оставшиеся двенадцать выражений для напряжений 
можно получить из у.равнений (3.11), если в них �произ
вести циклическую перестановку x+-y+-z+-x. Только
теперь одновременно •С этой п�рестановкой нужно произ
водить перестанов,ку и+-v-w+-и. 

Подставим полученные значения напряжений ·(3.11) 
в уравнения равновесия (3.6) и приведем подобные 
члены: 

\;;
2µ. [и(х+h)-2и+и(х-h)J+ 

х 

+\t: [v(x+h, y+h)-v(x+h, 
у z 
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y-h)-v(x-h, u+h)+v(x-h, y-h)]+

+ л+1-1-4hzhx [w(x+h, z+h)-w(x+h, z-h)-

-w(x-h, z+h)+w(x--h, z-h)]+

+Х', [и(у+h)-2и+и(у-h)]+
ч 

+; [u(z+h)-2и+и(z-h)]= 
z 

= �2 [u(t+-i:)-2и+и(t--i:)J и т. д. (3.12) 

Если в ура,внении (3.12) произвести указанную цик
Jшческую замену обозначений координат и -перемещений, 
то получим два оставшихся уравнения движения. Эти 
уравнения содержат ТО111:ько три неизвестные функции и.

v и w и на·зываются уравнениями движения в перемеще
ниях. Устремив в )'\равнениях движения шаги по коорди
натам и :времени 1к нулю, получим уравнения движения 
в �пере.мещениях в дифференциальной форме 

(3.13) 

Уравнения в частных производных (3.13) являются 
основными уравнениями rгеории упругости и называются 
уравнениями Ламе. Можно было ,бы чисто формально 
перейти от уравнений Ламе (3.13) к уравнениям в ко
нечных разностях (3.12), заменив частные производные 
разностными аналогами. Такой путь был бы короче, но, 
во-первых, мы договорились, что не ,будем �прибегать 
к уравнениям ,в диффе�ренциальной форме 1ка,к исходным, 
а во-вторых, при нашем подходе ,мы проследили все тон
кости получения этих уравнений ,и нам ясна физическая 
картина дефор,мирования элементов модели. Нам, на
пример, очень просто будет задавать в расчете любые 
внешние 1Воздей,ст1вия на модель�сетку, о чем будет ска
зано ниже, а •пока представим уравнения (3.12) в фор
ме, удобной для решения на ЦВМ. 
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3.6. Явная схема 

Уравнения движения (3.'12) замечательны тем, что 
в каждом из них имее1'СЯ толь�ко один член, определяю
щий один компонент перемещения на верхнем временном 
слое: u(t+t), v(t+-r) и w(t+-r) \(1р,ис. 3.18). Благодаря 
этому вычисления можно вести в следующем порядке. 

Прежде всего, должно быть задано на�чальное со
стояние тела, т. е. начальные перемещения и скорости 
в,сех узлов �модели-се11ки. Это равносильно заданию пе
ремещений cr3 два начальные момента времени (t-'t') 
и i. Тогда для �каждого узла ,1\юдели ,сетки ,мы можем 
вычислить левые ча,с-ги в уравнениях (3.12). Там нахо
дятся толмю известные величины. Затем, используя пе
ремещения на нижнем временном ,слое, можно вычислить
для всех узлов перемещения на верхнем временном 
слое, ·применяя правую часть уравнений (3.12). Теперь

ВЕРхь�R 
BPEMEНHIXI 

CJIOR 

c�111t� 
ВffMEltlIOи 

CJIOЙ

Рис. 3.18. 

U(t+-r), 

v(t.+r}, 

w(t +-r), 

U,U(X+hJ,U(X-h},u(y+hJll{f/-ll), 
ll(X+h,g+h), ll(X+h,y-h), ll(X-h, g+h}, 
ll(X+h,Z+ll), u(x+h,z-h), ll{X-h,Z+h}, 
v, v(y+h}, v(y-h), v(x+h), v(x-h), 
V(X+h, y+h), V(X+h, у-!,), 
w, W(Y+h), w(x-h) IJ m.il. 

U(t-r), 

v( t-r:J, 
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будут определены перемещения всех узлов на верхнем
временном слое. 

Можно продвинуться на один шаг по времени, т. е. 
сменить один кад,р ( см. рис. 3.18). Теперь нам вновь бу
дут известны перемещения всех узлов ,модели на двух 
предыдущих -слоях по времени и м,ожно раесчитать пере
мещения на следующем временном ,слое. Так, двигаясь 
по временным сл,оям, находят перемещения всех узлов 
на интересующем ОТlрезке времени. При это.м на каждом 
временном слое надо решать не ,систему у�равнений. 
а каждое уравнение в отдельности относительно одной 
неизвестной. 

Чтобы легче было считать, заранее решим уравнения 
(3.12) относительно неизвестных перемещений в верх
нем временн6-м слое. Попутно с этим преобразованием 
ВЫJполним еще два. Во-первых, выделим члены, относя
щиеся ·к отдельным напряжениям, ка1к сделано в ура'В
нении (3.6), а во-вторых, перейдем r< щругим обозна-че
НИЯМ, при.меняемым при программировании задач на 
алгоритмическом языке ФОРТРАН. Этот язык является 
весьма удобным при программировании наших задач, 
поэтому для иллюстрации приведем формулы на этом 
языке. 

По·ка запомним П1ростые правила: на ФОРТРАНЕ 
каждую величину можно обозначать одной или несколь
кими ·бу.квами или цифрами, причем можно иопользовать 
толь·ко ·большие (прописные) буквы латинского алфави
та, ,скобки употребляют только круглые. Зна1к умноже
ния, ·который мы часто пропускаем или заменяем точ
кой, на ФОРТРАНЕ обозначается звездочкой. Звездочка 
служит и для другой цели. Если формула не уместилась 
в одну строку, то можнl) ,сделать перенос на любом ма
тематическом зна,ке, но в ч:ачале ,следующей 1стрО1Ки этот 
знак не повторяется, а ·ставится звездочка. Для этой 
звездочки отводится в начале строки специальное место. 
Символы х, у и z в обозначениях на языке ФОРТРАН 
будут ,выполнять ту же р-оль, что и в предыдущих фор
мулах, т. е. определять расположение узла, для ко
торого вычисляются перемещения. По этим значениям 
машина будет находить номер узла и ,ооответственно 
выбирать из 'Памяти числа, относящиеся к этому узлу. 
Поэтому х, у и z �примут только целые значения, кото
рые изменятся при переходе к следующему узлу па еди
ницу. Вместо того чтобы прибавлять ,к соответствующей 
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tюординате шаг, будем прибавлять к номеру х, у или z 
единицу, т. е. вместо (x+h) писать (Х+ 1). 

Поскольку в каждом ·временном ,слое мы оперируем 
с величина-ми, относящимися к трем временным -слоям, 
нет необJюдимости хранить в ·памяти ЦВМ все данные, 
которые получаются в результате расчета. Это ,потребо
вало бы очень большого объема памяти. Можно хранить 
в памяти данные толЬ1Ко трех слоев и после вычислений 
в очередном временном сло·е записывать новые значе
ния на месrо прежних, а нужные нам данные выводить 
на печать. Поэ11ому не будем в новых обозначениях пи
сать (t+-r) или (.i-'t). Величины, относящиеся к разным 
в1ременным ,слоям, обознач-им цифрами 1, 2 и 3, напри
мер, вместо u(.t-'t), и и u(1t,+-r) запишем Ul, 02 и U3 
соответственно. 

В новых обозначениях формулы (3.6) будут ·выгля
деть так: 

U3=QXX1-QXX2+QXY1-QXY2+QXZI
-QXZ2+2*U2- Ul, 

VЗ=QYYl-QYY2+QYZ1-QYZ2+QYX1-QYX2+ 
+2*V2-Vl, (3.14) 

W3=QZZ1-QZZ2+QZX1 -QZX2+QZY1 -
-QZY2+ 2*W2- Wl. 

Сравнивая уравнения (3.14) с (3.6), можно заметить, 
что 1каждая величина, начинающаяся б)'lювой Q, соответ
ствует определенному на1пряжению. Это и есть напряже
ние, только умноженное на постоянный множитель, на
пример: 

QXXl =а+т.2/р или QХУ2=а-т.2/р. 
хх ху 

Эти напряжения теперь будут иметь размерность пе
ремещений и измеряться не в паскалях ('согласно СИ), 
а в метрах. 

Новые напряжения вычисляют по формулам 

QXXI =AX*(U2(X+ 1)-- U2)+BXY*(V2(X-f-l, 

У+ 1) + V2 (У+ 1)- V2 (Х + l, У - l)
-V2 (У - l)) +BXZ*(W2 (Х + 1, Z + 1) + 

+ W2 (Z+ l)-W2(X+ 1, Z- 1) -- W'2(Z - 1)), 
QXX2 =AX*(U2 - U2 (Х -l)) + BXY*(V2 (У+ 1)+ 

+V2(X-l, Y+l)-V2(Y- l)-(V2(X-l,
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V - 1)) + BXZ * (W2 (Z + 1) + W2 (Х - 1, Z + 1) � 
- W2 (Z- 1)- W2 (Х- 1, Z - 1)),

QXYl =СУ * (U2 (У+ 1) - U2) + DXY * (У2 (Х + 
+1, Y+I)+V2(X+l)- V2(X-l, Y+l)
- V2(X- 1)), 

QXY2=CY*(U2-U2(Y-l))+DXY*(Y(X+ 1)+ 
+V2(X+ 1, Y- l)-V2(X- l)-V2(X- 1, У-1)),

QXZl =CZ *(U2(Z + 1)-U2)+DXZ*(W2(X + 1), 
z+ 1)+ W2(X +  1)- W2(X-l, z+ l)
-W2(X-l)), 
QXZ2=CZ*(U2- U2(Z-l))+DXZ*(W2(X+I)+ 
+w2(x+1, Z- 1)-W2(X-l)- W2(X-I, Z-1))

и т. д. (3.15) 
Остальные двенадцать новых выражений для напря

жений можно, как и прежде, получить циклической пере
станов,кой X+--Y+-Z+-X и U+-V+-W-(�U. Все коэффи
циенты, входящие в уравнения для напряжений 1(3.15), 
являюrея -без.размерными и определяются ,характеристи• 
ка,ми ,материалов (л, µ и ip) и выбранными шагами сет• 
·ки hж, h11, hz и 't'. Коэффициенты
АХ=(л+2µ)-r2/.рh2ж, 
ВХУ л,,:2 f4,phжh

11
, СХ=µ,:2 /рh2ж, 

DXY=µ,:2 /4phжh11 и т. д. (3.'16) 
Значения остальных коэффициентов можно 1получить 

из (3.16) цикличеокой ,перестановкой, причем :переста
новка обозначений ·координат не изменяет �величины 1ю
эффициента, например, ВХУ=ВУХ. 

3.7. Через границу 

Деформация упругих тел ,может происходить под дей
ствием внутренних сил, например у1пругих 1во.здействий, 
возникающих при �расширении вследствие нера,вномер
ного нагрева, электрических и ма·гнитных сил, ее.ли тела 
являются сегнетоэлектрика.ми или ,магнитострикторам,и. 
При расчетах вибраций радиоконстру.кций эти силы во 
внимание не принимаются. Уп,руrие тела могут дефор
мироваться также под действием внешних сил. Эти силы 
мы и будем учитывать при ра,счетах. Внешние ,силы 
всегда �возникают при взаимодействии у�пру,гого тела 
с другими твердыми, жид11шми или 1газообразными тела
ми. Чтобы определить эти силы, нужно рассматривать 
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ncto картину взаимодействий, например, учитывать взаи
модействие раД;иоконст,ру�кции с корпусом корабля, на 
.котqром она у,становлена, а также •корабля с морскими 
волна.ми и ветром, а ветра с водой. Столь сложные за
дачи мы решать не умеем. Поэrому иску,оственно разде
лим эту сложную ·картину на более простые, в которых 
силы взаимодей'Ствия принимаем известными. 

Реальные услО1в•ия, в 1которых придется работать 1кон
струкци,и, всегда из·вестны приблизительно. Поэтому 
определение внешних сил производится эксперименталь
но в примерно аналогичных условиях, а затем вводятся 
поnра,вочные коэффициенты, учитывающие, что в реаль
ных условиях силы ,могут быть -большими. Ча,сrо 1кар
тину упрощают еще больше, допу,акая, что объекты, ко
торые воздействуют на констру,1ы.1,ию, являются абсо
лютно жесткими и не деформируются. Точки, в ·которых 
�онстру�кция 1взаимодей�ствует •С другими телами, с�вер
шают такое же движение, как и эти а-бсолютно жес'I!кие 
тела. В этом случае задаются не силы, действующие на 
упругое тело, а �перемещения точек 1конта,кта. 

Та.ким образом, внешние воздействия ,могут зада
ваться в виде перемещений граничных точек раоомат
риваемого упругого тела или •в ,виде сосредоточенных 
или распределенных ,сил, действующих из.вне на поверх
ность тела. В первом случае говорят, что заданы гра
ничные условия первого рода, а во ·втором - граничные 
условия второго рода. Бели на всей поверхности или на 
части ее ,внешние ,силы отсутствуют, то эrо ра·соматри
вае'ГСЯ ка.к задание нулевых граничных условий второго 
рода. Следовательно, граничные условия должны •быть 
заданы по всей внешней поверхности тела. В нашей 
дискретной модели тела нужно задать внешние ,силы 
или перемещения по в-сем �раня,м элементов, 1котqрые 
выходят на поверхность тела. 

Ра,сомотри,м вначале -задание ,граничных условий вто
рого рода. При выводе уравнений ра�вновесия (3.6) ,мы 
проектировали 1все силы, приложенные по граням эле
мента, на координатные оси. При этом расс1матривался 
элемент внутри тела, и э11и:ми 1сила,ми были произведения 
напряжений на :площади граней. _Бели одна или большее 
число граней элемента выходит на поверхность тела, то 
нужно ,соответ-ствующие напряжения заменить внешни.ми 
напряжения.ми. Если на поверхности задана распреде
ленная нагрузка (давление), то соответствующие наlПря-
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жения (3.15) заменяют этими значениями. При этом не 
следует забывать, что эту нагрузку нужно умножить 
на отношение (,:2 /р) согласно {3.16). 

Если на поверхности задана сосредоточенная сила, то 
к наружной грани граничного элемента нужно прило
жить силу, приходящуюся на единицу площади грани. 

При ра,счетах вибраций :ра.диоконструкций внешние 
воздействия часто задают в виде ,г,раничных условий 
первого рода, т. е. ·в виде ПЕ'lремещений граничных узлов. 
Например, IП,РИ воспроизведении в расчете испытаний кон
струкции на вибростенде в точках крепления ее 1к вибро
стенду задаются та1кие же перемещения, как и у стола 
вибростенда. Если в таких местах ра,сположить узлы мо
дели-сетки на поверхности тела, то перемещения узлов 
будут та,кими же, ю1к и у повЕ'!рхности. Та.к.им образом, 
перемещения таких узлов не рассчитывают, а задают. 

Но ,мы условились, ч'ю на поверхность тела выходят 
поверхности граней элементов, а узлы располагают,ся на 
расстоянии половины шага сетки от ПО!Верхности. Это 
облегчает задание граничных условий второго рода. Как 
же быть, если в одной задаче встречаются граничные 
условия и первого и второго рода? 

Если nраничные условия различны на поверхностях 
(рис. 3.19), то можно расположить узлы в тех местах, 
где задаются перемещения, и на расстоянии половины 
шага от поверхности, где задаются силы или напряжения. 

Задача усложняется, если граничные условия пер,вого 
и второго рода заданы на одной [IОверхности. В этом 
случае следует располагать узлы на расстоянии поло
вины шага от нее и в тех местах, где заданы перемеще
ния, переходить от перемещений к напряжениям, рассма
тривая деформации половины элемента у поверхности. 

Однако при практичеаких расчетах ,вибраций ради()• 
114 



конструкций таких усложнений можно •всегда избежать, 
если раосм011реть реальные способы крепления ·констр)'lк
ций ·к источнику вибраций. Ка.к правило, такое крепле
ние ,производится с помощью винтов или болтов, и если 
уж ,считать а·бсолютно жес11ким источник вибраций, то 
логично считать абсолютно жестким и болт. В этом слу
чае следует задавать одинаковые перемещения в,сем 
узлам, расположенным по оси болта. 

При построении модели-сетки нужно только ,поза•бо
rиться о том, чтобы узлы располагались ближе к осям 
болтов, через которые передаюrея вибрации на конст
рукцию. 

3.8. Монолитный блок РЭА 

Мы ,рассмотрели ,построение ,дискретной модели для 
расчета вибраций однО!родных упругих тел 1Прямоугольной 
формы или приближающихся по форме к прямо
угольному параллелепипеду. В радио1юнстру�кциях та,ки
ми телами �можно ,считать �различные а•морфные подлож
ки, например, ,из стекла или керамики, на которые нано
сятся напылением или други:ми способами электрические 
элементы. Те же модели можно применять для �расчетов 
колебаний различных литых или штампованных деталей 
кор,пу;сов, ,кожухов и др. 

В радиО1конструкциях часто ,в,стречаются •блоки, кото
рые никак нельзя считать однородными с точки зрения 
их механических свойств. К ним относятся блоки, в ко
торых промежутки между радиоэлементами залиты ,ком
паундом, пенопластом или резиной. Построение моделей 
для та·ких ,блоков можно производить на основе тех же 
принци1Пов, что и цля однородных тел, если научиться 
вычислять средние значения -механических хара,ктери
стик для неоднородных элементов -моделей. 

Предположим, ч-го необходимо рассчитать вибрации 
неоднородного блока, содержащего множество радио
элементов, ук,репленных на платах, помещенных в кожух 
и залитых ко,м1Паундом (рис. 3.20). Бл,ок имеет прнмо
угольную форму, поэто,му модель будем строить в пря
моугольной системе координат. 

При построении модели-сетки такого блока можно, на
пример, предста1вить его в виде несколЬ1ких однородных 
обла,стей, соединенных границами сложной конфигура
ции, и для каждой обла•сти на-метить свою сетку. При 
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расчетах процессов деформи
рования модели необходимо 
учесть граничные условия 
на границах обла,стей с раз
ными свойствами. Эти гра
ничные условия формулиру-

Корпuо Ю'ГСЯ достаточно просто: на-
пряжения в различных мате
риалах вблиз•и граничной по

Р,ис. 3.20. верхности, действующие в 
плоскости, касательной к поверхности, должны быть 
равны. Должны быть равны и перемещения точек сосед
них областей вблизи границы. 

Одна1ко та1кая попытка натаЛ,кивается на ряд трудно
стей, ,с,вязанных с ограниченными возможностями •вычис
лительных машин. Первая трудность определяется чрез
мерно ,большим ,объемом �памяти, необходимым для хра
нения информации о движении такой модели. Ведь нужно 
будет хранить множество чисел, определяющих дви
жение каждого элемента модели. Поскольку элементы 
малень·кие, таких чисел на,бере'I'lся много (о.коло ,миллио
на). Кроме того, потребуется у,казать элементы, •сты-
1Кующиеся между ,собой по границам, и определить, ,к ка
кой области эти элементы относят:ся. Это также •потре
,будет немалого объема памяти. Несмотря на то, что 
вычислительная техника в на,стоящее ,время�располаrает 
запоминающими ус11ройства1ми ,с объемом �памяти в не
�колько миллионов чисел, ,работать ,с такими большими 
маосива1ми чисел, worдa каждое из них потребуется 
в каждом шаге вычислений по времени, очень 1сложно. 
Привлечение для х,ранения информации о состоянии мо
дели внешних запоминающих у,стройств, таких, ,ка,к маг
нитные ленты, магнитные дис-ки или ,барабаны, 1в подоб
ных задачах •крайне нежелательно, поскольку это повы
шает в,ремя вычислений, по �райней мере, в 10 раз. 
А оперативная память машин ,ограничена и составляет 
несколько десятков тысяч чисел. 

Вторая трудность возникает в связи с ограниченным 
быстродействием машин. Ведь в (Каж,дом шаге по ·вре
мени надо вычислить поведение каждого элемента мо
дели, т. е. ,выполнить для ·каждого элемента о.коло сотни 
арифметических операций. А если таких элементов бу
дет миллион и с-голько же шагов по времени, то п011ре
буется около 10 14 арифметичес�wх операций. Бели даже 
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вычислительная машина ,выполняет в секунду �миллион 
операций, то на это уйдет более трех лет. Очевидно, 1что 
этот путь неприемлем не только для современных вы
числительных машин, но и для машин обо31римого буду
щего. 

Можно пойти другим путем: использовать в расчете 
стру�ктурные особенности 1конструюции. В радиоконст
рукциях, на1пример, встречается .много плоских деталей 
или сочленений таких деталей в виде плат, кожухов. 
Встречаются также ,стеjржни в виде винтов, ра,стяжек 
и т. п. Процес,сы дефQрмирования таких деталей доста
точно хорошо изучены, что позволяет упростить •модель. 
Этот путь очень широко применяе11ся пр1и построении 
различных частных методик для ра·счета определенных 
констру,юций. 

Мы 1в дальнейшем также прибегнем к одному та1ко
му приему для построения ,моделей плат и стержневых 
конструкций. Но ,и этот путь оказывается д'Остаточно 
сложным, если, помимо пластин и стержней, в конструк
ции еще много других деталей, влиянием ,кО'Горых на ход 
процесса нельзя пренебречь. К таким деталям, прежде 
всего, относится наполнитель, если его можно наз,вят<
деталью. 

Мы пойдем третьим путем. При построении модели 
будем расчленять конструкцию на относительно большие 
элементы одина,кового разме;ра, независимо от ·юго, что 
в эти элементы попадает один материал или ча1сти раз
личных деталей. Затем заменим �каждый неоднородный 
элемент однородным, обладающим в среднем теми же 
механическими ,свойствами. 

Механические свойства материалов можно опреде
лить одним из д:вух наборов коэффициентов. Пер·вый 
включает ,в себя 1модуль Юнга Е и коэффи�циент Пуас,со
на v, второй - коэффициенты Ламе 'А и µ. Осреднение 
свойств элемента и сводится •к вычислению средних зна
чений этих коэффициентов. Заметим, что осреднение 
характеjрис'Гики будет зависеть от на1правления, для ко
торого они ·вычисляются, т. е. ооредненный элемент будет 
обладать ,свойством анизотропии. 

3.9. Элементы связей 

При построении ,Моделей для однородных областей 
выделяла,сь только одна г,руП1па элементов, 1в центре �ко
торых сосредотачивалась 1масса элемента в виде узла 
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Рис. 3.2!. 

модели-сетки. Эти элементы
определяют инерционные 
свойства узла, т. е. правую 
часть ,в уравнениях движе
ния. Величина напряжений, 
входящих в левую часть 
уравнений, определяется де
формацией других элементов, 
расположенных между узла
ми сетки. Эти элементы 
можно назвать элементами 
связей. В однородных обла
стях выделять их не имело 
смысла, поскольку материал 

везде одинаков. В неоднородных областях такое выделе
ние повышает точность расчета. 

Рассмотрим вновь порядок составления уравнений 
движения. Вначале выделяют элементы ма,ссы и для них 
записывают уравнения динамического равновесия через 
нап�ряжения. Затем нап1ряжения ·выражают через дефор
мации, а деформации - через перемещения. Рассмотрим 

+ u ф нормальные напряжения охх' деиствующие ,по а,сад-
ной грани элемента, имеющего форму параллелепипеда: 
о+ ={1+2µ.)s +x + д,s +x+'is+x .

ХХ ХХ уу " ZZ 

Деформации растяжения s+x находят через перемеще-
хх 

1шя двух узлов с координатами (x+h, у, z) и {х, у, z). 
Таким образом, за элемент связи, определяющий растя
жение в направлении х в центре фасадной грани, ,следу
ет принять элемент, расположенный между этими двумя 
узлами (,рис. 3.211), и для него рассчитать осредненное 
значение суммарного коэффициента {л+2µ). 

Деформации s +х и s +х вычисляются также в центре 
уу zz 

передней грани, одна1ко при этом используются по четы
ре узла (рис. 3.22). Эти элементы связей имеют вдвое 
больший объем, и для них должны вычисляться осред
ненные значения двух •коэффициентов л. 

Нужно позаботиться о новых обозначениях коэффи
циентов Ламе, поскольку в обозначении теперь должно 
указываться на:правление деформации, ее вид (растяже
ние или сдвиг) 11 грань элемента маосы, для ,котQрой 
этот коэффициент вычислен. Все эти у�казания содер
жатся в обозначениях деформаций, поэтому можно для 
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Рнс. 3.22. 

коэффициентов Ламе принять те же индексы, что и для
дефор1ма.ций. 

Мы •показали расположение и форму трех элементов
связи для определения коэффициентов при вычислении
нормальных напряжений а + • К �каждой грани эле,мен-

хх 

та ма,ссы приложено одно нормальное наП1ряжение. По
этому для расчета всех шест:и на1пряж1�ний потребует,ся
определить 18 элеменrов связи. Причем в,се эти эле,мен
ты ,будут разными. Одна1ко напряжения на смежных гра
нях двух соседних элемен-гов одина,ковы и определяются
деформацией одина:�ювого •элемента связи, поэтому
к каждому узлу можно отнести только девять элементов
связи, а девять остальных-·к соседним узлам. Уело-

Нипрнже11ин Jлементы с81fзЕй 
! 

(ИJJ);: А +Х 

;t

•X 

ll 
ll 

,kiJ в, � а, б;r� 

(i11JpJ,q'r/ 

,,� Ау� L];� !1ftJ
УУ 

LV

l 

().t2p.),�' А ,, д +z 
хх 1111 

� rfiJ �

Рнс. 3.23. 
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ВliМ<СЯ ОТНОСИТЬ К узлу ЗJle• 
менты связи, расположенные 
в направлении координат
ных осей, а элементы, распо
ложенные в противополож
ном напра:влении, - к сосед
ним узлам в ,соответствую
щем направлении. Та,ким 
образом, каждому узлу бу
дут принадлежать девять 
элементов связи для опреде
ления 1юэффициентов Ламе, 
имеющих верхний индекс с 
плюсом (рис. 3.23) и предна
З\Наченных для вычисления 
нормальных напряжений. 

К.а,сательные напряжения 
выражаются через дефор
мации ,сдвига, а величина 
каждой деформации опреде
ляется ,с помощью JJ;Byx уг
лов поворота граней элемен
тов. Следовательно, для
определения коэффициентов 
Ламе при вычислении каж-
до,го значения касательного 

Рис. 3.24, напряжения потребуется два 
элемента связи. Всего по 

шести граня,м элемента массы приложено 12 касатель
ных напряжений и для их вычисления нужно иметь 
24 элемента связи. Двенадцать !ИЗ них мы отнесем 'К дан
ному узлу (рис. 3.24), а двенадцать-к соседним узлам. 

Для коэффициентов µ, с по,мощью которых вычисля
ются касательные напряжения, введены те же обозначе
ния, что и для коэффициентов 1(л+2µ) и л, используе
мых для вычисления нормальных на1Пряжений, но 
поскольку нижние индексы у коэффициентов µ разные, по
рядок их записи имеет определенный смысл. 

Например, при вычислении касательного напряжения 
а+ используются два коэффициента: 11 +х и 11 +х. Первый
р р � 

коэффициент умножается на угол едвига, оп:ределяемый 
изменением перемещения v (первый индекс) вдоль оси х 
(второй индеюс): 
p.;x [v (х + h) - v]/ hx, 
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а второй умножается на угол, определяемый изменением 
перемещения и (первый индекс) вдоль направления у 
(второй индекс): 

fl-+x [и(у+h)+и (х+ h, у +h)-u (y-.h) --
ху 

-u(x+h, у- h)]/4h,.
Оба эти угла вычисляю'flся для центра передней nрани 
элемента маосы, поэтому ,верхние индексы у них ,одина
ковые: +х.

Среди элементов овязей, изображенных на рис. 3.24, 
имеются одинаковые, однако способы вычисления Сiред
них значений коэффициентов у�пругости для этих эле
ментов могут быть и разные, в зависимости от располо
жения границ между различными материалами, входя
щими в ,каждый элемент. 

3.10. Осреднение мех,анических 
характер"1СТ"1к 

Теперь ·задача состоит в том, чтобы заменить неодно
родные элементы модели однородными, обладающими 
в среднем теми же ,механически,ми характеристиками, 
что и неоднородные. Начнем с осреднения плотности р. 
Для вычисления среднего значения ,плотности необходи
мо сложить ма,осы частей элемента ма.ссы и разделить 
ha объем элемента: 

Р = � mi/ hxhyhz, 
i 

Масса ,каждой части элемента mi ,равна произведе
нию плотности на объем этой части (mi=Pi Vi), поэтому 
выражение для средней плотности ,можно записать 
в виде 

Р= t, h �� Pi•/,Jxyz 

Множитель Vi/ (hxhyhz) определяет относительный объ
ем части элемента, который можно обозначить через ,а;, 
тогда выражение для среднего значения плотности при
мет более компактный ,вид 

p=�lliPi• 
1 
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Рис. 3.25. 

Границы раздела: 
1. Техстолит

2. сталь
3. Гетинахс

ч.Резина

5 . . . •

Вычисление средних значений коэффициентов упруго
сти несколько сложнее, чем вычисление средней плотно
сти. Средние коэффициенты у�пругости зависят 01' ра,с
положения границ раздела между различными материа
Ла'МИ в элементе связи и от напряжения и вида 
деформации. 

Начнем наш анализ с наиболее простого случая, ког
да в элементе 1связи границы раздела между материа· 
ла-ми П1роходят параллельно граням элемента (рис. 3.25). 
Приложим к двум 1п(ротивоположным граням растяги
вающие напряжения ахх • В этом случае можно считать, 
что ра�тягивающие напряжения 1в любо,м сечении, па
раллельном передней и задней граням, одинаковы. Зная 
эти напряжения, можно вычислить деформации каждой 
части элемента. 

Пос·кольку по остальным граням элемента ника,ких 
напряжений не приложено, относительное удлинение 
каждой части ,будет пропорционально ра-стяги,вающему 
напряжению и обратно пропорционально модулю Юнга: 

(3.17) 

Абсолютное удлинение каждой части будет пропорцио
нально ее длине: Лli=Bxxili, Окладывая абсолютные 
удлинения частей, получаl()Т абсолютное удлинение ,в,сего 
элемента связи: 

(3.18) 
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Относительное удлинение всего элемента, или величина 
деформации растяжения, будет •равна: 

дl }J l• вхх = у = ахх -h Е, • х х t 
l 

(3.19) 

Для однородного элемента связь между деформация
ми растяжения и нормальными напряжениями определя
ется законом Гука (3 .. 17). Сравнивая выражения (3.17) 
и (3.19), замечаем, что неоднородный элемент в среднем 
будет �растягиваться та.к же, 1как и однородный, если 
среднее значение модуля Юнга вычислить по формуле 

1 _ \1 l; 
Е 

- JJ hxEi.
l 

(3.20) 

Если обозначить относительную длину каждой части че
рез �i, то формула для среднего значения модуля Юнга 
примет вид 

� = 1] �;/Е;.
(3.21)

I 

Мы рассмотрели случай, когда направление норма
лей к плоскостям раздела между разными •материалами 
и направление нормальных напряжений совпадают. Те
перь рассмотрим случай, когда нормальные напряжения 
лежат 1В ллоакости раздела (рис. 3.26) к различным ча
стям элемента приложим различные напряжения, чтобы 
дефQрма,ции ра,стяжения частей были одинаковыми. На· 
пряжение, приложенное к •каждой части, определяется 
дефор1мацией растяжения 
f1yyi=ByyE ;. (3.22) 

Рис. 3.26. 

Границы р03пела: 

!. Алюмшrий 
2.Поролон
3.ГemuHGl(C
1/-. ... 
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Вычислим среднее значение напряжений, действую
щих по правой и левой Г1раням элемента свяэи. Для этого 
вначале найдем равнодействующие напряжений, прило
женных к каждой части: 
Fi=cruylihz. 

Затем сумму этих равнодействующих разделим на IПЛО
щадь грани: 

- �
F

1 '1 E;l; 
а = llfl = в у у /,,,J -h - . 

У// z х l х (3.23) 

Сравнивая (3.23) с (3.22) для однородного элемента, 
получаем для осредненного значения модуля Юнга 

(3.24) 

Мы нашли две основ11ые фор,мулы для вычисления 
средних значений модуля Юнга при растяжении (сжа
тии) в на1I11равлении нормали 1к границам раздела (3.21) 
и в направлении, параллельном границам (3.24). В пер
вом случае -среднее значение модуля Юнга будет опре
деляться в основном материалом, у которого модуль 
Юнга наименьший. Например, если одна из областей 
представляет собой воздушную rrрослой1ку между упру
гими телами и �модуль Юнга ее можно принять равным 
нулю, то ореднее значение модуля Юнга также будет 
равно нулю. Во втором случае большее влияние на ве
личину среднего значения модуля Юнга оказывает ма
териал с наибольшим м,одулем Юнга. НЭ1пример, если 
один из материалов можно считать а6солютно жест,ким 
(1модуль Юнга равен ,бесконечности), то и среднее зна
чение модуля Юнга будет равно бесконечности. 

Далее можно было бы поста1вить мысленные эксшери
,менты для вычисления средних значений коэффициента 
Пуассона. Затем вычислить значения деформаций растя
жения в случае дейст!ВИЯ напряжений во всех трех на
правлениях. Уравнения в этом случае получились бы 
аналогичными выражения·м (3.3): 

1 'У 'Yzx (3 5 ехх = Е 0хх - _!!_.:_ Оуу - =- Ozz И Т • . JI,, .2 )
Еуу Егz 

Решив три уравнения (3.25) относительно напряже
ний, мы получили бы средние значения 11юэффи1циенrов 
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Ламе, ,которые нам и нужны при составлении уравнений 
движения. Однако теперь в системе уравнений (3.25) 
почти rвсе коэффициенты при напряжениях будут раз
личными, и вЫ1ражения для �коэффициентов Ламе слож
ными и малопригодными для практичесrкого пользова
ния. 

Можно упростить задачу вычисления средних значе
ний коэффициентов Ла1ме, если ,при вычислении коэффи
циента Пуассона не учитывать направления границ. 
В реальных материалах, встречающихся в радиоконст
рукциях, значение коэффициента Пуассона колеблется 
от 0,3 до 0,4. Это позволяет 1вычислять среднее значение 
коэффициента Пуаосона та,к же, 1как мы вычисляли 
среднее значение плотности, т. е. учитывать относи
тельный объем, занимаемый каждым материалом: 

v=� a/vi
, где ,щ-относительный объем ,каждого ма-

териала ,в элементе связи. 

Подсчеты пока1зывают, Ч'ГО относительная погреш
ность от такого упрощения при вычислении коэффи,циен
тов Ламе не превышает 10 ... 15% при самом неблаго
приятном ,сочетании модулей Юнга и коэффициентов 
Пуассона различных ,материалов. Заметим, что это не 
погрешность решения самой задачи расчета вибраций, 
а только :погрешность вычисления упругих характери
сти1к отдельных элементов модели. Примерно с такой 
точностью модуль Юнга и юоэффициент Пуассона опре
деляются экспериментально. 

После приближенного определения среднего значения 
�коэффициента Пуассона решение системы 1(3.25) упро
щается, и для средних значений ,коэффициентов Ламе 
в выражениях нормальных напряжений получают,ся сле
дующие формулы: 

(3.26) 

Средние значения 11юэффициента µ в формулах ка
сательных на,пряжений лучше определять, не прибегая · 
к его выражению через Е и v. В этих формулах коэффи
циент µ=G я,вляется ,коэффициентом пропорционально
сти между касательными напряжениями и деформация
ми сдвига (модуль сдвига). Среднее значение модуля 
сдвига вычисляется на основании таких же про,стых 
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Рис. 3.27. Рис. 3.28. 

экспериментов, к каким мы п1рибегли при определении 
среднего значения модуля Юнга. 

Предположим, что к неоднородному элементу связи 
приложены касательные на1пряжения в плоскостях, па
раллельных границам раздела между материалами 
(рис. 3.27). 

Так ,как ка•сательные напряжения в любом сечении,
параллельном границам, одинаковы, деформации ·сд:вига 
каждой части элемента можно вычислить по фор,муле 
для однородного материала: 
вухi = аух/11-;• (3.27) 
Сдвиг каждой части вследствие такой деформации про
порционален толщине этой части: Лl;=eyx;l;. Полный 
сдвиг будет равен сум1ме частных сдвигов l=� Лl;, 

а полная деформация сдвига - отношению сдвига 
к толщине элемента: 

вух =аух � fJ,:ihx =аух Е �;/11-;• (3.28) 
i i 

Сравнивая полученное выражение с (3.27), получаем 
среднее значение модуля сдвига 

_2_= �ь_ � 1,,J1-ч· 
i 

Если касательные напряжения приложены по норма
ли 1к границам раздела (рис. 3.28), то, чтобы деформа
ции сдвига частей элемента были одинаковыми, ка,са
тельные напряжения, приложенные к ,каждой части, 
должны быть различны: 
CJxyi= �t;Pxy -
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Равнодействующая касательных напряжений, прило
женная к каждой части, определяется произведением 
Fi=Oxylihz. Средняя ·величина касательных напряжений 
ра,вна отношению сум1мы равнодействующих к площади 
грани: 

�F1 

o1&g = К=в1&g Е �iP.i•
% г 

l 

а -среднее значение модуля сдвига при вычислении каса
тельных напряжений можно найти по формуле 

Теперь мы имеем полный набQр фор,мул для вычисле
ния средних значений ,1юэффициентов Ламе для границ 
раздела, параллельных граня,м элемента связи. Если 
границы сложные, 1Полученные формулы можно приме
нять последовательно 1к частям элемента связи. Пу,сть 
элемент ,связи имеет ,сложные границы раздела между 
отдельными материалами (рис. 3.29). Криволинейные 
поверхности в та1ком элементе заменяем пл,ос.костями, па
раллельными граня1м. Разумее11ся, используя конечное 
число плоскостей, ,можно произвести та•кую замену 
толь·ко приближенно. Разрежем наш элемент на части 
так, Ч'Гобы в кажд•ой остались границы, параллельные 
одной грани (рис. 3.30). 

С помощью полученных формул осредни1м механиче
ские свойства каждой ча,сти, т. е. заменим неоднородные 
части однородными. Затем сложим части в более кру,п
ные куски, но так, чтобы остались границы раздела, па
раллельные одной лрани, и снова проведем осреднение. 

Рис;. 3.29, Рис. 3.30. 
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После повторения э11ой операции неакюлько раз получим 
осредненные хара,ктеристи�ки �всего элемента свя.зи. 

В связи с введением операции осреднения возникает 
вопрос: а нельзя ли о,среднить весь блок и вместо неод
нородного блока получить однородный? По-видимому, 
можно. При расчетах вибраций такого оаредненного,бло
ка получим средние характеристики движения. Но что 
будут означать эти хара1ктеристики - ,сказать трудно. 
Во всяком случае, при �каждом осреднении мы допуска
ем целый ряд погрешностей. Например, при 1рае,смотре
нии рис. 3.25 и 3.26 не учитывались краевые эффекты. 
Вслещствие этих эффектов границы раздела между ма
териалами будут искривляться. 

В,следствие искривления напряжения нельзя -считать 
одинаковыми в каждо,м сечении. Будет !Происходить кон
центрация напряжений в отдельных местах. Начинает 
сказыватыся взаимодействие с ,соседними элемента-ми. 
Ничего это,го ,мы не учитывали и допускали появление 
поr,решностей. Чем меньше размеры элементов связей, 
тем �меньше и погрешно,сти. Поэтому размеры прихо
ди11ся выбирать минимально допус11имыми исходя из 
в,озможностей современных вычислительных машин. 
И следует заметить, что точность расчета неоднородных 
областей получается значительно менее высокой, чем 
однородных. Но ничего более 'Подходящего для расчета 
вибраций неоднородных бло,ков РЭА еще 1пока не приду
мали. 

3.11. Потери энергии на внутреннее трение 

До сих пор •МЫ рассматривэли только одну стQрону 
1iроцесоов деформирования упругих тел, а именно упру
гие деформации. Но процесс деформирования всегда 
сопров()Ждае11Ся потерями энергии на вну11реннее 11рение 
в материалах констру,кции. Это дру,гая сторона процес
сов деформирования. В металличес,ких материалах эти 
потери невелики, и в большинстве ,случаев их можно не 
учитывать. Но при раосмо11рении моделей неоднОl))одных 
бло,юв РЭА приходи'Гся вводить эти потер1и в 1модел1:. 
Ведь многие материалы, и в первую очередь наполнитель, 
вводятся в .блок специаль.но для гашения вибраций и 
имеют большие потери на внутреннее трение. 

При учете в модели потерь возникает целый ряд тео
ретических и ,практичес.ких трудностей. Теоретические 
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трудности определяются недостаточной изученностью 
природы этих потерь и отсутствием хороших моделей. 
Практические трудности возникают при эксперименталь
ном 01Пределении хара1ктеристик потерь. 

При выбQре ,модели учета �потерь, а таких моделей 
существует достаточно много, нужно тт-режде всего руко
водствоваться ее п1рименимостью в расчетах вибраций 
КОНС11ру1iКЦИЙ. 

В этом отношении, по-'видимому, наиболее подходя
щей является модель, в ,которой потери учитываются 
в виде ВЯЗIЮСТИ. 

Что та1кое вязкость твердого материала? 
Чтобы ответить на этот вопрос, вспомним, что такое 

вязкость жиДJКих материалов. Динамической вяз,�юстью 
называется -свойство жидкостей или гавов, характери
зующее их оопрот,ивляемость скюльжению или сдJвигу. 
В простейшем случае, �когда все слои жидкости дJвижут
ся параллельно друг друту, сила сопротивления движе
нию, приходящаяся на единицу площади в плоскости 
слоя, равна коэффициенту вязкости 11, умноженному на 
градиент ,скорости в 1пер1пендикулярном направлении. 
Таким образом, за единицу измерения динамической 
вяз,кости принимается вязкость потока жидкости, в '!00-
торой л1инейная скорость под действием давления сдвига 
в 1 Па имеет nрадиент 1 м/с на ,метр расстояния, пер
пендикулярного к плоскости сдвига. В более сложном 
случае движения жи,щкости, -когда акорости ча,стиц 
в разных точках объема не параллельны друг другу, 
силы сопроти1Вления движению будут иметь различное 
направление. Если выделить в ЖИ,дкости произвольно 
ориентированную площадку, то силы сопротивления 
можно разложить на нормальные и ,касательные к ней. 
Отнесенные 1к единице площади, эти ,силы называют нор
мальными и rка-сательными наП1ряжениями в жидкости. 
В соответс-гвии с законом Стокса нормальные и каса
тельные напряжения ,пропорциональны первым произ
водным от деформаuий по времени. Коэффициентами 
пропорциональности служат два ,коэффициента динами
ческой вязкости '1') и s-

Ty же модель ,можно нрименить для учета потерь 
энергии на внутреннее трение в твердых телах. 

Та-кое 1П1редста,вление потерь удобно уже тем, что 
в уравнения равновесия (3.6) входят напряжения упру
гости, и не представляет труда параллельно с каждым 
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Выразим на�пряжения потерь 'Через окорости дефQ\рма
ций, используя для �коэффициентов ,вязкости в твердом 
теле обозначения � и 'l'J, при.меняемые в гидродинамике 
для той же цели. Вели нор1мальные упругие напряжения 
и деформации растяжения (3.5) ,связаны с помощью двух 
коэффициентов пропорциональности, то и нормальные 
напряжения потерь должны выражатЬtСя через скорости 
деформаций с помощью двух коэффициентов: 

+ ·+% '+% • +%

а.,%%
= (е + 27/) в + Ев + Ев , •• %% 1/У 22 

где а - скорости изменения деформаций во времени. 
Сразу же заметим, что экспериментальное определе

ние коэффициентов вязкости чрезвычайно сложно: их 
можно измерить тольrко ,в динамике, т. е. во время дви
жения. К тому же напряжения потерь неотделимы от 
упругих напряжений и последние, как правило, гораздо 
больше по величине. Поэтому коэффициенты вязкости 
твердых тел измеряют косвенно, по затуханию колебаний 
или по выделяемому во время колебаний теплу. При этом 

Рис. 3.31. 
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--..l.s+x (t-,;)-ls +x (f-,;), t gy ,; zz 
Если теперь ввести обозначение для отношения ко

эффИ1Циен11ов уrпругости ,к коэффициентам �вяз.кости A
'lj
, 

то в .силу равенства (3.30) этот !Коэффициент -будет уни
версальным: 
' А "1 -А 6 + 2'YI-A 

т
= '1,;, --;;:- - '1,;, л.+21-1- - '1,;

и можно исключить прежние коэффициенты потерь � и 
11 и оставить один коэффициент A

'lj . Тогда сумма упру-
гих и вязких напряжений перепишется ·в виде 

о + + о+ =(1 +А )[(l+211)s+x+ .il.s +x+;i,г+x] -
ХХ 'ljXX '1 ХХ W ZZ 

- А [(д. + 211) s+x 
(t - ,;) + ls+x (t- ,;) + .il.s+x (t-,;)_:_'1 хх YII гг 

=(l+A )о+ -А o+ (t-,;).'1 хх '1 хх 
Таким образом, с помощью нового коэффициента 

удалось выразить сум,му упругих и ·вязких напряжений 
через одни упругие напряжения, вычисленные в два по
следующих момента времени (t-'t') и t. Проделав ту 
же операцию со всеми на:пряжениями 1В выражениях 
(3.6), можно получить }'!равнения движения ·в виде 
(1 +A

'I
) U -A

'lj
U (t -,;)=Рах , 

(1 +A'l)V +A71V (t-,;)=pau,
(1 +A

'I
) W - A

71
W (t- ,;)=ра11 , 

где большими буквам.и U, V и W обозначены выраже
ния, соответствующие левым частям ура'Внений равно
весия 1 (3.6), вычисленные в два 1мQ1мента времени. 

Величины U, V и W при рас1четах по фор-мулам, где 
вязкость не учитывается, вычисляются в каждом шаге 
;по времени, поэтому при расчетах по формулам с уче
том вязкости их не надо вычислять два раза. Доста-
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точно запомнить выражение, получившееся •в предыду
щем шаге вычислений, и использовать его в последую
щем шаге. 

Теперь ,можно записать уравнения (3.13), для кото
рых 'МЫ будем составлять ,проГIJ)аммы вычисл·ений с тем, 
чтобы в этих уравнениях учитывала•сь вязкость. В.ве
дем обозначения, удобные для програ·ммирования на 
язЫ1ке ФОРТРАН: 

,:2 ,:2 
Dl=-

p 
U(t-1:), D2=

11 
V(t-1:),

,:2 ,:2 

D3=-
p 
W(t- -с), D4=-

p 
U, 

't2 ,:2 

D5=-V, D6=-W, 
р р 

Al= 1+A
'I
, A2=A

'I
. 

Уравнение (3.13) запишется в виде 
U3=Al*D4-A2*Dl +2*U2- Ul. 
V3=Al*D5-A2*D2+2*v2-.v1, 
W3=Al*D6-A2*DЗ+2*W2-Wl, 

где 
D4=QXXI -QXX2+QXYI-QXY2+QXZI -QXZ2. 
D5=QYYI -QYY2+ QYZI -QYZ2+QYXI-QYX2, 
D6=0ZZ1 - QZZ2+QZXI -QZX2+QZYI-QZY2. 

Теперь расскажем о том, как определить числовое зна
чение коэффициента A

'I
. В выражение этого коэффициен-

та A
'l

='J//p:. входит коэффициент динамической вязкости 

Т'Вердого материала 'rJ· В справочной литературе число
вых значений 1J не встречается, но можно вы1разить ri 
через логарифмический декремент затухания у, который 
можно получить экооериментально, а его значения для 
разных материалов можно найти в справочни1Ках. 

-Вы,ражение ri че.рез 'V получается ·пр,и тоЧ1Ном решен.ии п,ростых
урав.нений: ,колебание с11руны, 11Рродоль,ные колебания стержня ИJDИ 
плас11ИНы. Можно, 1Напр�мер, 1Воюпользоваться ,решением задач о ко
лебаниях стержня и пластины, приведенными в кн.иге Л. Д. Ландау 
и Е. М. ЛiИфш,ица «Теория упругости», где приводится выражен,ие 
для !Коэффициента затуха111ия IКОЛебЗJН'ИЙ •Р. Эти выражения доволь
но J"ромозд�кя, 1110 есл;и шwейти к .нашим обозначениям, учесть ги
потезу (3.29) ;и ТО, ЧТО IКОЭффи,UJИеНТ IВЯЗ:КОС11И � раа�ен s+2/3ТJ, Т1О 
вы,ражения для р чрезвычайно упрощаются и получаются в задачах 
для стерЖIНя 111 ,пласmны оди,на,ковыми: P=oo2ri/2µ. Учитывая, что 
v=2:rtP/oo, лооко ,получить 1ВЬ11ражения для нашего ,коэффициента 

133 



вязкост,и 11=уµ/л:w. УчитьЫJая, чт•о частота ,колебан-ий w, как пра
вило, за,ранее известна, IВЫЧ•Ислить \Коэффициент 1Вязкосп1 не пред
ставляет труда. 

3.11. Подготовка исходных данных 

Подготовка задачи для решения ее на ЦВМ состоит 
из двух частей: подготовки исходных данных и програм
ми1рования. 

На вопросах программирования задач при цифровом 
м-оделировании механических и тепловых процессов 
в радио1юнструкциях мы останавливаться не будем. 
Ограничимся только записью формул на алгоритмиче
ском языке ФОРТРАН, поакольку эта запись мало чем 
отличается от записи обычных алгебраичес·ких выраже
ний в принятой нами ,системе обозначений. 

Бели 1цри постанов.ке задач на ЦВМ программшрова
ние может быть поручено ,специалистам по программи
рованию, то подготовка исходных данных задачи долж
на быть выполнена ,самим �конструктором. К таким 
исходным данным относятся в первую очередь коэффи
циенты, которые используются в уравнениях движения. 

В ,случае неоднородного блока таких коэффициентов 
.:юлучается довольно много. К �каждому элементу массы 
мы отнесли 9 элементов связей для вычисления нор
мальных на1пряжений и 12 для вычисления ,ка,сательных 
напряжений. Для каждого элемента связи ,вычисляется 
свой ·коэффициент. Один -коэффициент должен учитывать 
среднее значение плотности, а дру1гой (А

.,) - отношение 
сил вязкости к ·силам упру,гости. Таким образом, для 
каждого элемента массы нужно вычислить 23 коэффи
циента. Если в �модели 1000 узлов, то получается 
23 ООО ,коэффициентов. 

Вычисление 1юэффициентов вручную занимает много 
времени. У апытного расчетчика такая работа отнимет 
около меся1ца. А поокольку эта работа однообразна и 
утомительна, то нужно еще примерно столько же вре
мени, чтобы обнаружить -сделанные им ошибки. Поэто
му при подготовке задачи представляет инт�рес машин
иое ·вычисление 1юэффициентов. Основные идеи состав
ления программы для такой операции состоят в сле
дующем: 

1) ЗадаюТ1ся размерами блока, что особенно просто,
если он имеет прямоугольную форму. 
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2) Задают шаги сетки в напра,влении всех трех ко
ординат. 

3) Составляют таблицу в,сех однородных областей.
Границы областей можно задать в виде коэффициентов 
в уравнениях наружных поверхностей области. В радио
констру,кциях, ка,к правило, можно выделить два типа 
областей: прямоугольные /Параллелепипеды ,с nранями, 
параллельными �координатным плоокостям, и цилиндры, 
ориентированные по на,пра,влению одной из координат
ных осей. В таблицу заносят для ·каждой обла,сти зна
чения ,модуля Юнга, К!Оэффициента Пуа,с-оона, плотности 
и отношение A

'I
, наполнитель в таблице не указывают. 

4) В процессе расчета коэффициенrов для каждого
узла вначале вы'Числяют его 11юординаты. 

5) Проверкой aJcex обла,стей устанавливают принад
лежность уз.Тiа ,к одной из областей. Если узел не попа
дает ни в одну из обла1стей та,блицы, значит, он относит
ся к области наполнителя. 

6) Проверяют наличие границ раздела между мате
риалами на расстоянии ша1га от узла. По эти�м расстоя
ниям вычисляют относительные объемы щ ,и относитель
ные длины �i-

7) По формулам для осредненных значений характе
ристик вычисляют средние значения ,коэффициентов. 

Алгоритмизация и прОf1ра,ммирование та1К!ой задачи 
затруднительное дело, но зато однажды составленная 
программа может служить для вычисления коэффи
циентов при расчетах любых блоков. 

Другая трудность состоит в том, что для хранения 
всех коэффициен'Гов потребуе'ОСя довольно большой 
объем оперативной памяти. А как мы указывали выше, 
применение внешних запоминающих устройств резко 
увеличивает ,время вычислениii. Поэтому 1П1ре,щставляет 
большой интерес при расчетах неоднородных блоков 
различное упрощение модели. 

3.13. Упрощение задачи 

Упрощение задачи всегда основывается на особенно
стях ,конструкций, поэтому в .каждом ,конкретном •случае 
нужно иакать такие особенности. 

Мы остановимся на упрощенных, которые можно �вве
сти в модель двух типов монолитных блоков, встре
чающихся в практике wонструирования радиоаппара
туры. 
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Рис. 3.32. 

К п�рвому типу относя-гся блоки, где механическую
нагрузку несут в основном •платы с ,раАиоэлементами,
и платы раополаrаются ,в виде «слоеного пирога»
(рис. 3.32). Если при построении •модели та.кой конструк
ции расположить узлы сетки с тем же периодом, что и
рас,стояние между платами, или взять ,расстояние .между
узлами в два раза меньшим, то число 1различных типов
элементов связи ,резко сокращается. Их можно разбить
на несколько групп и соо11Ветственно вычислить несколь
ко групп ·коэффициентов. При ,составлении проrра,м,мы
для каждого узла нужно будет только у�казать признак,
по ,которому следует выбирать •коэффициенты.

Часто встречаюrея также ,конструкции блоков, где
механическую нагрузку несет сам наполнитель. Если
наполнителем служит компаунд, и его механические
свойства мало отличаются от механических свойС11В плат.
Такой блок в первом приближении являеrея однород
ным, и все коэффициенты упругости и �потерь на вну
треннее трение ,можно СtLитать одинаковыми. Исключение
составляет осредненное значение плотности. Плотность
металлических деталей, являющихся частью :радиоэле
ментов, можно учесть в расчете введением одного для
каждого узла 1юэффициента. 

Можно использовать для упрощения модели идеи по
строения двухмерных моделей для расчета плоских и ·ко
робчатых деталей, которые излагаются ниже. 
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3.14. Модели плоских и коробчатых 
конструкций 

Мы уже встречались со случаем обла,стей прямо
угольной фо�р1мы ( см. гл. 2), когда один из размеров 
области значительно меньше двух других. К та1ким обла
стям 011носились тепловые экраны, ,кожуха и другие де
тали. Для них мы с11роили двух-мерные 1модели-сетки и 
исключали из расчетных соотношений одну из ,коор
динат. 

При расчетах процессов вибраций плоские и короб
чатые детали играют особую ,роль. Поперечные или 
изгибные �колебания та11<их деталей в радиоконе11ру,кциях 
наиболее опасны, поскольку амплитуда ,колебаний у них. 
·как �правило, значительно ,больше, чем в монолитных
блоках. Радиоэлементы, ,смонтированные непосредствен
но на плоских деталях, например платах или шасси, вос
прини1мают по111ностью эти колебания.

При построении моделей для ра·счетов процессов теп
лопрО1Водности в пластинах исключение одной координа
ты производилось на о·снове пр�положения, что темпе
рату:ра по толщине пластины изменяе'Гся по линейному
закону. Такое допущение можно использовать и при по
строении моделей для ра,счетов вибраций.

3.15. Гипотеза прямых нормалей 

Эта гипотеза говорит о том, что все прямые, нор
мальные 1к срединной плоскости пластины до деформ,и
р,ования остаются прямыми и нор,мальными ,к ней по·сле 
деформирования. Са1ма срединная поверхно.сть искривля
ется, но не испытывает растяжения. Гипотеза прямых 
нормалей позволяет построить для пластин двухмерные 
м•одели, в которых узлы располагаются в одной плоско
сти. Кроме того, в расчетных соотношениях для пластин 
остается одна переменная - перемещение в н.апра1вле
нии нормали ,к пластине (ir11porиб), 'ЧТО значительно упро
щает расчет. 

3.16. Уравнение изгибных колебаний 

Для составления уравнения движения пластины ра
зобьем ее на элементы прямоугольной формы. Расс,мо
трим ,случай регулярной сетки, ,когда все элементы им·е� 
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ют одинаковые размеры. Эти элементы можно назвать 
элемента,ми массы (рис. 3.33). По боковым граням эле
мента массы со стороны соседних элементов действуют 
нормальные и касательные напряжения. Нам неизвестен 
закон �распределения этих напряжений по плоскости гра
ни, но мы можем суммарное действие каждого вида на
пряжений заменить равнодействующей силой. 

Нам потребуется одно уравнение движения, которое 
получается, если спроектировать равнодействующие на 
направление вертикальной оси z.

Отличными от нуля получаются только проекции на 
вертикаль равнодействующих касательных напряжений 
а + , а-, а+, а-. ОбJзначим эти проекции символами

zx zx zy zy 

Q(x+h/2), Q(x-h/2), Q(y+h/2) и Q(y-h/2) соответ
ственно, тогда уравнение динамического равновесия 
можно ,будет записать в виде 

Q(x+h/2)-Q (x--h/2) +Q (y+h/2)-
-Q (y-h /2) =maz, (3.32) 

где т - масса элемента. 
Равнодействующие, деленные на объем элемента мас

сы, обьРrно называют ·перерезывающими силами. Для 
определения равнодействующих выделим для каждого 
элемента массы четыре элемента, которые назовем эле
ментами перерезы1вающих сил (рис. 3.34). Элементы пе
ререзывающих сил смещены относительно элемента ма,с
сы на половину шага и наложены один на другой. 

Рассмотрим отдельно элемент для определения рав
нодействующей Q(x+0,5) ,(рис. 3.35), она приложена 
посредине нового элемента. Но напряжения можно счи
тать •внешними по отношению .к элементу толь·ко в том 

L 
3лемент массы 

( 

5- б'хх (:f.r 

t:Jzg
Рнс. 3.33. 
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Q fi Q x;i 

[/(х+ /1]1 

Ofx+J) 
бхх 

Рис. 3.35. Рис. 3.36. 

случае, если отб(рошена часть области по сечению, где 
указаны напряжения. Поэтому приложим две новые 
равнодействующие Q (х+ 1) и Q 1по граням нового эле
мента и будем считать, что равнодействующая Q (х+О,5) 
равна среднему арифме'Гiическому новых равнодейст
вующих: 

Q(x+0,5)=[Q(x+ 1)---'Q] /2. 

Соста.виl';i уравнение равно�в-есия нового элемента. По
скольку равнодействующие образуют ,момент •сил, то 
уравновесить их можно только с помощью другого мо
мента или неаколЬ1ких моментов сил. Такими 1моментами, 
приложенны,ми к элементу перерезывающих сил, -будут 
моменты нормальных и касательных напряжений <Jxx и 
<Jxy (рис. 3.36). При изгибе пла,стины вверх верхние слои 
будут растягиваться, а нижние-,сжиматься, поэтому 
выше срединной .поверхности напряжения ,будут направ
лены от центра пластины, а ниже -.к �центру. Таким 
образом, напряжения будут ,создавать моменты. Чтобы 
вычислить величину момента, 1вначале вычисляют вели
чину нормальных напряжений в зависимости от удаления 
-слоя от срединной �поверхности. Для этого на-м и послу
жит гипотеза прямых нормалей.

Запишем новое выражение для нормальных напря
жений через деформации �растяжения. Прежние ·выра
жения (3.5) теперь непри1:1одны, та.к как 1иэ 'I1!)ex дефор
маций растяжения, входящих в каждое уравнение, 
можем определить только две, лежащие в плоскостипла
стины и определяемые .с ,помошью гипотезы прямых нор
малей. О дефор·мации в направлении нормали 1к плоско
сти пластины мы ничего сказать не можем. Ясней вопрос 
с на'Пряжениями. Если на пластину не действуют внеш
ние силы, нормальные 1к поверхности, или такие силы 
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hx 

Рис. 3.37. 

приложены с одной стqроны, то .можно •считать, •что на
пряжения <1zz по всей толщине отсутствуют. А для двух 
оставшихся нормальных напряжений можно по аналогии 
с уравнениями (3.3) записать 

1 " 1 " 
81&z = Е 01&z - Е 01111• 81111 = Е 01111 - Е 0zx•

Решив эту систему относительно неизвестных напря
жений, �получим 

Е Е 
cr1&z = 1 _ "а (•zz + 'V•1111), 01111 = l _ "а (•1111 + \'81&%).

В полученные выражения, естественно, не входит 
относительное удлинение в направлении z. Нам нужно 
только пер,вое из этих уравнений. 

Теперь исходя из гипотезы ,прямых нор�малей опреде
лим деформации ехж и е1111 в нужных сечениях. Эти де
формации за11шсят от удаления слоя, для ·КОТQIЮГО они 
вычисляются, от поверхности пластины. Возьмем слой, 
находящийся на самой поверхности (рис. 3.37). Нужно 
определить деформации -ехх в точках х и (х+ 1). Для 
этого выделим новые элементы, которые можно на•звать 
элемента1ми изгибающих -моментов. Для определения де
формаций ра,стяжения нам потребуется ,восемь таких 
элементов, из ,к;оrорых четыре -совпадут с элементом 
массы. 

Абсолютное удлинение у поверхности нового зле·мен
та выражается через углы поворота •сечений. Если за по
ложительное направление отсчета углов принять на·прав
ление против часовой стрет�и ( см. рис. 3.37), то абсо
лютное удл,инение .составит ,h[y(x+ 1,5)---'\'(Х+О,5) ], 
а оносительное •будет 1В hx раз меньше: 
•х1&(х+ 1) =h [у (х+ 1,5) -у (x+0,5))/h

z• (3.33) 
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Рис. 3.38. Рис. 3.39. 

Теперь нужно определить относительное удлинение
в той же точ1ке (x+Jl), но в направлении нор1мали
к плоскости чертежа ( ом. ,рис. 3.37). Для этого рассмо
трим изгиб тех же элементов изгибающих моментов
в ,плоокости yOz (рис. 3.38). Относительное удлинение
в направлении у 1будет у поверхности определяться вы
ражением
е1111 (х+ l)=h[q,(x+ 1, у--0,5)-ср(х-1, у+О,5)] /h11 • 

Подставив полученные 1эначения относительных удли
нений в первое выражение для нормальных напряже
ний, получим

Ozz(x+ l)= 1 Е\
1 
[у (х+ 1,5\-:-

У (х + 0,5)
+

+ ip(x+1, y-0,5)-ip(x+I, u+0,5)]V � (3.34)

Относительные удлинения согласно гюпотезе пря,мых
нормалей распредел,ены по сечению ;ПО л,инейному за
кону, поэтому также будут распределены и напряжения
ажж (рис. 3.39). Это позволяет легко рассчитать изги
бающий �момент 1В сечении. За1меним напряжения двумя
равнодействующими (для верхнего и нижнего треуголь
ника). Они будут •ра,вны площади треугольни1юв, обра
зованных диаграммой напряжений, умноженной на ши
рину элемента h

11
: 

Р=Р'=О,оожж(х+ l)M11•
Эти ·ра,внодействующие будут .приложены в центре

"Треуrольни,ков, т. е. на раосrоянии 2h/3 ar срединнойпо
верхности. Поэтому создаваемый ими момент M11(x+l)=
=4Ph/3 2h2hvaжж(x+ 1) /3. 

Подставив сюда значение нор�мальных напряжен,ий
(3.34). ·получи,м вьrражение изги6ающего момента через
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Рис. 3.40. 

углы поворота ,сечений: 

М (х+ l) =� Eh'hy [' (х + 1, 5) -r (х + о, 5) 
У 3 1 _ .,,2 h

x 

ip (х + 1, у- 0,5) - ч� (х + 1, у+ 0,5)
]

-v
h 

у 

(3.34а) 

Касательные напряжения возникают на бокювых по
верхностях элемента перерезывающих сил вследс11вие 
закручивания пластины (в виде пропеллера). Они обра
зуют моменты сил, которые называют �крутящими. Для 
их нахождения выделяют четыре элемента (�рис. 3.40). 
С пом,ощью каждого такого элемента определяют Д:Ва 
!Крутящих м,омента в двух взаимно перпендикулярных 
вертИ�кальных плоакостях. 

Касательные на1Пряжения, действующие по граням 
с нормалями х и у, определяются одной и rой же сум
мой углов 'Фж и 'Фи · Вблизи поверхности элемента каса
тельные на1пряжения 

Е 
0ux = 0xu = 2(1 +v) (Фх+Фu)·

Нормальные напряжения определялись через модуль 
Юнга и коэффициrнт Пуассона, поэтому касательные на
пряжения выражены не через модуль ,сдвига µ, а через 
модуль Юнга и коэффициент Пуассона. 

Углы 'Фж и 'Фи на поверхности пластины следует опре
делять через углы поворота сечений, например: 

Фх-= h[-ч�(х+ 1; u+0, 5)+чi(u+0,5)]/hx,
Фи =h [у(х+О,5; и+ 1)-y(x+0,5)]/hu.
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Крутящие ,моменты, создаваемые касательными на
пряжениями, вычисляются та.к же, как и изгибающие 
моменты: 

Ну(х+О,5; и+О,5)= 2h2hxCJxu(x+
З
0,5; u+0,5) Eh3hx 

Х3 (1 + v) 

х[у (х+ 0,5; и+ 1) -у (х+ 0,5) -- ip (х + 1; у+ 0,5) - ip (у+ 0,5)],hy hx 

(3.35) 
Нх(х+ О,5; u+0,5)=-2h2hy<'xx(x+0,5; u+0,5)/3. 

Напомним, что моменты ,считают,ся положительными,
если они вызывают вращение против часовой стрелки,
поэтому положительные касательные напряжения f1yx 

создают отрицательный •момент Н х• 

Р�с. 3.41, 

Теперь, когда определены ·все изгибающие и ,крутя
щие мо•менты через углы поворота сечений, можно при
ступить 1к вычислению перерезывающих сил. Для этого 
вернемся ,к ·равновесию элемента перерезывающих сил
(рис. 3.41). 

Проектируя ,моменты на ось у, получаем: 
[Q (х+ 1)h8 +Qhu]f2=M8 (x+ 1)- .ми +ни (х +О,5; 

u+0,5)-Hu (х+О,5; у- 0,5). 
Учитывая, что перерезывающая сила, прилQженная

к элементу массы, ра1вна полу�сумме перерезывающи:х
сил Q и Q(x+l), можно записать 
Q(x+ l)=[Mu(x+ 1)-М8 +Ни

(х+О,5, у+О,5)+ 
+ни (х+о,5, у-0,5). (3.36) 
Теперь остается только выразить углы поворота се

чений через перемещения узлов модели-сетки в верти
кальном направлении, или, что то же самое, через про
гибы пластины. В выражения шест.и изгибающих момен
тов входит 24 угла поворота. Для их определения вы
деляется 24 элемента углов поворота сечений (рис. 3.42). 
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JлеменmЬ! 
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'!/ 1/ 
'Cj) �-½,у+½!

Мх � 
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+½)
8леменmN угло5 

лоdорото fx-1 hrl'-1'¼-:-:C-.:,; 1/•,Р 
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J 
,, 
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Рис. 3.42. 
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---�-(y
+
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(x+h, y-h) (x+h} (x+h1 y+/Jl� 
t (x•2hi 

, 

Pt4c. 3.43. 
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r(x-J;z}=
=-

w(!-h)-w(x-Zh) 
hx 

(j)(X-11 у-½)=
W{,(-1,)-w(x-/J,y-h)

у,(х-1, у+ Yz)=
w(x-lt,y+h}-w(x-1,)

l:11 h" 
'У fx-h, y-lJ= r(x-½J= r (x-h, у-1)=

=- w(t:,_hJ-wfx-1!,y-t,)
nx 

=-
w-w(!-IJJ

hx 
_ w(fL+h J-w(x-1,

1 
!!..•h)

nx 

(J)fU-J/z)= (j)(!J-½)= Sfl(!J+½}= (jJ ( y+o/z )=
=W(i_-l!)-w(f_-lhJ W-W(fL-17) w(y+h)-w w(y+Zh)-W(fl__+h)

lz.11 
-

пи пи пи 
r(x+';z,y-/)= r(x+½J= r(x+½, y+/J=

=- w(x+l!,�:)-w(!l-h) _ w(x+ll)-w--
лх 

=- W(�Л,!J+Л}-W(fj_+I,}
hx 

(j)(X+f, y-';z)= ,о(х+½' у+/)а= w (x+h J-w (x+ll
1 
у-11) w(x+l7,,f_+h}-w(x+h)

пи hи 

rfx+J/zJ=
1::-w(x+Zh)-w(x+h)

hx 

Рмс. 3.44. 

Некоторые элементы совпадают друг с другом, и оста
нется 16 независимых элементов. Поокольку сечения 
нормальны к срединной поверхности, то углы поворота 
выражаются в виде первых разностей от перемещений 
по соответствующим координатам, напр.имер: 

( + 1 5)-- w (х + 2)-w-(x+ 1)
"( Х ' - h . 

х 

Для определения всех необходимых нам углов �пово
рота потребуется 13 узлов модели-се11ки (рис. 3.43). Та
кое сочетание узлов для расчета пластин называют 13-
точечным шаблоном. Полный набор необходимых углов 
показан на рис. 3.44. 

Подставив значения углов в выражения (3.34а), по-
лучают значения изгибающих моментов (рис. 3.45). 
Изгибающие моменты выражаю-гся чере'I третьи разно
сти от прогибов по координатам. 

Бели подставить значения углов 1в у:равнение (3.34), 
то получается выражение для крутящих моментов 
(рис. 3.46). В эти выражения также ,входят вторые раз-
10-421 145 



,i,. 

c:n 

2Eh 3 hx 
Mx(Y-l)= з(l -v2)X

x[
w-2w (y-h) + w (y-"2h)

h2 + 
у 

+
w (x+h, y-h)-2w (-У-

V h2 -
х 

- -h) +w(x-h, y-h) 
]

Рис. 3.4S. 

2Eh 3h, 
М11 (х- 1) =з (1 -v2)X 

[
- w + 2w (х - h) - w (х - 2h)

Х 
h2 + 

х 

+
-w (x-h, y+h)+ 2w (x-h)-w_(x-h, y-h)]11 h 2 

11 

2Eh 3h11 [
-w (х+ h) + 2w- w (х - h)

М11 = 3 (1 - v 2) ' h2x + 

+ -w(y + h) + 2w-w(y-h)
]V h2 

у 

М 
_ 2Eh 3hx l w (у+ h) -2w+w (y- h)

х - 3 (1 - 11 2) h2 + 
11 

+ w(x+h)-2w+ w(x-h)
]V h2y, 

2Eh 3h11 
М11 (х + 1) = 3 (l _ v 2) Х

х[- w (х + 211) + 2w (х + h) - w 
h 2;,. 

+ 

+ -w (x+h, y+h)+2w ("'+h)-w(x+ h, y- h)
]V h2 

11 

2Eh 3hx 
Мх (у +1) = 3 (1 - v2) Х

x[w (y+2h)-2w (У+ h)+ w
h2 + 

у 

+ w (х+ h, y+h) - 2w (у+ v h2 -
х 

_. +h) +w (x-l1, y+h) ]



Ну (х- +. у-+)=
2Eh3hx 

= 3(1 + v) Х

х -w+w(y-h) + w(x- ➔ hxhц 
➔- h)-w("-h, y-h),

нх(х -+•у-+)=-
-h; ни(х -+· у-+)

ну(х++, у-+)= 2Eh 3 hx 
= 3(1 + v) Х

-w(x+h) + ru!( ,+h, у -
х 

➔ hxh
y - h)+w- w(y-h)➔ ' 

( . 1 1 ) Нх х +2• У-2 =--
hy ( 1 1 ) - hx Ну х +2• У-2

Рис. 3.46. 

ну(х--}, У+-½-)=
2Eh 3hx 

= 3(1 + v) Х 
X-w(y + h)+w +'w(x-h, У+➔ hxhy 

+ h)-w(x - h)
нх(х -+,У++)=-

hy ( 1 1 )-7zxHx х -2• У+2
ну(х ++. У++)=

_ 2Eh 3hx 
- '3(! + v) 

Х
Х- u·(x+h, y+h)+w(x+h) + ➔ hxh

y 

➔ 
+ w(y +h)-w

.Нх(х ++,У++)=-
hy ( 1 1 ) -7zx Ну х + 2• У+Т

ности от прогибов по координатам, эти разности называ
ются смешанными. 

Подставив значения изгибающих и крутящих момен
тов в уравнение (3.36) и выполнив алгебраические пре
образования, г.:олучим формулу для перерезывающих 
сил. Они выражаются через третьи ра,зности от прогибов 
по координатам (рис. 3.47). 

Заметим, что в выражения моментов входят шаги 
сет.ки hx и hy. При устремлении шагов к нулю моменты 
также обращаются в нуль, и это понятно, так ка1к они 
пропорциональны площади боковых r�раней элементов. 
Чтобы этого не происходило, при решении дифферен
циальных уравнений вычисляют не сам момент, а его 
величину, деленную на шаг сетки, т. е. приходящуюся на 10• 147 



Q,{c-+)=DhЛ,X 
x[-w (х + h) +зw-3:1�x-h) + w (x-2h) + 

+ - w (y + h) + 2w;-w (y-h) +h/ia
g 

+ w (3' - h, у+ h)-2w(x -h) + w(x - h, у- h) j h/i2
g 

Q,(и-+ )=Dh/igX Qi(и+-½-)=DhЛJX 
[-w (g + h) + Зw- Зw Х

Х Х (у-h) ;,, 111 (у-2 h) + [-w(g + 2h) + 3111(Y+h)-
Х -зw+ w (g-h)h' + g 

+ -w(x + h)+2w-w(x-h) + - w(x + h, у + h)+2wX
h•/ig + X(u+h) -w(x-h, y+h) +h•,ll

g •(1e+h, y-h)-2u,(y- h)+] + +w (x - h, y - h) h•Ji" 
w(x-h) - 2w + w(x: -h)] + h•Л

х[ 

Qz ( x ++)=DhЛ,X 
- 111 (х + 2h) + 3• (х + h) - З w  + w (х - h) +

h' 

+ -• (х + h, у+ h) +2w (x+h)-w (x+h, y-h) +
h,Jt•,

Рис. 3,47. 
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единицу длины грани. Эту величину называют интенсив
ностью момента. 

То же ,са,мое происходит и со значением перерезываю
щей силы. Она пропорциональна площади ,hxhv , поэтому
вычисляют величину ,силы, приходящейся на единицу
площади, т. е. да1вление. Подставив теперь значения пе
ререзывающих сил в уравнение равновесия (3.32) и раз
делив его на площадь ,hxhy, получим уравнение изгибных
колебаний пла,стины 
-D [w(x+2h)-4w(x+h)-6

h�x
+4w(x-h) +w(x -2h)+

+ 2 w (x+h, у+ h) - 2w (у+ h) + w (x-h, у + h)
h2xh2v 

_ 4 w(x+h)-2w+ w(x-h) +
h•xhzg 

+ 2 w (х + h, у - h) -2w (у - h) + w (х - h, у -h) +
h'xh2g

+ w (у+ 2h) - 4w (У+ h) + �� - 4w (у - h) + w (У - 2h) ] = 

=�. �� 

где р - поверхностная плотность ,материала, т. е. масса
пластины, приходящаяся на единицу поверхности: D=
=2Eh3 f 3( 1-v2 ) - цилиндрическая жест,1юсть пластины.

Запишем для сравнения дифференциальный аналог
разностного выражения (3.37): 

( и'fll и'fll +д4w ) 
д2w-D д'(,"' + 2 дх2ду2 дg"' =Р дt2 . (3.38)

Представив в ра'Зноетном IВЫражении уС'1юрение а1
в виде .второй разности от прогиб()в по ,времени и решив
ура,внение относительно .прогиба на верхнем временном
слое, получим я·вное уравнение 
w(t+,:)=-A[w(x+2h)-4w(x+h)+6w

-4w(x-h)+w(x-2h)]-2B[w(x+h, u+h)-
-2wJy+h)+w(x-h, u+h)-2w(x+h)+
+4w-2w(x-h)+w(x+h, y-h) -2w(y-h) +
+w(x-h, y-h)]-C[w(u+2h)- 4w(y+h)+
+вw-4w(y-h)+w(y-2h)]+2w -w(t -,:), (3.39)

где A.....Dт:2/ph\:, В Dт:2/ph2:ich2
11, C=Dт:2/ph4

11 • 

У,равненне (3.39) позволяет �производить ,расчет по
явной схеме. Для получения явной схемы уравнение
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должно быть дополнено на'Чальными и граничными усло
виями. В начальных условиях должны ,быть указаны 
прогибы всех узлов в два начальных момента времени. 
Задание граничных условий в этом случае довольно 
сложно, и на нем следует остановиться подробнее. 

3.17. Граничные условия 

Если при расчете вибрации монолитного ,блока можно 
было задавать на поверхности т•олько перемещения или 
силы (напряжения), то при расчетах 1колебаний пластин 
можно задавать четыре вида величин: прогибы, углы по
ворота ,сечений, изгибающие и �крутящие �моменты и пе
ререзывающие силы. Нужно обязательно задавать два 
вида величин. При этом возм,ожны следующие ·комбина
ции: 1) прогиб и угол поворота сечения, 2) прогиб и 
изгибающий момент, 3) угол поворота ·сечения и пере
резывающая сила, 4) изгибающий момент и перерезы
вающая сила. 

Ра·ссмотрим те случаи задания граничных условий, 
которые встречаются при расчетах изгибных колебаний 
плат в конструкциях РЭА. 

Защемленный край (рис. 3.48). Плата вставлена 
в металлический паз без зазора. Если при это,м паз не
подвижен, то очевидно, чrо перемещения узлов (у+ h), 
(x+h, y+h) и (x---h, y+:Ji) и угол поворота сечения 
<р (у+ 1,5h) должны оставаться равными нулю. 

Записывать ура,внения движения (3.39) для узлов 
на линии (y+h) не нужно, посколь·ку прогибы там рав
ны нулю. При составлении уравнений движения уз.rюв 
на линии у нужно 1прира·внять нулю угол <р(у+ 1,5h)= 
=[w (y+2h)-w (y+h)] /h

y. 
Тогда в уравнении (3.39) член в скобках с множителем 
С будет иметь вид 

-C[(-3w(y+h) +6w+4w(y-h) +w(y-2h)].

Рис. 3.48. 
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Рис. 3.49. 

Таким образом, в узлах вблизи границы решается 
не все уравнение (3.39), а только часть его, причем в эту 
часть не входит перемещение законтурного узла (у+
+2h), а перемещения граничных узлов (y+h) будут
приравниваться нулю автоматически, если в ячейки па
мяти, где хранятся перемещения w (y+h), записывать
нули.

Может ,случиться, что движение защемленного к.рая 
задано, например, ему пер-едаются колебания в верти
кальном направлении. Здесь возможны два ,случая. Если 
край платы остает.ся параллельным горизонтальной 
плоскости и угол rp(y+ 1,5) сохраняется равным нулю, 
то его нужно из ра-счетных ,соотношений исключить и 
задавать только перемещения. Бели и угол ер изменяется 
со временем по заданному закону, то в уравнение (3.39) 
вместо разности [w(y+2h)-w(y+h)] /h11 нужно под
ставить заданное значение угла. 

Шарнирно-опертый край (рис. 3 .49) . В сечении 
(у+ h) прогибы и изгибающие моменты Мх (у+ l) рав
ны нулю. При вычислении перемещений узлов, находя
щихся на линии у, нужно величину момента из уравне
ния (3.39) исключить. Тогда уравнение будет иметь вид 

w(t+ .. )=-A[w(x+2h)-4w(x+h)+бw-
- 4w (x-h)+ w(x- 2h)]-B(2- v) [w(x+h, 
u+h)-2w(y+h)+w(x-h, u+h)]
-2B[-2w(x+h)+4w -2w(x-h)+w(x+h, 
y-h)-2w(y-h)+w(x-h, y-h)]
-C[-2w(y+h)+5w- 4w(y- h)+w(y-2h)] +
+ 2w - w (t -,:). (3.40) 
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Рис. 3.50. Рис. 3.51. 

Может случиться так, что через шарнир задается 
движение на плату в виде перемещений узлов на линии 
(y+h). В этом случае ,соответствующие значения про
гибов запи,сываются в ячейки для проги6ов граничных 
узлов. В уравнении (3.40) нич·еrо м,енять не надо. 

Свободный край (рис. 3.50). По сечению на свобод
ном краю пластины не приложены ни нормальные, ни 
касательные напряжения. Поэтому в ,сечении должна 
отсутствовать перерезывающая сила Q11 (y+0,5) и кру
тящие моменты Н11 (х+О,5, у+О,5), Н11 (х-О,5, у+О,5). 
Кроме того, на свободном к.раю нет растяжения слоев 
в направлении у, так как края не искривляются, поэтому 
в уравнениях моментов М11 (х+1), М11, М11 (х-1) и м� 
будут отсутствовать члены 
v(w(x-h, y+h)-2w(x-h)+ 

+w(x-h, y-h)]/h2
g, 

v (w(y +h)-2w+w(y-h)]/h2
g, 

v(w(x+h, Y+h)-2w(x+h)+w(x+h, y-h)]/h2
g, 

v(w(y +h)-2w+w(y-h)]/h2
g. 

Изгибающий момент М11 действует на два ,соседних 
элемента перерезывающих сил, поэтому входящий в него 
член .нужно вычитать из уравнения (3.39) д:ва раза. 
В результате после исключения указанных членов из 
уравнения (3.39) получаем уравнения движения узлов, 
находящихся па линии у: 
w(t+-i:)=-A[w(x+2h)- 4w(x+h)+бw-
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-4w(x-h)+w(x-2h)]-B[-(2 -v)w(x+h>+
+(4 -2v)w-(2 -v)w(x-h)+(2 -v)w(x+h,
y-h)-(4 -2v)w(y-h)+(2-v) w(x-h, у- h)] -
-С [w-2w(y-h)+w (y-2h)] +2w - w(t--i:).



В полученное уравнение не входят отсутствующие 
узлы на линии (y+h) и (y+2h). Чтобы не ошибиться 
при выводе уравнений граничных узлов, нужно следить 
за коэффициентами при прогибах. Алгебраическая сум
ма всех коэффициентов в каждой квадратной скобке 
должна быть равна нулю. 

В ,случае свободного края узлы на линии (y-h) 
также станавятся граничными, так как по отношению 
к ним нет узла (y+2h). В уравнениях для этих узлов 
:нужно исключить в выражении момента М(у+ 1) член 

[w(y+2h)-2w(y+h) +w] /h2
11 , 

учитывающий .растяжение слоев в направлении у.

Закрепление в точке. В радиоконструкциях часто при
меняют крепление ,с помощью винтов или ,болтов. В за
висимости от моме.нта затяжки винта, зазоров и конфи
гурации шайб в одних ,случаях такое крепление можно 
считать шарнирным, а в других - жестким. Если крепле
ние рассматривае1'СЯ как шарнирное, т. е. не препятст
вующее повороту платы, то для ра,счета прогибов окру
жающих узлов используются ра,счетные соотношения 
(3.39) без изменений, только в ячейку прогиба, где рас
полагается винт, записываеrея прогиб, равный нулю. 

Бели крепление считается жестким, ro нужно исклю
чить из .расчетных ,соотношений углы поворота сечений 
вблизи точки крепления. Углы поворота при ,составлении 
уравнений (3.39) вычислялись в промежутках между 
узлами, поэтому нужно будет приравнять нулю четыре 
,соседних угла (рис. 3.51). 

3.18. Учет инерции вращения 

Недостатком уравнений (3.37) и (3.38) является то, 
что в них не учитывается инерция вращения элементов 
и эти уравнения не являются волновыми. Отличие вол
новых уравнений от неволновых состоит в том, ·что вол
новые описывают колебательные процессы, в которых 
екорость ра,спро,ст,ране.ния волн не зависит от их длины 
и частоты. В них порядок разностей или производных 
по координатам и .времени одинаков. Наши уравнения 
имеют второй порядок по времени и четвертый порядок 
по координатам. В результате ,скорость распространения 
:волн ·в решении :получае1'ся тем большей, чем короче 
волны. Если длина волны становится соизмеримой с тол-
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щиной пластины, то ,скорость действительного процессаначинает все более отставать от ,скорости решений. Например, частоты резонансов в расчетах получаютсязавышенными, и трудно оценить погрешность такого завышения. 
Чтобы уст,ранить этот недостаток, ,сделаем выводуравнений движения пластин с учетом инерции вращения элементов. Запишем три уравнения д•вижения: одноуравнение проекций ,сил на вертикальную ось и двауравнения проекций моментов на горизонтальные оси.В качестве неизве,стных возьмем прогиб w и углы поворота сечений q> и 'V относительно горизонтальных осей.При выводе таких уравнений нельзя руководствоваться гипотезой прямых .нормалей, поскольку, как мывидели, такая гипотеза оставляет место только однойнеизвестной. Введем в эту гипотезу некоторые изменения. Будем считать, что нормали к •срединной плоскости,проведенные до деформации, остаются после деформации :прямыми, но не обязательно нормальными к ,срединной по,верхности. Это позволяет нормалям поворачиваться в двух перпендикулярных плоскостях и допускает появление двух неизвестных углов пово,рота. Такоепредположение называют гипотезой прямых •сечений ииспользуют в техни·че.ской теории изгиба пластин (теория Тимошенко). 

Разо,бьем, как и прежде, пластину на прямоугольныеэлементы и будем ,составлять уравнения движения длякаждого элемента. По четырем боковым граням элемен-

!Jvem инерции 
Вращенин 

Рис. 3.52. 
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Рис. 3.53. 

8h!I/UCЛeHllt! 

перерезывающих сшz 

та будут действовать нормальные и касательные напря
жения (рис. 3.52). 

Нормальные на;пряжения О'хх и О'уу создают изгибаю
щие моменты Му 

и Мх, касательные напряжения О'ух и 
О'ху - крутящие моменты Нх и Ну, а касательные напря
жения CJ'zx и CJ'zy - пе,ререзывающие силы Q. Начнем вы
числение ,с перерезывающих ·сил (рис. 3.53). 

Величина касательных напряжений определяется
суммой углов: 

O�=ft['((X+0,5)+(f(X+0,5)]. (3.41) 
Угол наклона касательной к срединной поверхности 

выражается через прогибы в двух сос•едних узлах: 
ф(x+0,5)=[w(x+h)-w] /hx, 

Углы поворота сечений теперь 011ределяются так же, 
как и прогибы в узлах модели. Поэтому угол у(х+О,5) 
выразим как среднеарифметическое между углами в со
седних узлах: 
y(x+0,5)=[y+y(x+h)] /2. 
Подставив значения углов в выражение (3.41) и умно
жив на площадь сечения грани, получим значение пере
резывающей силы 

Qx(x+0,5)=f!-hyh [2 w(x+
h:

)-w +
+у+ у (х+ h)]. (3.42)

По аналогии можно записать значения перерезывающих 
сил, действующих по трем остальным граням эле
мента: 
Qx (х - 0,5) = µhyh [ 2 w - �� - h) + у (х - h) +у]• 
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Рис. 3.54. 

Q11 (y+0,5)=P.hxh [ 2w(y+
h�-w-(fl -ч� (y+h)j,

е@11 (у- 0,5)=1'-hxh [ 2--::-h)_f (у- h)- f]. (3.43) 

В отличие от углов 'У увеличение углов q, не увели
чивает, а уменьшает величину перерезывающей си
лы, поэтому эти углы входят ·в выражения (3.42) с ми
нусом. 

Спроектировав все силы Q на ось z и приравняв их 
силам инерции, получим после деления на объем эле
мента hxh112h первое уравнение движения 

[ w(� + h) - 2w + w(x - h) + у(х + h) -у(х -h) 
р, hax 2hx 

+ 
+ w(y+h)-2w+w(y-h) ip(y+h)-ip(y-h)

]=
h1

11 
2h

11 

w(t + -с) - 2w + w(t - -с) (3.44) =Р ,:2 , 

Для вычисления изгибающих моментов найдем зна
чения нормальных напряжений на боковых гранях эле
мента. В качестве исходных уравнений возьмем сле
дующие: 
<1хж= ( Л. + 2 µ) 8хх + Л.81111, <1уу

= ( Л. + 2 µ) 8vu + Л.8хх, 
считая, что деформации ра,стяжения в направлении z
в пла,стине от,сутствуют. 

Относительное ра,стяжение верхнего слоя пластины
в направлении х в точке (х+ 0,5) можно записать по
156 



аналогии с формулой (3.33): Bxx(x+O,S)==h[y(x+h)
-y] /hx. 

Относительное растяжение в той же точке в ,направ
лении у выражается через углы поворота сечений в че
тырех узлах (рис. 3.54): 

•zz(x+0,5)=-h [cp(x+h, u+h)+ 
+cp(y+h)-cp(x+h_. y-h)-cp(y-h)].
Таким образом, изгибающий момент, создаваемый 

нормальными напряжениями в точке (х+О,5), будет 

М6 (х+ 0,5) =f h2hyazz (х+ 0,5) =

=+ h'hv [ р, + 2р.) у(х +
h
�) - у --

- ,1, ср(х + h , у+ h) + ip(y �::-ip(x+h , y-h)-J(y-h)]. (3.45}.
По аналогии можно записать выражение для изги

бающего момента в точке (х-0,5). Для этого нужно 
цроизвести «сдвиг» уравнения (3.45) на один шаг hж 
«назад»: 

M6 (x-0,5)=+ •h'hu[(.i+2p.) y-yt-h) 

_ ,1, чi(y+h)+ip(x-h, y+h)-ip(y-h)-ip(x-h , y-h) ]4hy 

Для оцределения крутящих моментов можно вос
пользоваться рис. 3.40, только ,следует учесть, что углы 
,J,ж и ,j,11 определяются не в точке (х+О,5, у+О,5), а в точ
ке (у+О,5), поэтому значения углов будут выражаться 
следующими формулами: 
d, _ h -ip(x+h, Y+h)-ip(x+h)+ip(x-h, y+h)+ip(x-h) 
п-

� 
'

ф - h у(у + h) - у 
у- h

11 

.

Величина касательных напряжений у поверхности пла
стины определит.ся суммой этих углов: 
Gжу (у+О,5) =µ(,J,х+'Ф11). 
А крутящий момент в этом ,сечении будет равен 
Ну (У+ 0,5) =+ h2hzazy (у+ 0,5) =

= f h'hz
P. l у(у +

h

1;-1
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_ 'f(X + h, y+h)+'f(x+h)-1y(x-h, y+h)-ip(x-h) ] (З.46)
4hx 

По аналогии записывается з.начение крутящего мо
мента в ,сечении (у-0,5). Для этого формула (3.46) 
«сдвигает-СЯ>> влево на шаг hy , 

Теперь мы имеем все значения моментов относитель
но оси х и можем составить уравнение моментов. При 
этом нужно учесть, что п�ререзывающие ,силы Qx (x+ 
+0,5) и Qx(x-0,5) также создают момент отно.сительно 
оси у, а в правой части уравнения моментов должно 
стоять произведение момента инерции элемента на угло
вое ускорение. Момент инерции элемента прямоуголь
ной формы относительно оси •симметрии 
l=i-Phxhuh'(l +h\/4h2). 

После деления левой и правой частей уравнения на
2hxhyh3 /3 'ПОЛУЧИМ

лtх2р. fy (x+h) -2у+у (х-h)] -

-\tд (qi(x+h, y+h)-qi(x+h, y-h)-

-qi(x-h, y+h)+чi(x-h, y-h)]+
+ $ [у (y+ h)- 2у+ (3.47) 

у 

+y(y-h)]- 2
��

х [w(x+h)-w(x-h)]-

- :t fy(x+h)+2y+y(x-h)]=

= �2 (t + :;: ) [y(t+-c)-2y+y(t--c)]. 

Третье уравнение движения можно получить из урав
нения (3.47) циклической перестановкой х-у-х. При 
этом у изменяется на -(j), (j) на -у: 

л +h_2tJ- [f (y+h)-211? +11? (у- h)] _ л4t: [у (x+h, 
у х у 
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у+ h) -у (х -h, у+ h) - у (х + h, у - h) +
+r(x-h, y-h)]+; [qi(x+h)-2чi+ 

х 

+чi(x-h)]+ 2;� fw(y+h)-w(y-h)]-
Y 



- i:2 (ер (y+h) + 2ср + ер (у- h)J = 

=-р ( 1+h2

Y)fcp(t+,:)-2cp+cp(t-,:)].,:2 h2 

Для сравнения n1р.иведем дифференциальный анал•оr уравнений 
движет� я: 

(д2w ду д2w д
'f ) 

д2w 
1.1. \ дх2 +дх + ду2 -ду =р дt 2 '

д2у д2
'f 

д2у
(л.+2µ.) дх2 -(л.+1.1.) дхду + µ ду2 

-

/J, дw µ. д2у 
-3 h2 д,:, -зvу = р дt2'

д2
'f 

д2у r д2
'f 

(л + 2t1) ду2- - (л + µ.) дхду + t1 дх2 + 

µ. дw /J, д2
'f 

+зvТу-ЗF'f = Рдt2.
ТGч:но так,ие у,ра'ВiНення получаю11Ся, есл,и при•меняют разложение 

перемеще,ний 1В 1ря,д ,по ,полиномам Лежа,мра 1В у�рЭ11Внен:иях Ла,мэ (9]. 
При этом ,в разложении 1В ря1д по полИ1номам со:юраняются члены 
Wo, и1 ,и v1. Овязь Э'ГИХ членов разложения с нашюми переменными: 
Wo=2W, U1=2vh/3, V1=-2q;h/3. 

У�ра.�нения (3.43), ,(З.47) ,и (3.48) .МО}ЮНО nредставить в в,щце 
я�вной 1разност,ной схемы, если решить их о·тносительно неиз,вестных 
W (t+'t), -V (t+-r) 1И {J}(t-r'{) :И .ДОПОЛНИТЬ ПОЛ�еН!НЫе СООТ!НОШеНИЯ 
начальными и ·г,раничным.и у,славия·м1и. В !Начальных услО1Виях за
даю11ся 1Все п,рО'mбы .и у:rлы по11юрота 1В :ZIJBa 111ачалЬ!Ных �момента 
времени. При задании ·гра!Н,fЧНЫХ услооий 111уж1Но ,руководствоваться 
теми •же ,пра,в:илам,и, что я при ,решении ура1Внения (3.39), однако 
теперь это делать •проще, поокольку ,п�рогИlбы и углы ПО1В◊1рота п,ред
ставляю11ся ,разными ,вел;ичи111ами. 

НацрИ1мер, при защемлен!Ном ,юрае :в узлах, ,расположенных ,ia 
границе, П1роги,б и соо11ВеТIС'I1Вующий �ол при.Н1И1маются ра,вными 
нулю. В случае ша,рни,р,но-опертого 1Кiрая ра·вными 111улю задаются 
только ,пе,ремещения. А s случае ,овободн.ого ,края 1В свобо,1щом се
чении ,приравниваются irулю соответствующая перерезы1Вающая аила 
и изгибающий ,момент. 

3.19. Модель коробки 

В радиоаппаратуре часто применяют коробчатые 
конструкции (шас-си, кожуха и т. д.). Поскольку короб
ки включают в ,себя несколько пла,стин, в ка-честве основ
ных у.равнений для расчета перемещений узлов, отстоя
щих от ребер коробки на шаг и более, использую11ся те 
же уравнения движения, что и для пластин. Для узлов, 
рас,юложенных на ребрах (рис. 3.55) нужно составить 
,свои уравнения движения. 
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Рис. 3.55. 

Сделаем простое предположение о характере дефо,р
мирования ребер, которое позволит нам для расчета 
всех узлов коробки использовать уже полученные урав
нения. Это предположение ,состоит в том, что в ребрах 
пла,стины не прогибаются, а только поворачиваются от
носительно линии ребра. При этом прямой угол между 
двумя •соседними пла,стинами сохраняется. По ли.и.ни 
изгиба пластины можно распрямить, т. -е. можно -сде
лать развертку корО'бки (рис. 3.56). 

Теперь прогибы во всех узлах модели измеряются 
в одном направлении - вверх. В узлах по линиям раз
реза, которых ,стало вдвое больше, нужно задать про
гибы равными нулю. Если используе'I'ся уравнение 

Рис. 3.56. 
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,r 

� 
r:!t,-oJ, , .&-!'/2-c------«>--

Рис. 3.57. 

fl 

(3.39), то в этих узлах расчет не производи11ся. При 
расчете прогибов в соседних узлах нужно учитывать 
изменение направления координатных осей по линиям 
разреза (рис. 3.57). 

Если используют,ся расчетные формулы (3.44), 
(3.47) и (3.48), то в узлах на ребрах вычисляются углы 
поворота q> .и у. При этом вследствие поворота коорди
натных осей за линией разреза •следует брать вместо 
угла q> угол у и наоборот ,с соответствующими знаками. 

Мы ,рассмотрели •спо.собы построения моделей плас
тин и коробчатых конструкций в том случае, когда эти 
конструкции движутся самостоятельно и их движение 
не ,связано •С другими деталями. При выполнении расче
тов вибраций часто приходится такие связи учитывать. 

Наиболее ча,сто приходится учитывать массу радио
элементов, укрепленных на поверхности платы. Если 
элементы расположены по поверхности равномерно, то 
можно учесть их ма,с,су соответствующим увеличением 
плот.ности материала платы. Если же детали на по
верхности не одинаковы или расположены неравномер
но, то приходится учитывать дополнительную ма,ссу 
в каждом узле модели-сетки. 

Встречаются ,случаи, когда детали, деформации ко
торых следует учитывать, соединяются ,с пластинами. 
В этом случае пластине передаются силы или моменты 
со стороны этих деталей. Можно выразить эти ,силы и 
моменты через перемещения близлежащих узлов пла,сти
ны и детали и ввести в уравнения движения наравне 
с ,силами и моментами в самой пластине. В результате 
получатся уравнения движения для мест сочленения. 
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3.20. Модель стержневого каркаса 

Стержневые каркасы в радиоконструкциях несут ме
ханическую нагрузку, это стойки, части блоков, крон
штейны и фермы. 

Построение для отдельных ,стержней и их сочленений 
моделей-сеток по принципу моделей трехмерных тел на
талкивается на большие трудности, -связанные с боль
шим количеством элементов и малыми их размерами. 
Поэтому для стержней, так же как и для ш1астин, вво
дится упрощение в модель на основе различных гипотез 
о распределении перемещений и .напряжений по сечению 
стержня. Это позволяет строить для стержней одномер
ные модели в виде цепочки узлов. Однако для радио
конструктора расчет отдельных стержней представляет 
только теоретический интерес. На практике приходится 
рассчитывать достаточно сложные -стержневые конст
рукции, состоящие из десятков ,стержней. При построе
нии расчетных соотношений для мест сочленения запи
сываются свои уравнения движения. В общем -случае, 
когда ,стержни приходят в места сочленения под произ
вольным углом, такие уравнения получаются довольно 
сложными, поэтому мы ограничим-ся только случаем, ког
да все ,стержни в перекрестии ориентированы по отно
шению друг к другу под прямым углом. Этот случай 
встречается в конструкциях наиболее часто. 

3.21. Модель отдельного стержня 

В радиоконструкциях встречаются стержни прямо
угольного сечения, а также выполненные из уголка или 
другого профилированного материала. Строго говоря, 
гипотезы, на основании которых производится упроще
ние модели, справедливы только для сте,ржней прямо
угольного сечения. Однако часто эти гипотезы распрост
раняют и на -сечения другой формы. Это, разумеется, 
приводит к погрешностям, которые трудно с1ценить, но 
другого способа не придумали, и нам придется пойти по 
тому же пути. Мы получим уравнения движения для 
прямоугольных ,стержней, а затем укажем на те изме
нения, которые нужно произвести для ,сте,ржней иного 
профиля. 

Для пластин были приведены два способа построе
ния модели. Первый ,спо,соб основывался на гипотезе 
прямых нормалей, и в нем не учитывалась инерция вра-
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щения элементов. При J11емент стержня 
втором способе учитыва-
ла,сь инерция вращения, 

� но вместо одного уравне-
ния получалось три. При х !J 
построении моделей 
стержней мшюно также 
следовать одн•им из этих 
путей. Однако при по
строении расчетных соот-

пх+ ношений для перекрестий "'· 
стержней второй путь 
предпочтительнее. Поето- Рис. 3.58. 
му мы ограничимся толь-
ко этим случаем. 

В ра,счетах стержней ,рассматривают-ся независимо 
друг от друга четыре вида деформации: растяжение, два 
изгиба во взаимно перпендикулярных пло,ско-стях и кручение отно,сит,ельно оси сте,ржня. Считают, напри.мер,
что деформации изгиба не зависят от растяжения, 
а деформации кручения-от деформаций изгиба. В мес
тах ,сочленвния ,стержней одни виды деформаций пере
ходят в другие. Например, изгибные колебания одного 
стержня переходят в деформации растяжения дру
гого ,стержня. В.се четыре вида деформаций отдельных 
стержней получают,ся взаимосвязанными. Поэтому не
обходимо получить ,соотношения для в,сех четырех видов 
деформаций. 

Разделим •стержень .на элементы одинакового разме
ра. По двум ·сечениям в местах разреза действуют нор
мальные и ка,сательные напряжения (рис. 3.58). Нор
мальные напряжения ,создают два .изгибных момента и растягивающую ,силу. Касательные .напряжения ,созда
ют две перерезывающие силы и крутящий момент. 

Для •составления уравнений продольных колебаний 
рас-сматрива•ем проекцию растягивающих сил на ось х: 
Q;- Q;=max. (3.49) 

Ра,стягивающая сила определяется п,роизведением 
нормальных пап.ряжений на площадь -сечения: 
Q: =axx4hghz , (3.50) 
где hy и hz половина толщины ,стержня в направлениях 
у и z. 
11• 163 



В уравнении (3.50) нужно взять только ту часть нор
мальных напряжений, которая создается деформациями 
растяжения. Эта часть определяется законом Гука 
а

+ 
=Ев

+
. 

хх хх 

Деформации растяжения, в свою очередь, находят че
рез перемещения узлов модели-сетки S:

x
= [u(x+h)

- u]lh
x · 

После подстановки поJ1ученных выражений в уравне
ние (3.49) и деления левой и .правой части уравнения на 
объем элемента получаем 
Е и(х + h) - 2и + и(х - h) 

h2 
х

u(t +'t)-2u + u(t-t)=Р ._2 (3.51) 

Это и есть уравнение продольных колебаний упруго
го стержня для вычисления перемещений узлов в на
правлении оси стержня. Чтобы ра·ссчитать перемещения 
в двух других направления.х, нужно •Се>ставить про€кции 
перерезывающих сил на оси у и z. Уравнения для пе
ререзывающих сил можно записать по аналогии с урав
нением (3.42), которое получено для расчета изгибных 
колебаний пла•стин: 

Q
+ _ 4 h h [v(x + h) -v _ !,_(-" + h) + lf] 
у-Р.уг h 2 

' 
х 

Q+=4 h h [ w(x+h)-w +y(x:+h)+Y] z fLuz h 2 · х 

(3.52) 

Сп,роектировав перерезывающие силы на оси у и z

и разделив по.'1ученное уравнение на объем элемента, 
получи� 

[v(x + h)-2v + v(x -h) ip(x + h)-ip(x-h)]=
µ � � 

х х . 

r v(t + t) -2v + v(t --.) =Р ._2 ,

[ w(x + h) - 2w + w(x - h) + '((Х + h)-y(x - h) ] =µ h2 2h х х 

w(t + -.) - 2w + w(t - t) 
= р ._2 

(3.53) 

(3.54) 

Эти два уравнения служат для вычисления переме• 
щений (прогибов) v и w в направлениях нормалей к оси 
стержня. Для расчета изгибных колебаний стержня, по-
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мимо уравнений проекций перерезывающих сил (3.53) и 
(3.54), нужны ,еще уравнения изгибающих моментов для 
вычисления углов поворота у и ер. Изгибающие момен
ты выражаются через номинальные напряжения, как мы 
это делали при выводе формулы (3.45): 
м+ =4h' h а+ /3=у z у хх 

_ 4Eh 3zhll1Jx + h) -У] (3.55) - Зhх
м+ _ 4Eh 3

yh2[cp(x + h) -f] 
z - Зhх 

(3.56) 

Спроектировав изгибающие моменты и моменты от 
перерезывающих сил на координатные оси у и z, по
лучим 
_i Eh' h i,(x+h)-2i,+i,(x-h) +

3 У • hx 
+ 2p,hyhгhx [ w(x + h) 

-: 
w(x - h) -

_ !f(X + h) + 2i, + f(X -h) ] = J 2 z8z• 

� Еhз h у(х +h)-2y + y(x-h)
3 г и hx 

_ 2 h h h [ w(x+h)-w(x-h) +
� у г х h х 

+y(x+h) +2r+r(x-h)]-J 2 - уву,

(3.57) 

(3.58) 

где lu и lz - моменты инерции элемента относительно 
осей у и z ,соответ,ствен.но; еу и ez -угло,вые ускорения 
относительно тех же осей. 

Мо,менты инерции в этом ,случае можно вычислить 
по формулам 
Jу = p4hzhy

h1

г (1 + h\/4h2

г)/З. 
J г = p4hxh'y

hг (1 + h1

xf 4h1y)/3. (3.59) 
Подставим значения моментов инерции (3.54) в урав

нения (3.52) и (3.53), произведем ·сокращения и пред
ставим угловые у,скорения в виде вторых разностей от 
углов поворота по ·времени. В результате получим 

Etp(x+h)-21f+lf(�-h)+ 3µ.
Хh•x h2y 

[ 
w(x+h)-w(x-h) ,<�+h) +2,+,(x-h)J-

X 2ltx 4 

-
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=р (1 + �) <p(t +t)-2'f' + 'f'(i-t) 
4h2y ,:2 • (3.60)

Ey(x+h)-2y+y(x-h) З!J-[ w(-.;+h)-w(x-h) +h2x h2z 2hx 

+ у(.х; + h) +�у+ у(х: -h)
] =

= (l + h\ \ y(t+t)-2y+y(t-t)р 4h2z j ,:2 (3.61) 

Это и есть два вторых уравнения для расчета изгиб
ных колебаний ,стержня ,в плоскостях ху и xz. 

Теперь нам осталось только получить уравнение д,1я 
расчета крутильных колебаний стержня относительно 

l(р!1177НЩШ] 
моме1tт 

Рис. 3.59. 

оси х. Для этого нужно прежде 
всего определить величину кру
тящих моментов Мх. 

Крутящий момент в каждом
сечении стержня со,стоит из
двух частей. Первая часть
определяется касательными на
пряжениями •O'zx, а вторая -
касательными напряжениями 
О-ух (рис. 3.59). Касательные 
напряжения O'zx у поверхности 
стержня имеют величину
O'zx(x+0,5) =2µhy[ч,(x+h) 
-'Ф] /hx. 

Касательные на,пряжения О-ух у поверхности чего 
определяют,ся аналогичным выражением О-ух (х+ 0,5) = 
=-2µhz['/)(x+h)-"1] /hx. 

Знак «мину,с» здесь появляется потому, что поворот 
сечения против часовой ,стрелки, т. е. в сторону увели
чения угла ,i,, вызывает появление отрицательных напря
жений О-ух у верхней грани элемента. 

Вычислив площади треугольников диаграммы каса
тельных нап,ряжений и умножив их на плечи 2hy

/ 3 и
2h1 /3 соответстве,нно, находим значение крутящего мо
мента 
Мх (x+0,5)=4µhyhг (h2

u+h\) [ф (x+h) - ф]l3hx · (3.62) 
Спроектировав крутящие моменты и моменты инер

ц;юнных ,сил на ось х, получим: 
4µhuhz (h 2

u + h2 z) [ф (х + h) - 2ф + ф (х - h)]/3hx = J хвх , 
(3.63) 
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где 
(3.64) 

-момент инерции элемента относительно оси х.

Подставим значение момента инерции в уравнение
(3.63), проведем ,сокращение и представим угловое уско
рение в разностной фор.ме 

Ф(х + h)-2Ф + Ф(х-h) Ф(t +-с)-2Ф + Ф(t--с) (3.65)
fJ. h2x р -с2 • 

Теперь мы получили полный набор формул для рас-
чета вибраций стержня: 

(3.51) - продольные колебания; 
(3.53) и (3.60) - изгибные колебания в плоскости ху;

(3.54) и (3.61) -.изгибные колебания в плоскос-
ти xz; 

(3.65) - крутильные колебания. 
В шесть полученных ура,внений входит шесть неиз

вестных: три перемещения (и, v и w) и три угпа пово
рота элемента (ф, q, и у). 

Для с,ра,в111ен.ия пр.и1Ведем полученные у.рав,нения д,виже111ня
в дифференциальной форме 

д2u д2u 
( 

д2v а,, ) д2v 
Е дх2 - р дt2 ' µ. дх2 -дх =р дt2 •

а2" 3µ. 
(
дw ) а2" 

Е дх2 + h2y дх -,, =рдt2'

(
д2w ду) a2w 

µ. дх2 + дх = Р дt2 ' 
д2у µ. (дw ) д2у 

Е д,с;2 -3 fi!; дх +У •== Р at2,
д2ф д2ф 

iJ. дх2-= р дt2 • 
Можно получить аналогичные уравнения, если ,в уравнениях

Ламе ,произвести ,разложение перемещений 111 ,ряд ,по полиномам
Лежа,ндра в на1uра,влениях у •И z, исключить ,из ,расчетных соотно
шений эт.и ,д,ве �оqрдинаты и огl!)ан-ичиться в ,разложении только
нулевыlМ и первыми членами: иоо, Voo, Woo, Vio, U10 и W10 [9]. Един
ственное отличие сост,ояло ,бы в 11ом, ,что вместо коэффиц,иента
(л-+-2µ) 1В уравнении продольных колеба,ний был взят модуль
Юнга Е. 

Если решить полученные разно-стные уравнения отно
сительно .неизвестных на верхнем временном слое 
(t+-t) и дополнить их начальными и граничными усло
виями, то получится явная разностная ,схема, с помо-

167 



щью которой можно производить расчеты вибраций от
дельных ,стержней. Но прежде чем говорить о гранич
ных условиях, найдем уравнения движения перекрестий 
стержней. 

3.12. Уравнения движения перекрестий 
стержней 

Стержневые каркасы в радиоконструкциях часто 
представляют ,собой периодические ,структуры. Перио
дичность заключается в том, что при повороте конструк
ции на определенные углы или при ,смещении ее в опре
деленных направлениях можно ,совместить одни элемен
ты конструкции с другими. А это значит, что, используя 
одни и те же соотношения, можно рассчитывать различ
ные элементы. Так, если у каждого ,стержня направить 
ось х вдоль его оси, а оси у и z - нормально к боковым 
граням, то полученные выше уравнения движения ока
жутся пригодными для расчетов перемещений и углов 
поворота элементов .т1юбого стержня. 

Элементы перекрестий будут отличаться друг от дру
га только числом пересекающихся стержней. Если вы
брать наиболее ,сложное перекрестие и записать для него 
у,равнение движения, то переход к более простым пере
крестиям будет осуществляться только .исключением сил 
и моментов, ,соответ,ствующих отсутствующим ,стержням. 
Для радиоконструкций .наиболее ,сложным перекрестием 
можно считать такое, в котором встречаются четыре 
стержня (рис. 3.60). Рассмотрим наиболее общий ,слу
чай, когда все стержни имеют различное сечение и раз
личную длину. По длине стержня будем брать одина1�0-

Рис. 3.60. 
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J::� 
перенрестия 

0 

Рис. 3.61. 

вое число шагов hx, поэто�у шаги у всех ,стержней бу
дут различными. 

Определим для каждого ,стержня свою локальную 
систему координат. Возникает вопрос: в какую ,сторону 
у каких стержней направить ось х? В общем, для ,выво
да уравнений это ,безразлично, но при программирова
нии задачи правильный выбор направ,,ения осей может 
значительно облегчить задачу. Рационально направить 
оси всех стержней от перекрестия. Это обеспечивает ,сим
метрию при постровнии алгоритма расчета. Но спраши
вает,ся: как направить оси х у других перекрестий, к ко
торым ,стержни подходят? У них также будем направ
лять оси х от перекрестия. Таким образом, в центре 
каждого •стержня в-ст,ретятся две системы координат 
с взаимно противоположным направлением осей х

( см. рис. 3.60). Такую «,стыковку» легче произвести 
в центре каждого ,стержня, чем у каждого перекрестия, 
где -ра,счетные ,соотношения получаются более слож
ными. 

Таким образом, оси х 
всех стержней у перекре- Ох+ 
стия будут направлены от 
его центра, а оси у и z, как 
показано на рис. 3.61. 

Локальная система коор
динат самого пере11.рестия, 
в которой будем записывать 
уравнения движения, совпа
дет с системой координат 
одного из стержней. Этот 
стержень назовем основным. Рис. З.62.
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Начало координат совместим с точкой пересечения осей 
х стержней. Будем считать, что центр массы элемента 
перекрестия совпадает с началом координат. Это пре,J.
положение не точно, но значительно облегчает матема
тические выкладки. 

Наметим направление перерезывающих и ра,стяги
вающих сил для сечений всех стержней, как это дела
лось для отдельного стержня (рис. 3.62). Спроектируем 
эти силы и силы инерции на координатные оси элемента 
перекрестия: 

(3.66) 

где т -масса элемента перекрестия. 
Уравнения (3.66) служат для вычисления перемеще

ний узла перекрестия и, v и w. Значения сил определя
ются формулами (3.50) и (3.52). В этих формулах ве
личины с аргументом (x+h) относятся к соседним узлам 
примыкающих стержней, а величины без аргумента -
к узлу перекрестия. При вычислении сил первого стерж
ня формулы (3.50) и (3.52) остаются без изменения, 
поскольку системы координат первого стержня и пере
крестия ,совпадают. При вычислении ,сил остальных 
стержней в эти формулы нужно внести изменения, ,свя
занные с поворотом локальных систем координат стерж
ней относительно системы перекрестия: 

для второго стержня -u+-v, v+--и, w+-w,

для третьего-и+--·w, v+-v, w+-u,

для четвертого - и+-w, v+-v, w+--v.

Изменения, обратные этим, нужно вводить и в урав
нения движения отдельных стержней при расчетах пере
мещений элементов, примыкающих к перекрестиям. 

Теперь составим уравнения равновесия элемента пе
рекрестия под действием изгибающих и крутящих мо
ментов, моментов от ,перерезывающих ,сил и моментов 
инерционных сил. Направление моментов, приложенных 
в сечениях перекрестия, показано на рис. 3.63. 
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перенреr:тин 

Рис. 3.63. 

Уравнения моментов будут иметь •ВИД 
Мх1 - Му2 + М:гз - М:г4, - Q:г2hx2f2 + Quзhxaf2 -

- Qy4hx4f2=lx [Ф (t +'t) - 2ф +Ф (t- 't)]/'t2

, 

Му 1 +Мха+ Муа + Му4 - Q:г 1hx 1f2 - Q:гзhха/2-
- Q:г4hx4(2 = J у (qi (f + 't) - 2rp + f (f - 't)/'t 2

, 

М 21 + М:г2 - Мха+ Мх4 + Qy 1hx1f2 + Qy2hx2/2J
=l 2 [у (t+'t)- 2'{ +У (t - 't)}/'t 2

, 

где lx, !у и lz - моменты инерции элемента перекрест.ия 
относительно координатных осей; 'Ф, <р и -v-углы пово
рота перек,рест.ия относительно осей. 

Значения изгибающих и крутящих моментов будут 
теми же, что и в уравнениях для отдельных ,стержней 
(3.55), (3.56) и (3.62). При переходе от формул для 
стержней к формулам для перекрестий следует помимо 
изменения перемещений, указанного выше, произвести 
также .изменение углов: 

для второго стержня ,Р-+-<р, q,-+- -,i,, '\'+-'У, 
для т,ретьеrо ,P-+---v, q,+-<p, �. 
для четвертого 'Ф+--v, Q)+-q), y-+--,i,. 
Стержневые конструкции крепят к корпусу автомо

биля или ,самолета в отдельных точках. Через эти точки 
на них передается внешнее воздействие в виде периоди
ческих колебаний или импуль·сов. В то·чки ,крепления по
мещают узлы сетки. При шарнирном соединении этих то
чек ,с корпусом в них задаются перемещения и, v и w, 
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а углы поворота вычисляются по полученным формулам. 
При жестком закреплении этих точек дошюны зада1ваться 
и перемещения и углы поворота сечений. В частно,м слу
чае, когда точки крепл•ения совершают поступательное 
движение, углы поворота принимаются ра1вными нулю. 

3.23. Случай стержней непрямоугольного 
сечения 

Посмотрим, как изменятся уравнения, если стержни имеют непрямоугольное сечение. Наиболее часто в конструкциях применяют уголки, поэтому мы огра1НИчимся только этим случаем. 
Начнем с уравнения (3.51) для продольных колебаний стержня. Изменения начнутся с выражения для расстягивающих сил (3.50), где должна быть записана площадь сечения уголка (рис. 3.64): 

Q;=O:xh(a+b-h)= 
=h (а+Ь- h)E [и(х+h)- uJ/hx. (3.67) 

Объем элемента также будет пропорционален площади ( a+b-h) h, поэтому после деления левой и правой части уравнения (3.49) на объем элемента уравнение продольных колебаний уголка получится таким же, как и для продолыных колебаний стержня прямоугольного сечения
(3.52). 

Перерезывающие силы (3.53) и (3.54) также пропорциональны площади сечения: 

Q; =11-h (а+ь- h) [v(x �:)-v 'f(X +i + 'Р]. 

Q:=11-h(a+b-h)[ w(xhxh)-w +у(х+;)-у}
(3.68) 

а ура1в,нения ра•вновесия (3.53) и (3.54) получаются после деления левой и правой части на объем элемента. По�т
о

м
у 

эти 
уравнения также останут,ся без изменения. 

Сложнее обстоит дело с уравнениями моментов (3.57)
и (3.58). Сами изгибающие моменты были получены из 
условия растяжения слоев вблизи поверхности стержня. 
Причем поворот сечений происходил относительно сре
динной поверхности, проходящей через ось симметрии 
стержня. Теперь сечение стержня несимметрично. Пово-
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рот сечений будет происходить 
относительно плоскостей, па -
раллельных полкам уголка и 
отс·юящим от них на расстоя
ния dy и dz (рис. 3.65). Эти 
плоскости также называют {} 
срединными. 

Изгиб уголка происходит 
таким образом, что моменты 
нормальных напряжений по 
обе стороны от этих плоскостей 
будут одинаковыми. Из этих 
условий и определяются pac-

d d в 
Рис. 3.64. 

стояния у и z. справочни-
ках по сопротивлению мате-
риалов для уголков разного сечения приводятся значе
ния величин d

y 
и dz, и мы будем считать эти величины 

заданными. 
Изгибающие моменты будут теперь определяться 

формулами 

м; = 2Eh (Ь - r z) 3 [ ( (х + h) - у] 13hx, 

м: = 2Eh (а - du) 3 [р (х + h) - ер] 1 3hx. (3.69) 

Моменты инерции элемента относительно осей, парал
лельных координатным осям у и z и проходящих в сре
динных плоскостях, можно ВЫЧИ·СЛЯТЬ с ПОМОЩЬЮ выра
жений 

Рис. 3.65. 
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ly = + ph (Ь- dz)1 
[ { + 4(Ь�\z)2] 1 

/ z = { ph (а - dy)
1 

[ l + 4(а �\у)2].
(3.70)

Теперь мы имеем новые значения изгибающих момен
тов и перерезывающих сил и можем составить уравнения
проекций моментов на координатные оси у и z: 

Е lf(X + h) -21f + 1f (х - h) +-� а + Ь - h 
Хh2x 2 Р. (a-d9)8 

Xl w(x +h)-w(x-h) -- lf(X + h) + 21f +lf(X-h) j-
2hx 4 -

= Р [ l + 4(а '::_
х 
dy)2] 8z•

Е у(х + h) - 2у + у(х -h) -2._ а+ Ь- h Х
h2

x 
2 р. (Ь -dz)3 

х [ w(x + h) - w(x -h) у(х + h) + 2у + у(х -h) ] =2hx + 4 

= р [ 1 + ч (Ь � dz) 21 вll . 

Сравнивая полученные выражения с уравнениями
(3.60) и (3.61), видим, что для расчета изгибных коле
баний уголков можно пол1,зоваться теми же ура•внения
м·и, что и для расчета стержней прямоугольного сечения.
Изменение коснулось только коэффициенто1в в уравне
ниях для определения углов поворота сечений перед чле
нами, определяемыми перерезывающими силами, и коэф
фициентов в правой части уравнений. 

Уравнение крутящих моментов (3.65) также останет
ся без изменения, поскольку центральный момент инер
ции сечения и момент инерции элемента относительно
оси х - величины пропорциональные, но значение кру
тящего момента будет другим: 
Mx (x+0,5)=µ•h[ (a-dy) 3 + (b-dz)3] [,p(x+h)-,p] J3hx , 

(3.71)
Без изменения остаются и ура1внения для расчета

движения пе·рекрестий стержней, только в случае угол
ков вместо прежних значений сил и моментов нужно
брать новые значения (3.67) ... (3.71). 

Строго говоря, полученные уравнения изгибных коле
баний верны, только когда направление осей координат
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стержня совпадает с направлением главных осей инер
ции сечений. В наших примерах такого совпадения нет, 
и это означает, что мы не учитываем кручения стержней 
при изгибных колебаниях. В нашем случае конструкция 
получается более жесткой, что приводит к некоторому 
завышению скоростей протекания процессов. 

3.24. Допустимый шаг по времени из условия 
устойчивости 

Мы уже касались вопросов устойчивости (см. гл. 1). 
Теперь мы располагаем многими моделями и можем рас
про·странить выводы на более широкий круг задач. 

Все без исключения разностные уравнения, которые 
мы получили, характеризуются периодическим чередова
нием знаков перед членами в левой и правой частях. На
пример, в уравнении продольных 1юлебаний стержня 
(3.51) знаки чередовались, как показано на рис. 3.66,а.
Чередование знаков в уравнении изгибных колебаний 
пластин происходит в направлении двух координат и 
времени (рис. 3.66,6). 

В уравнениях для расчета процессов деформирования 
трехмерных упругих тел (3.12) чередование знаков про
исходит в направлении трех координат и времени, знаки 
чередуются по правилу шахматной доски (рис. 3.67). Та
кое чередование не случайно. Оно определяется физиче-

б 

Рис. 3.66. 
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Рис, 3.67, 

TpexмepнfJle тела. 
lf_ef!_etloBoнue знано/J. 

скими законами, которые используются при соста·влении 
уравнений. Напр1имер, при выводе уравнений движения 
пластин использооались •следующие представления: углы 
поворота сечений определялись разностью перемещений, 
кривизна или деформации растяжения на поверхности -
разностью углов поворота, вторая разность определяла 
также норма.'lьные напряжения и изгибающие моменты, 
перерезывающие силы определялись разностью изгибаю
щих и крутящих моментов, а в уравнение движения вхо
дила разно,сть перерезывающих сил. 

Рассмотрим уравнение продольных колебаний стерж
ня (3.51), записанное в ,разностной фо,рме. Преобразуем 
это уравнение к виду 

и(t+-r)=(2-2A)и+Aи(x+h)+Au(x-h)-u(t-,;), 
где A=E-r2 /ph2x, 

Будем решать задачу о свободных колебаниях стерж
ня. Для этого закрепим стержень по краям, т. е. вве
дем граничные условия: при х=О и=О и при x=l и=О. 
В качестве начальных условий возьмем отклонение узлов 
стержня от положения равновесия по закону синуса, 
а скорости всех узлов примем равными нулю (рис. 3.68). 
Чтобы объем вычислений получился небольшим и мож
но было обойтись без вычислительной машины, возьмем 
по длине •стержня только семь узлов. А чтобы удобней 
было строить график перемещений, будем ·их отклады
вать перпендикулярно оси стержня. 

Задать указанные начальные условия можно следую
щим образом: в два начальных момента времени t и 
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ц(t-.) задать в каждом 
узле одинаковые переме
щения (рис. 3.68). Тогда 
скорость каждого узла, D,Blt--J�-+-111� 

определяемая разностью 
перемещений по времени, 
будет равна нулю. 

Теперь нам нужно 
выбрать шаг по времени. 
Для определенности по

о , z 

ложим, что длина стер- Рис. З.68. 

жня имеет 6 м, модуль 

J 4 .5 б

Юнга материала 10 10 Па, плотность 8· 103 кг/м3• Шаг

по координате I м, а шаг по времени выберем так,

чтобы безразмерный коэффициент А принимал значения

0,52=0,25; 12-1 и 1,52=2,25, т. е. выполним три варианта

расчета с шагами 't, равными 316, 632 и 948 мкс. Шаги

выбраны кратными наименьшему шагу, чтобы можно
было сравнивать результаты трех вариантов расчета. 

Таблиц а 3.1 

t 1 
о 

'С 

2'1: 

3'С 

4'С 

Рис. 3.69. 

12-421 

о 1 hx 1 2hx 1 Зhх 

о 0,5 0,87 1,00 

о 0,5 0,87 1,00 

о 

Вариант ! А=О,25 

-1

�15_[7,-=�Гl!.ш:s 
if!::__h}_ t ��LJ 

?L ___ }\,.+!5
Лuнин 8ь1реза 

1 4hx 1 5h
x 1 бhх 

0,87 0,5 о 

0,87 0,5 о 
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Рис. 3.70. 

Вычисления можно продолжить, занося результаты 
в табл. 3.1. Для удобства вычислений можно вырезат1., 
шаблон (рис. 3.69). Шаблон наклады'Вают на таблицу 
так, чтобы в нижней клетке шаблона открывалась оче
редная пустая клетка таблицы (рис. 3.70), а в четырех 
верхних клетках были цифры. Эти цифры умножают на 
соответствующие коэффициенты и складывают. Резуль
тат записывают в нижнюю клетку. После этого шаблон 
сдвигают на шаг вправо и вычисляется следующее зна
чение И. После вычисления всех значений перемещений 
в очередной строке таблицы, т. е. в одном временном 
слое, шаблон опускают на шаг по времени, т. е. на сле
дующую строку, и т. д. 

Результаты вычислений для трех значений шагов по 
времени приведены в табл. 3.2-3.4. В табл. 3.2 и 3.3 на-

таблица 3.2 

1
х 

t 

1 1 1 1 1о 1 2 3 4 5 6 

о о 0,50 0,87 1,00 0,87 0,50 о 
1 о 0,50 0,87 1,00 0,87 0,5() о 

2 о 0,47 0,81 0,94 0,81 0,47 о 
3 о 0,41 0,70 0,82 0,70 0,41 о 
4 о 0,32 0,54 0,64 0,54 0,32 о 
5 о 0,20 0,35 0,41 0,35 0,2() о 
6 о 0,07 о, 14 о, 15 0,14 0,07 о 
7 о -0,06 -0,09 -0,12 -0,09 -0,06 о 
8 () -0,18 -0,32 -0,37 -0,32 -0,18 о 
9 о -0,29 -0,53 -0,60 -0,53 -0,29 о 
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Таблица 3.3

1
х 

t 

1 1 1 1 1 1 о 1 2 3 4 5 6 

о о 0,46 0,80 0,92 0,80 0,46 о 
1 о 0,46 0,80 0,92 0,80 0,46 о 

2 о 0,34 0,58 0,68 0,58 0,34 о 

3 о о, 12 0,22 0,24 0,22 о, 12 о 
4 о -0,12 -0,22 -0,24 -0,22 -0,12 о 

5 о -0,34 -0,58 -0,68 -0,58 -0,34 о 

Таблица 3.4 

1
х 

t 

1 1 1 1 1 1 о 1 2 3 4 5 6 

о о 0,40 0,69 0,80 0,69 0,40 о 
1 о 0,40 0,69 0,80 0,69 0,40 о 
2 о о, 15 0,28 0,30 0,28 о, 15 о 
3 о -0,15 -0,38 -0,29 -0,38 -0,15 о 

4 о -0,63 0,02 -1,29 0,02 -0,63 о 
5 о 1, 77 -3,99 3,60 -3,99 1, 77 о 

чальные условия были скорректированы в соответствии 
с увеличением шага по времени. Ра,счет вели до тех пор, 
пока значения перемещений во всех узлах не станови
лись отрицательными, т. е. несколько больше, чем на 
четверть периода. В двух пер1вых случаях это удалось. 
Графики перемещений для этих случаев показаны на 

Рис. 3.71. 
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рис. 3.71. Причем процесс колебаний в обоих вариантах 
проходит примерно одинаково. Наблюдается только не• 
которое отклонение в скорости протекания процесса. 
Кстати, в случае свободных колебаний стержня имеется 
точное решение дифференциальнuго уравнения, соответ
ствующего нашему разностному ура,внению. 

Решение при A=l соответствует точному решению 
и не содержит погрешностей дискретизации. 

Разностное решение в этом случае позволяет опреде
лить такую важную характеристику движения, как резо
нансная частота. Период колебаний во втором случае 
равен 12 шагам t, следо'Вательно, резонансная частота 
будет 131 Гц. В третьем случае наблюдается неустойчи
вость решения. Уже в четвертом-пятом шагах вычисле
ний ,амплитуды начинают быстро нарастать, причем по
является чередование знаков в решении по координатам 
и времени (рис. 3. 72). 

Приведенные примеры расчетов показывают, что 
устойчивость решения зависит от величины коэффициен
та А, который определяется характеристиками материа
л" стержня и отношением шага по времени к шагу по 
координате. Неустойчивость появляется при коэффициен
те А, превышающем единицу, следовательно, критерий 
устойчивости разностного решения имеет вид 

А=Ет:2/ (ph2x)�l. 

Интересно то, что этот «математический» критерий 
совпадает с некоторым «физическим» критерием. Дейст
вительно, при расчетах с помощью полученных рекур
рентных соотношений возмущение может передавать,ся 
от узла к узлу со скоростью, не превышающей отноше
ния hx /t, поскольку в каждое такое уравнение входят 
перемещения только ближайших соседних узлов. Но это 
отношение мы выбираем сами. А что будет, если ско
рость распространения возмущений 'В действительности 
выше этого отношения? Тогда ничего похожего на дейст
вительный процес,с в ра·счете не получим. Следовательно, 
физический критерий состоит в том, что «скорость сче
та» не должна быть меньше скорости ра,спространения 
возмущений в среде. 

В упругих средах скорJсть распространения постоян
на и раана V Е / р, отсюдз физический критерий можно 
записать в виде h

x
/'t� VE/p или ! < E't2/(ph\), т. е. фи

зический и математический критерии совпадают. 
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Физический критерий можно сформулировать более 
строго, если вместо скорости распространения возмуще
ний использовать понятие области определения функции. 
В таком виде он называе-гся критерием Фридрихса, Ку
ранта и Леви [2]. Этот критерий является необходимым, 
но не достатоЧ'ным. Чтобы определить достаточное усло
вие устойчивости, применяется «испытание» разностной 
схемы с помощью теста «шахматная доска». Для этого 
всем ,искомым функция.м на временных слоях t и (t-,;) 
даются единичные значения ·со знаками, -чередующимися 
по цравилу «шахматной доски», и вычисляется искомая 
функция ·в следующий момент времени (t+.-). Если эта 
функция окажет,ся больше единицы по абсолютной ве
л,ичине, то решение будет неустойчивым. 

Покажем, как анализируе'l'ся устойчивость получен
ного разностного уравнения ·с помощью теста «шахмат
ная дос·ка» на примере уравнения (3.39) для пластин. 
Подставив ·в это уравнение единичные значения функ
ций со знаками, как па рис. 3.66, получим 
w (t+.-):_16(A+2 В+С)-3�1. 

Это и есть достаточный критерий устойчивости. Если 
шаги ,сетки по о,сям х и у выбраны одинаковыми, то А= 
=В=С и можно записать выражение для ма�симально 
допустимого значения коэффициента A�l /16. 

Можно по.казать, что указанный ·спо,соб 01пределения 
устойчивости является необходимым и достаточным, 
т. е. если этот критерий не выполняет,ся, то решение 
всегда будет неустойчивым и наоборот. 

3.15. Неявные схемы 

Шаги по в,ремени, ·выбранные из усло·вия устойчи
во,сти вычислительного процес.са, очень малы. Поэтому 
рас.смотренные явные расчетные схемы пригодны лишь 
при решении задач, в ·которых интересующий нас про
цес.с заканч�вается в доли секунды. Эти -cxe:vrы непри
годны, если процеос протекает медленно. 

Возникает вопрос; как у.совершенствовать расчетную 
схему, чтобы повысить у,стойчивость процесса вычисле
ний? Абсолютно устойчивыми разностными схемами, 
некри'I'ичными .к выбору шагов по времени, являются 
так называемые неявные схемы. Неявные схемы имеют 
по -сравнению ,с явны-ми ряд -существенных ·преимуществ, 
в частности дают монотонные решения, .не содержащие 
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погрешностей в виде «ряби». Такие ,схемы позволяют 
вести расчеты с гораздо большими шага,ми по времени, 
чем явные. Неявные ,схемы легко получить из явных 
схем. Покажем, как это делается. 

Любое ,из рассмотренных 'Выше разностных уравне
ний для расчета виб,раций представляет собой второй 
закон Ньютона (P=ma), записанный в разностной 
форме. 

Силу вычисляют в .момент времени t, а для нахож
дения ускорения а используют перемещения в узле мо
дели-сетки .в три момента времени или на трех времен
ных слоях (t-,;), t и (,t +'t'), напр,имер: 

[u(t-'t')-2u+ и (,t+'t')] /'t'2. 

В каждом уравнении получается одна неизвестная 
на верхнем ·в рем,енном ,слое (t + 't'), и это ,позволяет лег
ко производить вычисления по,следо1вательно по времен
ным слоям. В каждом шаге по 'Времени по известным 
значения.м перемещений ,на двух предыдущих временных 
слоях отыскиваются перемещения всех узлов модели 
на ,следующем временном слое (,t+'t'). 

Чтобы из я-вной схе-мы получить неявную, можно, на
пример, вычислять 1силу, как сред,Нюю арифметическую 
от значения сил в два момента времени (1t+'t') и (t-'t'): 

0,5[F(t+т) +F(t-'t') ]=та. (3.72) 

Во всех ра,с.смотренных выше механических моде
лях правая часть в ура·внениях движения однотипна. 
Она сохраняется ,и в уравнениях для нея'Вной схемы 
(3.72). Основной задачей построения ра,счетной .модели 
является указание способа вычи,сления сил, действую
щих во всех узлах. Если разработан ,способ для вы
числения ,сил в уравнениях типа P=ma, то он легко 
пе,реносится на уравнения для неявных схем (3. 72). 
Физическая картина взаимодействия элементов в моде
ли не изменяется. Таким образом, в явных и .неявных 
схемах используется одна и та же модель конструкции. 

Если из.1оженные 'Выше .способы построения моделей 
можно целиком распро,странить и на неявные схемы, то 
техника выч.ислений при использовании неявных схем 
совершенно меняется. Если в уравнения вида P=ma 
входит по одной неизве,стной на верхнем временном слое 
(t+т), то теперь их в каждом уравнении вида (3.72) 
будет несколько. Эти неизвестные будут входить в вы
ражение ,силы на верхнем временном ,слое. 
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Число ,неизвестных в каждом уравнении будет рав
но числу непос;редственно ,связанных ,между собой эле
ментов в модели или количеС"тву точек ·в используемом 
шаблоне. Например, при расчете упругих колебаний 
продольного стержня использует,ся трехточечный шаб
лон и число .неизвестных ·в каждом уравнении для вну
тренних узлов модели будет равно трем. Для расчета 
изгибных колебаний стержня использует.ся 5-·ючечный 
шаблон, а в общем случае трехмерного напряженного 
состояния - 19-точеч.ный. Число ,неизвестных в каждом 
ура·внении будет соответственно 5 или 19. 

Бели при использовании явных схем цриходится ре
шать отдельные уравнения, каждое относите.'!ьно одного 
неизве,стного, то при использовании неявных •схем - си
стемы из многих уравнений с многими неизвестными. 
Количество уравнений в системе будет равно числу уз
лов в модели, перемещения которых неизвестны, умно
женному на мерность задачи. Например, если модель 
монолитного блока прямоугольной формы содержит 
в направлении каждой координаты по 10 узлов и общее. 
число узлов 1 ООО, то- приде'Гся в каждо,м шаге по вре
мени решать систему из 3000 уравнений ,с таким же чис
лом неизвестных. 

Таким образом, при использовании неявных схем 
возникает проблема решения ,систем большого числа 
алгебраических уравнений. Трудоемкость решения таких 
сис-гем в общем ,случае очень велика. При решении за
дач разностными методами с применением неявных схем 
выручает то, что ·матрица коэффициентов ,системы ока
зывается редко заполненной коэффициентами. Коэффи
циенты, отличные от нуля, группируются около главной 
диагонали, образуя ленточную матрицу. 

При решении одномерных задач (продольные иди 
изгибные кол·еба.ния упругого стержня) коэффициенты 
образуют 3- или 5-диаr,ональную матрицу. При решении 
двухмерных и трехмерных задач матрица коэффициен
тов получается также ленточной, но может содержать 
несколько лент, параллельных главной диагона.'IИ. 

В тео,рии разност.ных схем [1, 7, 8] разработаны 
очень эконо.мичные методы решения ,систем уравнений 
с ленточными матрицами. 

Одномерные задачи решают методом прогонки [1, 
7]. При решении двухмерных и трехмерных задач ис
пользуют метод .суммарной аппроксимации, при котором 
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в каждом шаге по времени решение многомерной задачи 
заменяют решением двух или т,рех одномерных за
дач [7]. 

При:-.1енение метода суммарной аппроксимации при 
использовании неявных схем часто позволяет уменьшить 
объем вычислений на несколько порядков. Объем вы
числений получается не на много большим, чем при 
использовании явных ,схем. Однако программирование 
задач значительно усложняется. 



Перспективы 

Разностный метод решения задач при расчетах фи
зических процессов в конструкциях РЭА, основы кото
рого изложены в настоящей книге, является достаточно 
универсальным. Он позволяет строить модели для 
расчетов трехме,рных нестационарных процес,со·в в весь
ма сложных конструкциях. 

Мы ограничились только ра,ссмотрением линейных 
задач. Метод позволяет достаточно просто строить мо
дели и в случае нелинейных задач. В процессе решения 
в каждом узле модели в каждом шаге по времени полу
чают в,се искомые функции. Это дает возможность
в каждом шаге кор,ректировать значения коэффициен
тов, характеризующих свойства материалов конструк
ции, а также геометрические соотношения, если они 
сильно изменяются в процессе деформирования конст
рукции. 

Когда закон изменения искомых функций по време
ни заранее из·вестен, мож,но время их расчетных соотно
шений исключить. В это.м ,случае задача проще всего 
решается с помощью итерационного процесса. Итера
ционные формулы также легко получаются на основе 
выведенных уравнений.

Таким образом, применение разностных методов при 
решении задач на современных ЦВМ открывает широ
кие возможности анализа работы различных конструк
ций. Теоретически, разностным методом можно решить 
задачу любой сложности. При этом получение расчет
ных соотношений и программ не встречает серьезных 
трудностей. Именно универсальность метода опреде
лила широкую популярность его среди конструкторов 
раз.'!ичного профиля. Ежегодно выходят десятки книг и 
сотни статей, посвященных усовершенствованию метода 
конечных разностей. Возникает вопрос: нужно ли 
тратить столько усилий на совершенствование метода, 
который уже теперь позволяет в принципе решать лю
бую задачу? Дело в том, что принципиальная возмож
ность никого из конструкторов не интересует. А практи-
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ческое применение метода к решению конкретных 
задач наталкивается на две трудности: 1) большой 
объем вычислений, 2) сложность анализа погрешностей 
решения. 

Часто получается так, что нужную задачу мы ре
шить не можем, поскольку модель получается очень 
сложной (содержит много узлов) и никакие ЦВМ не 
в состоянии выполнить такого объема вычислений. 
Тогда мы упрощаем модель, т. е. берем меньшее коли
чество элементов, а сами элементы больших размеров. 
Это позволяет решить задачу, Но при этом мы не знаем, 
какая получилась погрешность и насколько полученное 
решение похоже на действительный процесс в конструк
ции. Данные получаются ненадежными. На уменьшение 
указанных недостатков разностных методов и направ
лены в основном усилия многих исследователей. Появ
ляются все более экономичные и точные разностные 
модели. 

Однако метод конечных разностей и подобные ему 
дискретные методы (метод конечных элементов, вариа
ционно-разностный метод) имеют еще тот недостаток, 
что в процессе решения производится дискретизация 
конструкции, т. е. конструкция разбивается на ряд ди
скретных элементов. Решение получается в виде боль
ших таб.1иц чисел, соответствующих этим дискретным 
элементам. Эти таблицы содержат много излишней ин
формации. Возникают трудности анализа полученных 
в таком виде результатов. Наконец, дискретность при
водит к указанным выше погрешностям дискретизации, 
которые доставляют много неприятностей. 

Этих недостатков лишены классические вариацион
ные методы (метод Ритца, метод Бубнова - Галерки
на). Решение в этих методах ищется в виде формулы 
или ряда формул. Количество чисел в ответе невелико. 
Нет никакой дискретизации по координатам. Исчезают 
погрешности дискретизации и трудности анализа ре
зультатов. 

Однако в вариационных методах очень сложно подо
брать формулы, удовлетворяющие заданным гранич
ным условиям задачи, особенно если область имеет 
сложную форму и граничные условия неоднородны. 
Эта трудность считалась принципиальной и сдержива.'Iа 
поиск в этом направлении до тех пор, пока не появи
лись работы В. Л. Рвачева. Разработанный им метод 
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позволяет чисто формально построить формулы, удов
летворяющие любым граничным условиям по крайней 
мере в стационарных задач.ах. Эти формулы содержат 
ряд неопределенных компонентов, варьируя которые, 
можно приближенно удовлетворить и дифференциаль
ным уравнениям внутри области. 

Само применение метода В. Л. Рвачева ограничено 
пока относительно простыми задачами. Связано это со 
сложностью получаемых формул. Однако этот метод 
интенсивно совершенствуется и круг решаемых с его 
помощью задач быстро расширяется. Кроме того, с по
явлением метода Рвачева прояснились еще два возмож
ных пути построения моделей. Если в методе Рвачева 
точно выполняются условия на границе и приближен
но - внутри области, то, очевидно, возможны еще два 
варианта: l) точно-внутри области и приближенно
на границе; 2) приближенно - внутри области и на 
границе. 

Первый путь является весьма привлекательным, но 
недостаточно универсальным, второй же может ока
заться не только простым и универсальным, но и чрез
вычайно экономичным с точки зрения объема вычис
лений на ЦВМ. 

Покажем на простом примере плоской стационар
ной задачи теплопроводности применение этого приема 
при использовании распространенного вариационного 
метода - метода наименьших квадратов. Пусть на пло
скости ХОУ имеется однородная область Q с грани
цей Г. Внутри области находятся распределенные источ
ники тепла q (х, у). Необходимо найти формулу, при
б.�иженно удовлетворяющую уравнению Фурье и произ
во.1ьным граничным условиям. Оба эти требования 
можно записать в виде одного выражения: 

(l) 

где L- дифференциальный оператор. 
Внутри области он является оператором Лапласа, 

а на границе изменяется в зависимости от заданных 
граничных условий, например, в точках где задана тем
пература L0=0. Правая часть ФN также может иметь 
различное значение. Во внутренних точках это удельное 
тепловыделение q / k. В граничных точках это может 
быть или значение температуры или значение «косой» 
производной по нормали к границе. 

187 



Приближенное решение можно искать в виде двух
мерного степенного ряда 

/ J / J 

0п = � � 011 = � � A11x'yi , 
i=0 /=0 l=O /=0 

(2) 

В процессе решения необходимо найти коэффициен
ты Ai.i этого ряда. Для этого, варьируя значения коэф
фициентов А, добиваются, чтобы отклонение L8п от 
заданного Фн было минимальным, т. е. минимизируют 
функционал W= J (Фн-L0п)2dQ, где интеграл берет-

" 

ся по об.'Iасти и границе. 
Ес.ш область имеет сложную форму или сложен вид 

функции q(x, у), то интегрирование можно заменить 
суммированием. Для этого внутри области и на гра
нице намечают N точек. Точки располагаются таким 
образом, чтобы по их расположению можно было до
статочно точно воспроизвести форму области и рельеф 
функции q (х, у). Тогда функционал принимает вид 

W==»Фн-L8п)2. (3) 
N 

Минимизировать этот функционал можно двумя спо
собами. При первом способе отыскиваются сразу все 
коэффиценты Aij. Для этого из (3) получают систему 
уравнений Эйлера и решают ее относительно неизвест
ных коэффициентов А. Таких уравнений будет IJ + l. 

Можно избежать решения системы, если вычислить 
коэффициенты последовательно по-одному. Для этого 
минимизируется последовательно ряд частных функ-
ционалов� (Ф'н-L0ij)2 . Уравнения Эйлера в этом слу-

N 
чае имеют вид 

�Ф'н L (х1и1> 
А. = N • 

11 
� (L(xiиt»• 
N 

После вычисления очередной функции eij Aijxiyj про
изводится коррекция части в ( l). Ф' н==Ф'*-L0ij, где 
Ф'* - предыдущее значение правой части во всех тоu
ках об.'Iасти. 
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Процесс вычислений продолжается до тех пор, пока 
значения Ф'N во всех точках не будут меньше заданной 
величины. Иными словам.и, nрои.<.:ход.и:r <.<.обкулекие}} зка
чений Ф'N во всех N точках области. Таким образом, 
если бы точки сплошь покрывали всю область и грани
цу, и Ф'N во всех точках стало бы равным нулю, то за
дача была бы решена точно. Это могло бы потребовать 
бесконечного числа членов в разложении (2). Выбор 
конечного числа точек даже в том случае, если во всех 
точках Ф'N получились равными нулю, приведет к по
явлению погрешностей. Это погрешности аппроксима
ции точного решения задачи приближенным реше
нием (2). При этом число членов разложения в (2) по
лучается в худшем случае того же порядка, что и число 
точек N. Процесс программирования задачи получается 
весьма простым, а процесс вычислений достаточно эко
номичным. Объем вычислений пропорционален №. Об
легчается также и анализ погрешностей. 

Мы рассмотрели в общих чертах только один про
стой способ получения аналитических решений. Суще
ствvет еще множество более сложных способов. Все эти 
спо·собы не решают проблемы в целом. В каждом кон
кретном случае инженерной задачи приходится выби
рать подходящий аналитический способ и, если такого 
не окажется, то переходить к одному из дискретных 
способов. 

Таким образом, развитие дискретных и аналитиче
ских методов решения конструкторских задач идет па
раллельно. 
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