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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Научно-технический прогресс в области создания новых средств 
радиоэлектроники и вычислительной техники стал во многом зави
сеть от успешного решения проблемы автоматизации проектирова
ния - важной народнохозяйственной задачи. Уровень сложности 
современной аппаратуры радиоэлектронной и вычислительной тех
ники приблизился к границе, за которой эффективность труда челu
века-проектировщика резко падает, а число ошибок возрастает. 
Это особенно наглядно на этапе создания рабочего проекта устрой
ства, когда конструктору приходится выполнять значительный об"FУ 
ем нетворческой работы. Автоматизация конструирования - это не 
только способ повышения производительности труда конструктора� 
но и надежный способ снижения стоимости и повышения качества 
конструкторской документации. Проблемами автоматизации кон
струирования в нашей стране занимаются более 20 лет, однако и 
сегодня эта проблема актуальна. 

Значительный вклад в развитие теории и практики автоматиза
ции конструирования внесли советские ученые В. М. Глушков, Н. Я. 
Матюхин, Л. Б. Абрайтис, В. И. Анисимов, Р. П. Базилевич, Б. В. 
Баталов, Б. Ф. Высоцкий, Ю. Х. Вермишев, Б. Н. Деньдобренко, 
А. В. Каляев, А. М. Карапетян, С. А. Майоров, А Н. Мелихов, В. Н. 
Лошаков, И. П. Норенков, Г. В. Орловский, А. И. Петренко, М. И. 
Песков, Г. Г. Рябов, Л. П. Рябов, К. А. Сапожков, В. А. Селютин. 
М. А. Штейн, О. Н. Юрин. 

В предлагаемом учебном пособии авторы предприняли попытку 
восполнить пробел в учебной литературе по автоматизации конст• 
руирования. Содержание книги в наибольшей степени соответству" 
ет программе курса «Автоматизация конструирования» для высших: 
учебных заведений по специальностям «Конструирование и произ.
водство радиоаппаратуры», «Конструирование и производство 
электронно-вычислительной аппаратуры» и «Конструирование и 
производство технических средств САПР». В книге авторы обобщи
ли свой опыт по чтению лекций в течение ряда последних лет в Мо" 
сковском институте радиотехники, электроники и автоматики, Мо
сковском энергетическом институте, Таганрогском радиотехниче
ском институте. 

В книге кроме оригинальных и апробированных материалов ав• 
торов приводятся научные и учебно-методические материалы совре
менных исследований советских и зарубежных ученых. 
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Основное внимание в учебном пособии авторы уделили совре
менным методам и перспективам автоматизации конструирования 
аппаратуры на интегральных микросхемах 4-й и 5-й степеней ин
теграции и печатных платах со сверхплотной упаковкой с исполь
зованием математических методов теории графов и гиперграфов. 
Учебное пособие дополняет учебник Б. Н. Деньдобренко, А. С. Ма
лика «Автоматизация конструирования РЭА» (М.: Высшая шко
ла, 1980). 

Глава 1, § 3.2 и гл. 5 написаны К. К. Морозовым, § 3.1, 3.3 
и 3.4, гл. 6 - В. Г. Одиноковым, гл. 2, 4, введение, заключение -
В. М. Курейчиком. 

Авторы благодарны 1профе'С1сорам А. В. Каляеву, В. Б. Пестря
к,ову, А. Н. Мелихову, кандидатам техн. наук В. А. Калашнико1ву, 
В. В. Лисяку, Б. К. Лебедеву, а также А. Л. Перельману за по
мощь и полез,ные оО1веты при подготовке ру,к,оплси к изд•анию. 
Улучшению содержания книги с•пооо�бс11вовали обстоятельные за -
меча·ния рецензентов ,профес•сора И. П. Норенкова и сотру:дников 
кафедры конrструирования МАИ. Авторы приносят им глубокую 
бл аrода рность. 

Авторы 



ВВЕДЕНИЕ 

Современные достижения атомной энергетики, точного прибо
рост,роения, промышленных средств связи, медицинской техники 
и других наук невозможны в настоящее время без широкого ис
полызования электронно-вычислительной аппаратуры (ЭВА) и ра
диоэлектронной а1Ппаратуры (РЭА). Далее будем использовать 
термин электронная а1ппаратура (ЭА). 

Электронная аппаратура - это сложные комплексы устройств, 
предназначенные для электронной обработки инфо'рмации, т. е. 
для хранения, преобразования и отображения ее в форму, удоб
ную ,для восприятия человеком в соответствии с заданной прог
раммой. 

В настоящее время во всем мире наблюдаются резкое увели
чение производства ЭА и повышение ее возможностей. Особенно 
это связано с последними успехами в области микроэлектроники. 

Разработка и внедрение ЭА является одними из основных по
казателей современной нучно-техничеокой революции. Прогресс в 
обла-сти создания ЭА определяется повышением надежности, эко
номичности, качества и эффективности устройств, совершенство
ванием схем, конструкций, технологии. 

Процесс ,создания ЭА условно раз,деляется на три основных 
этапа: схемотехническое проектирование, конструкторское проек
тирование, технологическое проектирование. На первом этапе ,раз
рабатывается архитектура будущей ЭА. Материализация же ос
новных идей ЭА осуществляется на стадии конструирования и 
технологии произ,водства. Практика показала, что именно здесь 
обеспечиваю'!'ся возможность воплощения электронных схем в ми
кроэлектронные конструкции, рождение жизнеспособных изделий, 
отвеча·ющих современным требованиям науки, техники и произ
водства. 

В процессе создания ЭА тесно переплетаются вопросы разра
ботки математической логики, конструкции и технологии. Даже 
небольшие изменения в логике ЭА без учета конструкторско-тех
нологичеоких факторов приводят к ухудшению ее основных ха
рактеристик. 

Расширение функциональных возможностей и усложнение ЭА 
поставили ученых и инженеров перед необходимостью поиска но
вых принципов конструирования и ;rехнологии, коренного измене
ния методики конструирования на основе использ·ования совре
менных средств вычислительной техники. Электронная аппара
ту,ра 1чет.1Зертого и пятого ,поколений содается сейчас на базе ин
тегральных микросхем (ИМС) 4-й и 5-й степеней интеграции. 
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Сегодня конструкторы и технологи ЭА участвуют в разработ
ках ИМС, на кристалле которых размером ЗХ4 мм и менее раз
мещаются сотни тысяч элементов, реализующих функции транзи
сторов, резисторов и др. На основе прогнозирования науки ожи
дается, что следующие поколения ЭА будут реализ·ованы на ги
гантских ИМС с голографической и оптической памятью, будут
иметь программируемую перестраиваемую архитектуру, электрон
ную коммутацию и будут способны принимать и выдавать реше
ния в расплывчатых условиях. 

Конструкторы ЭА четвертого и дятого поколений приступили 
к разработкам методологии построения поисковых алгоритмов. 
все более приближаясь к созданию искусственного интеллекта. 
Недалек тот день, когда каждая ЭВМ будет иметь специальные 
«интеллектуальные процессоры», способные играть в шахматы на 
уровне гроссмейстера, управлять сложным производством, разы
грывать модели .военных сражений, следить за недоступными для 
человека технологическими операциями и вообще являться по
мощником, подчеркиваем помощником, человека при принятии 
решений в неопределенных условиях. Многие конструкторские
бюро приступили к .разработке промышленных интеллектуальных 
роботов. Не является фантастической посылка таких роботов в 
космос для выполнения недоступных человеку работ. Конструкто
ры недалекого будущего приступят к разработке многопроцессор
ных систем искусственного интеллекта и вплотную подойдут к 
построению эффективных моделей человеческого мозга. 

Конструирование сейчас и в будущем- это непрерывный твор
ческий процесс, основанный на диалоге человека с вычислитель
ной машиной. Уже сейчас кульманы в конструкторских бюро, на 
заводах и в научно-исследовательских институтах меняют на ав
томатизированные рабочие места, оборудованные периферийными 
устройствами, в частности электронными дисплеями, позволяющи
ми нетворческие, рутинные операции выполнять на ЭВМ, а рабо
ту, требующую мышления, взлета фантаэии, оставлять конструк
тору. 

Всего лишь 15-20 лет назад появился новый термин «автома

тизация проектирования и конструирования», обозначающий новое 
бурно развивающееся направление науюи и техники. Методы авто
матизированного и автоматического конструирования и проекти
рования обладают огромными преимуществами по сравнению с 
методами неавтоматизированного проектирования. Сокращаются 
сроки проектирования ЭА, снижается стоимость, повышается на
дежность устройств. 

Конструктор-технолог ЭА, вооруженный современной аппарату
рой, знаниями в области микроэлектроники, электронной техники 
и автоматизации конструирования, в настоящее время - это вы
сококвалифицированный специалист, способный сочетать творче
скую фантазию с возможностями современных вычислительных. 
машин. 
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1. ОБЩИЕ ВОПРОСЫ АВТОМАТИЗАЦИИ
"ПРОЕКТИРОВАНИЯ И КОНСТРУИРОВАНИЯ 

1.1. ЭТАПЫ АВТОМАТИЗАЦИИ 
ПРОЕКТИРОВАНИЯ И КОНСТРУИРОВАНИЯ 

В общем случае процесс автоматизации проектирования схем 
ЭА, как и любых дискретных устройств, состоит из трех основных 
этапов: системотехнического, схемотехнического и конструктор
ского. 

Первый этап включает в себя системное и структурное проек
тирование. Схемотехническое проектирование состоит из модели
рования, логического проектирования, а также контроля и пост
роения диагностичес-ких тестов. 
Конструкторс.к;ий этап вклю
чает техническое и технологи
чес1юе проектирование. 

Одна из возможшых укруп
ненных структурных схем про
цесса а�втома·тизированного 
проектирования ЭА показана 
на рис. 1.1. 

При ·системном проек11иро
вании используются идеи и ме
тоды системного анализ,а. На 
основе многочисленных факто
ров проводи-гся _всестор,онний 
анализ технического задания 
на разработку ЭА и принима
ется ,решение относительно ме
тодики построения и путей реа
лизации вычислительного про
цесса. 

При структурном проекти
ровании разрабатываются об
щая структурная схема ЭА и 
алгоритмы выполнения отдель
ных операций. Для выбора 
структуры необходимо учиты-

l Системотехническое проектироОание 

1.1. Системное проентироОание

l.Z. Cmpyffmypнoe пpoeffmиpoDaнue 

! 
2. Схемотехничесf{Ое проентироОание 

2 7. Логичесffое проентироОание

2.Z. МоilелироОание 

Z.J. Контроль и Dыpaoomffa ilиагнос-
тических mecmoD 

i 
J. Конструкторское проектироDание

J.1. rехничес,rое лроектироDание 

J.Z. Технологическое, проектироDание 

Рис. 1.1. Структурная 
автоматизированного 

ЭА 

схема процесса 
проектирования 

вать требования технологичности, надежности, возмо:тности более 
широкого использования однородных и квазиоднородных унифи
цированных узлов. 

Системотехнический этап проектирования в основном пока яв
ляется неформализованным процессом. Здесь используются твор-
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ческие возможности инженера. Электронная вычислительная ма
шина просматривает варианты решений, принимаемых ра'Зработ
чиком, -и выбирает из них оптимальный. На Э1'ОМ эта1пе исполь
зуются специальные языки, формальные методы генерации вари
антов вычислительного процесса по исходному заданию методом 
автоматического получения структурных схем. 

На этапе схемотехнического проектирования широко исполь
зуются логические и вычислительные возможности ЭВМ. Целью 
логического проектирования ЭА является автоматический или ав
томатизированный формализованный абстрактный и структурный 
синтез узлов, выбранных в результате структурного проектирова
ния, при котором проверяется эквивалентность исходного задания 
конечному результату. В теоретическом плане здесь имеются су
I.G,ественные достижения: автоматически синтезируются управля
ющие и специального вида операционные устройства. На практи
ке при автоматизации логического проектирования схем требуется 
решение большого числа задач. К ним относятся: разработка эф
фективных языков описания исходных заданий и языков струк
турного проектирования, алгоритмов построения формальных мо
делей устройств и др. При логическом проектировании важней
шими критериями оптимизации являются: минимизация числа ти
иов логических узлов, достижение максимальной однотипности 
логи<:еских блоков, возможность эффективного моделирования rr 
диагностирования схем, максимальный учет требований конструк
торского и технологического проектирования. Задачей моделиро
вания являются построение карты состояний для логических сиг
налов, проверка временньrх соотношений при прохождении вход
ных сигналов, анализ функциональных схем на соответствие за
данной системе булевых функций. Различают физическое и мате
матическое моделирование. Для схем ЭА ,более важным является 
математическое моделирование, так как использование сложных 
интегральных микросхем в основном исключает возможность фи
зического моделирования. 

Отметим, что согласно ГОСТ 17021-75 в книге под интеграль
ной микросхемой понимается микроэлектронное изделие, выполня
ющее определенную функцию преобразования и обработки сигна
ла и имеющее высокую плотность упаковки электрически соеди
ненных элементов и кристаллов, которое с точки зрения требова
ний к испытаниям, приемке, поставке и эксплуатации рассмат
ривается как единое целое. 

Интегральная микросхема 1-й степени интеграции (ИМСl) -
это микросхема, содержащая до 10 элементов и компонентов 
включительно. 

Интегральная микросхема 2-й степени �штеграции (ИМС2) -
это микросхема, содержащая свыше 10 до 100 элементов и ком
понентов включительно. 

Интегральная микросхема 3-й степени интеграции (ИМСЗ) -
это микросхема, содержащая свыше 100 до 1000 элементов и ком
понентов включительно. 
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Интегральная микросхема 4-й степени интеграпии (ИМС4)

это микросхема, содержащая свыше 1000 до 10 ООО элементов и

компонентов включительно. 
Интегральная микросхема 5-й степени интеграции (ИМС5) -

это микросхема, содержащая свыше 1 О ООО до 100 ООО элементов

и компонентов включительно. 
Интегральная микросхема 6-й степени интеграции (ИМС6) -

это микросхема, содержащая свыше 100 ООО до 1 ООО ООО элемен
тов и компонентов включительно. 

Большая интегральная микросхема- это интегральная микро
схема, содержащая 500 и более элементов, изготовленных по би
полярной технологии, 1000 и более элементов, изготовленных по 
МДП-технологии. 

Микропроцессор- это программно-управляемое устройство, 
осуществляющее процесс обработки цифровой информации и уп
равление им, построенное на основе одной или нескольких боль
ших интегральных микросхем. 

Элемент интегральной микросхемы - это часть ИМС, не выде
ляемая как самостоятельное изделие, выполняющее функцию ка
кого-либо электрорадиоэлемента (транзистора, диода и т. п.). 

Компонент интегральной схемы - это часть ИМС, реализую
щая функции какого-либо электрорадиоэлемента, которая может 
быть выделена как самостоятельное изделие. 

Развитием подэтапа моделирования являются контроль и ди
агностика. При этом определяется методика построения схем ап
паратного контроля, разрабатываются системы тестового обслу
живания, определяются необходимые степень и уровень резерви
рования для выбора минимальной ремонтируемой единицы. Это 
связано с увеличением надежности используемых элементов и ук
рупнением типовых элементов замены в устройствах. 

Функциональные схемы, полученные в результате логического 
синтеза и моделирования, служат входной информацией для кон
структорского (технического, монтажно-коммутационного, фи
зического) проектирования. При этом необходимо решать следу
ющие основные задачи: покрытие функциональной схемы ячейка
ми из заданного набора, т. е. переход к принципиальной электри
ческой схеме устройства; компоновка элементов схемы в типовые 
элементы замены (ТЭЗ) - ремонтопригодные конструктивные еди
ницы, панели, блоки, стойки и т. д.; размещение элементов в кон
структивных единицах по различным критериям; распределение 
цепей по слоям - многослойная или двухслойная трассировка и 
контроль правильности полученной топологии. 

Цель технологического проектирования состоит в автоматизи
рованной выдаче технологических документов, разработке алго
ритмов управления координатографами и другими периферийными 
устройствами и методов автоматического получения фотошабло
нов, служащих руководящими материалами в системе производ
ства. 
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Одной из важнейших задач проблемы автоматизации проекти
рования, конструирования и изготовления схем является автома
тизация конструкторского проектирования. 

В книге обсуждаются вопросы разработки и исследования ме
тодов, алгоритмов и систем автоматизации проектирования с ис
пользованием методов современной математики. Основу проекти
рования составляют математическое описание задач проектиро
вания на заданном формальном языке, разработка основных тео
рем и алгоритмов, структуры системы, запись программ на алго
ритмическом языке и решение их на универсальной или специа
лизированной ЭВМ с дальнейшим выходом на автоматизирован
ные рабочие места (АРМ) и другое оборудование. 

Для большинства задач проектирования формальное разбие
ние процесса поиска часто затруднительно. Если задачи проекти
рования сформулировать в теоретико-множественном плане, то 
обычно приходится встречаться с вопросами, которые могут быть 
решены, только если перебрать большое число вариантов. Поэтому 
актуальным является вопрос нахождения экономичных способов 
сокращения пе_ребора. При этом существенную роль играет воп
рос о формальном оп,Исании тех или иных неформально постав
ленных задач, методах их расчленения на отдельные шаги, а так
же об организации оптимальных в том или ином смысле процедур 
поиска вариантов проектирования. 

Использование аппарата теории графов в настоящее время 
для решения задач автоматизации проектирования и конструиро
вания самых различных объектов находит все более широкое 
применение. Объясняется это тем, что язык теории графов во мно
гих случаях адекватен в той или иной мере объектам проектирова
ния, описывает их естественным образом и в то же время позволя
ет абстрагироваться от конкретных объектов и иметь дело с аб
страктными моделями. Это в свою очередь дает возможность 
строить математически обоснованные алгоритмы проектирования, 
находить простые и высококачественные решения, рационально и 
эффективно использовать ЭВМ. Следует отметить, что точное ре
шение задач проектирования большой размерности связано с пе
ребором большого числа вариантов, который затруднителен даже 
для ЭВМ. Поэтому в работе наравне с точными методами проек
тирования, основанными на методах исследования операций, рас
сматриваются алгоритмы направленного поиска, которые не дают 
оптимальных решений, но позволяют получать достаточные для 
практических целей результаты. 

1.2. ЗАДАЧИ ПОСТРОЕНИЯ 

СИСТЕМ АВТОМАТИЗИРОВАННОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

Главными проблемами при сqздании систем автоматизирован
ного проектирования (САПР) являются улучшение качества кон
струирования и создание средств, обеспечивающих решение прин
ципиально новых задач, выдвигаемых техническим прогрессом. 
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В общем случае системой автоматизированного проектирова
ния или конструкторского проектирования можно считать некото
рый комплекс алгоритмов с диспетчером, реализованный в виде 
множества программ, объединенных в пакеты, библиотеки или 
модули, и автоматизированных рабочих мест, включающих необ
ходимое для выпуска конструкторской документации оборудование. 

Ид
еаль

ная система автоматизированного проектирования предпо
лагает такой порядок работ, когда техническое задание, сформу
лированное конструктором, полностью обра,батывается с помощью 
ЭВМ. Система программ определяет порядок их следования и тем 
самым последовательность выполнения отдельных этапов. На 
выходе ЭВМ индуцируется модель топологии устройства в виде 
документации для системы автоматизированного управления тех
нологическими процессами. 

Однако даже самые современные ЭВМ не могут заменить кон
структора, а лишь способны дополнить его, выполняя нетворче
ские, рутинные операции. Поэтому в настоящее время наиболь
шее распространение получили интерактивные системы «человек
машина», работающие в режиме диалога конструктора с ЭВМ. 
Они особенно эффективны при анализе и решении комбинаторно-ло
гических задач этапа конструкторского проектирования схем. Ин
терактивные системы должны иметь такую организа,цию, при ко
торой оптимальным образом сочетаются процессы автоматизиро
ванного проектирования с указаниями конструктора, творчески 
направляющего процесс разработки. Следующим, не менее важ
ным фа1ктором, влияющим на структуру сис-гемы, являе-гся опре
деление области ее применения и выбор методологии конструиро
вания. Такая постановка задачи связана с неэффективностью уни
версализации используемых в системе алгоритмов и программ с 
целью их применения к различным конструкциям. Поэтому целе
-сообразно включение в систему программ-диспетчеров, с помощью 
которых производится управление остальными программами. На
личие диспет,rера позволяет также решить следующие важные 
вопросы организации системы: возможность свободного «входа» 
в .систему на вс·ех этапах конструир'Ования с целью корректировки 
промежуточных результатов, возможность использования как па
кетов, так и единичных программ, организация наиболее рацио
нальной последовательности этапов разработки. 

Выполнение рассмотренных выше требований становится необ
ходимым при поэтапной организации процесса конструирования. 
При этом ра,ботоспособность системы будет во многом зависеть 
-от надежности и удобства стыковки отдельных этапов. Это дости
гается с помощью унификации входной и выходной информации,
-единства методов ее записи на носителях, распределения памяти
ЭВМ и т. д. Значительное место при организации САПР отводится
выбору алгоритмического языка, достаточно простого для описа
ния входной, первичной информации и доступного конструктору.
Отметим, что определяющим фактором создания САПР является
,обязательный количественный или качественный выигрыш от ав-
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томатизации, существенно превосходящий те дапол,нительные за
траты труда, которые она вызывает. Система должна обладать 
высокой жизнеспособностью, т. е. легкой настраиваемостью, воз
можностью изменения критериев оптимизации, способностью к 
расширению и дополнению библиотеки программ, стыковки с дру
гими системами проектирования и процессами автоматизирован
ного производства. 

Б настоящее время САПР развивается в двух направлениях: 
с одной стороны, широко используются мини- и микро-ЭВМ и 
микропроцессоры с непосредственным участием конструктора. С 
другой стороны, создаются системы автоматического проектиро
вания на основе многопроцессорных вычислительных структур без 
участия человека. Считается, что последнее направление наиболее 
перспективное. В обоих направлениях определяющими остаются 
вопросы оптимизации алгоритмов, формализации задач конструи
рования, представления информации в ЭВМ, организации библио
тек программ и др. 

Система автоматизированного проектирования должна иметь 
возможности: автоматического хранения информации о проекти
руемом устройстве; последовательного расширения и совершенст
вования системы, активной связи «конструктор - система»; опе
рировать оптимальными взаимозаменяемыми алгоритмами конст
руирования, специализации систем на конструирование ЭА на 
ИМС любой степени интеграции; увеличения мощности системы 
применением многопроцессорных вычислительных структур и пе
риферийных устройств; стыковки со специальными автоматами 
(координатографами, графопостроителями и т. д.); изготовления 
конструкторской и технологической документации. 

Качество САПР характеризуется не только возможностью ис
пользования системы для проектирования широкого класса ЭА 
без существенных изменений, но и оптимальностью алгоритмов и 
способом представления информации. 

Основным требованием к размещению информации в памяти 
ЭВМ является свободный доступ к данным, т. е. такая организа
ция их хранения, при которой разработчик получит возможность 
на всех этапах конструирования быстро просматривать все имею
щиеся параметры с целью выбора требуемых. 

Не менее важна правильность построения языка проектирова

ния (ЯП), т. е. языка, предназначенного для представления и пре
образования описаний объектов при проектировании. Согласно 
ГОСТ 22487-77 различают: входной язык проектирования, пред
назначенный для представления задания на проектирование; ба
зовый язык проектирования, предназначенный для представления 
дополнительных сведений к первичному описанию объекта проек
тирования, проектных решений, описаний проектных процедур и 
их последовательности; выходной язык проектирования, предназ
наченный для представления какого-либо проектного решения, 
включая результат проектирования в форме, удовлетворяющей 
требованиям его дальнейшего применения. 
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Правильность выбора алгоритмов является одним из факто
ров, определяющим экономическую эффективность использованияСАПР. Такая постановка вопроса требует проведения работ, направленных на дальнейшее совершенствование математического, 
информационного, технического, лингвистического, методического,организационного и программного обеспечений САПР. 

Математическое обеспечение (МО) автоматизированного проектировали (МОАП) - это совокупность математических методов,
моделей и алгоритмов проектирования, необходимых для его вы
полнения. 

Техническое обеспечение (ТО) автоматизированного проекти
рования - это совокупность взаимосвязанных и взаимодействую
щих технических средств, предназначенных для его выполнения; 

Программное обеспечение (ПО) автоматизированного проек-.
тирования (ПОАП)- это совокупность машинных программ, пред
ставленных в заданной форме. Соответственно пакет прикладных 
программ (ППП) - это совокупность представленных в заданной 
форме машинных программ, необходимых для выполнения проект
ной процедуры. Часть ПО АП, предназначенная для управления 
проектированием, называется операционной системой (ОС) авто
матизированного проектирования. 

Информационное обеспечение (ИО) автоматизированного про
ектирования - это совокупность представленных в заданной форме 
сведений, необходимых для выполнения АП. 

Составной частью информационного обеспечения САПР явля
ются автоматизированные банки данных (АБД), которые состоят 
из базы данных (БД) и системы управления базами данных 
(СУБД). Автоматизированные банки данных создаются как об
служивающие подсистемы САПР п предназначены для автомати
зированного обеспечения необходимыми данными подсистемы
САПР. 

Управление АБД осуществляется специалистами, обеспечива
ющими целостность, правильность, эффективность использования 
и функциональные возможности. 

К АБД предъявляются требования гибкости, надежности, на
глядности и экономичности. 

Лингвистическое обеспечение (ЛО) автоматизированного про
ектирования - это совокупность языков, представленных в задан
ной форме проектирования с терминами и определениями, правил 
формализации естественного языка и методы сжатия и разверты
вания текстов, необходимые для выполнения АП. 

Методическое обеспечение (МТО) автоматизированного проек
тирования - это совокупность документов, устанавливающих со
став и правила отбора и эксплуатации средств обеспечения про
ектирования. 

Организационное обеспечение (00) автоматизированного про
ектирования - это совокупность документов, устанавливающих со
став проектной организации и ее подразделений, связи между 
ними, их функции, а 1акже форму представления результата про-
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ектирования и порядок рассмотрения проектных документов, необ
ходимых для выполнения автоматизированного проектирования. 

Тогда под комплексом средств автоматизации проектирования 
понимается совокупность различных видов его обеспечения 
(рис. 1.2). 
КСАП 

ло 

Рис. 1.2. :Комплекс средств автоматизации 
,проектирования 

ППрО1

ПoiJpa3iJeлeн,UJ1 
КGАП ППрОz проектнои· 

органищции 
. . . 

ППµОн 

Рис. 1.3. Система автоматизиро
ванного (автоматическо·rо) про

ектирования 

Теперь можно формально определить, что такое САПР

_(рис. 1.3). 
Система автоматизированного проектирования - это комплекс

средств автоматизации проектирования, взаимосвязанных с необ
ходимыми подразделениями проектной организации или коллек
тивом специалистов (пользователем системы). 

Для достижения целей создания эффективных САПР ЭА необ
ходимо осуществлять: 

автоматизацию процесса поиска, обработки и выдачи информа
ции; 

совершенствование проектирования на основе применения ма-
7ематических методов и средств вычислительной техники; 

использование методов оптимизационного и многовариантного 
,проектирования; 

создание единых банков данных, содержащих систематизиро
ванные сведения справочного характера; 

повышение качества оформления проектной документации и до
ли творческого труда конструкторов за счет автоматизации не
творческих работ; 

унификацию и стандартизацию методов проектирования; 
взаимодействие с САПР различного уровня и функционального 

н
азначения. 

Составными структурными частями САПР являются подсисте
мы, обладающие всеми свойствами систем и создаваемые как са
мостоятельные системы. 

По назначению подсистемы САПР, разделяются на два вида: 
проектирующие и обслуживающие. К проектирующим относятся 
подсистемы, выполняющие проектные процедуры и операции, а к 
обслуживающим относятся подсистемы, предназначенные для под
держания работоспособности проектирующих подсистем. 

14 



В зависимости от отношения к объекту проектирования разли
чают два вида проектирующих подсистем: объектные и инвари
антные. К объектным относятся подсистемы, выполняющие одну 
или несколько проектных процедур или операций, непосредственно 
зависимых от конкретного объекта проектирования. К инвариант
ным относятся подсистемы, выполняющие унифицированные про
ектные процедуры и операции. 

Рассмотрим существующие согласно ГОСТ 23501.8-80 клас-
сификации САПР. 

По типам объектов проектирования различают САПР: 
изделий машиностроения и приборостроения; 
технологических процессов в машиностроении и приборострое-

нии; 
объектов строительства; 
организационных систем. 
По сложности объектов проектирования различают САПР: 
простых объектов, проектирующих объекты до 102 составных 

частей; 
объектов средней сложности, проектирующих объекты свыше 

102 до 103 составных частей; 
сложных объектов- свыше 103 до 104 составных частей; 
очень сложных объектов- свыше 104 до 106 составных частей; 
объектов очень высокой сложности - свыше 106 составных ча• 

стей. 
По уровню автоматизации проектирования различают САПР: 
низкоавтоматизированного проектирования, в которых количе

ство автоматизированных проектных процедур (АПП) составля
ет до 25% общего количества проектных процедур; 

среднеавтоматизированного проектирования, в которых количе-
ство АПП составляет свыше 25 до 50 % общего количества про
ектных процедур; 

высокоавтоматизированного проектирования, в которых коли
чество АПП составляет свыше 50% общего количества проектных 
процедур. 

По комплексности различают САПР: 
одноэтапные; 
многоэтапные; 
комплексные. 
По характеру выпускаемых проектных документов различают

САПР: 
текстовых документов; 
текстовых и графических документов; 
документов на машинных носителях (перфокартах, перфолен•

тах, магнитных лентах, дисках, барабанах); 
документов на фотоносителях; 
документов на двух типах носителей данных; 
документов на всех типах носителей данных. 
По производительности различают САПР: 
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малой производительности. Выпускает до 10 5 проектных доку
ментов (ПД) за год (в пересчете на 11-й формат); 

средней производительности. Выпускает свыше 105 до 106 ПД 
за год; 

высокой производительности. Выпускает свыше 10 6 ПД за год. 
По количеству уровней в структуре технического обеспечения 

различают САПР: 
одноуровневые, построенные на основе ЭВМ среднего или высо

кого класса с набором периферийных устройств; 
двухуровневые, построенные на основе ЭВМ среднего или высо

кого класса и одного или нескольких автоматизированных рабочих 
мест (АРМ) с мини-ЭВМ; 

трехуровневые, построенные на основе ЭВМ высокого класса, 
одного или нескольких АРМ и периферийного программно-управ
ляемого оборудования. 

Интегрированная САПР - это сqстема, имеющая альтернатив
ное программное обеспечение и операционную систему автомати
зированного проектирования, позволяющую выбирать совокуп
ность машинных программ применительно к заданному объекту 
или классу объектов проектирования. 

Основными критериями при выборе алгоритмического языка 
(АЯ) можно считать: затраты машинного времени на реализацию 
программы, записанной в символах АЯ; удобство стыковки отдель
ных программ; наличие в языке средств описания информации 
специального вида; наличие современного математического обес
печения для выбранного языка; популярность языка; наличие 
трансляторов выбранного языка для широкого класса ЭВМ. 

Опыт создания САПР свидетельствует в пользу АЯ ФОРТРАН 
или подобных ему, как наиболее удовлетворяющих указанным 

!lcmpoucmfJo 
пoiJгomo/Jкu 

ilанных 

МВС(ЕС ЭВМ) 
Реализация пакетоD приклаi/

ных программ trомпоно/Jки, разме-· 
щения, mpaccupo/Jtru, контроля 

С!Jерлильные 
а(lтоматы 

с ЧП!! 

l(онструкторсtrо-технологи·
ческая ilокументация 

Технологическая линия пpouJ
!Joilcm!Ja печатных плат, ин

тегральнt,tХ микросхем 

Рис. 1.4. Техническое обеспечение САПР 
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критериям. Очевидно, требование наличия в языке средств описа

ния информации специального вида влечет к созданию специаль

ного входного и выходного языка, который должен связать от

дельные этапы конструирования, согласовать расположение ин

формации внутри массива. 
Техническое обеспечение САПР представлено на рис. 1.4. Ос

новой ТО является многопроцессорная вычислительная система

(МВС) или, в частном случае, ЕС ЭВМ. Периферийное оборудо

вание ТО САПР можно условно разделить на четыре группы

(рис. 1.5): 

1.дисплеи, 2. Гpatpono-
нoopiluнilmo- строитель 
скоп.АРМ 

3.Аоонент- lf. Коорilинато-
ные граtр, с6ерлиль 

пgнкты ныи автомат 

Многопроцессорная Вычислительная система ЕС ЭВМ

Рис. 1.5. Периферийное оборудование САПР 

для получения и обработки эскизной документации и диалога 
с мвс или эвм 1; 

для получения выходной документации 2; 
для внутренних передач при работе САПР или для работы по 

линиям связи 3; 
для изготовления фотошаблонов и технологическое 4. 
Программное обеспечение САПР включает в себя специальные 

вычислительные программы, используемые для получения необхо
димой инженеру конструкторской документации. Особенностью 
таких программ является наличие модульной структуры. Каждый 
программный модуль имеет заданное целевое назначение, прост 
для разработки, гибок и надежен. Управление и координация 
использования модулей обеспечиваются наличием программы дис
петчера. 

Информация, используемая при автоматизированном проекти
ровании, располагается на нескольких уровнях и организуется 
в некоторую иерархическую систему. Эта система называется ар
хивом или банком данных. Основная функция архива заключается 
в выдаче информации по запросу заказчика. Информация выда
ется в виде чертежей, графиков, таблиц и т. п. 

Успешное применение програм"1ных модулей возможно только 
при наличии в ПО специальных программ, предусматривающих 
«гибкие» средства управления вводом, редактированием, хране
нием, пересылкой и выводом необходимой информации, а также 
средствами обработки пакетов прикладных программ, предназна
ченных для реализации отдельных этапов конструирования. 

Упрощенная схема вычислительного процесса конструкторско
го проектирования показана на рис. 1.6. Одна из возможных схем 
распределения информации в САПР показана на рис. 1.7. 
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Взаимодействие конструктора с системой выполняется на языке

директив. С помощью входного транслятора эти директивы преоб

разуются в форму внутреннего представления и записываются в

банк данных. На первом этапе производится запись директив, опи-

Транслятор /Jxotlнoгo язьща 

Документиро-�------' 
/Jание 

!fп ра/Jление !ffонтроль 

Рис. 1.6. Схема вычислительного ,процесса конструктор
ского проектирования 

ПоiJсистема lfОН
троля и коррек
ции результато/1 

Apxu/J 

бu5лu
omelfa 

результато/J "4'----,f-4-4 

ПoiJcucmeмa /Jы4 

ilaчu lfOffcmpyк
mopclfo-техноло
ги чесlfоu ilоку
ментации 

Диспеml/ер 

· Поористема реше- Поilсистема пoiJ-
ffuu заiJач KOff- гото!Jки. lfxoilffoи 

... с_т_р_у_и_р_о_tJа_н_и_я _ _:--___,�-� uнtрорма ции

Рис. 1.7. 1Раопределение информации в САПР 

сывающих объекты конструирования, при этом в банке данных

производится формирование библиотеки. Набор директив включа

ет в себя задание на вызов из библиотеки всех элементов, входя

щих в объект конструирования, и задания на компиляцию необ

ходимого разра,ботчику набора программных модулей. Другими

словами, задаются состав программных модулей и последователь

ность их реализации. Результаты всех промежуточных решений, а

также окончательное решение хранятся в банке данных. С помо

щью специального программного модуля «Документирование»

производится преобразование рабочих массивов и выходной ин

формации из формы внутреннего представления в форму конст

рукторской и технологической документации. Программные моду

ли каталогизируются в создаваемой библиотеке. Организация вы-
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числительного процесса и связь конструктора с банком данных 
осуществляются с помощью управляющей программы. Директива
ми служат операторы управления заданиями управляющей прог
раммы, по которым модули вызываются из библиотеки на испол
нение. 

Информация о разрабатываемой ЭА, хранящаяся в банке дан
ных, делится на три области. Первая область предназначается 
для хранения конструкторской информации, вторая - для хране
ния промежуточной информации, передаваемой от модуля к моду
лю, третья - для обеспечения режима прерывания. Здесь хранит
ся вся информация, необходимая для продолжения конструирова
ния с этапа, на котором произошло прерывание. Это позволяет 
производить параллельное конструирование нескольких устройств 
одновременно. 

Формирование документации производится в соответствии с 
требованиями рисующих автоматов (координатографов, графопо
строителей, дисплеев и т. д.). При этом используются данные из 
хранящихся в памяти ЭВМ таблиц, форматов и т. п. Кроме того, 
данные о результатах конструирования заносятся в архив систе
мы. 

При реализации задач конструкторского проектирования мож
но условно выделить следующие крупные ,блоки (рис. 1.8): ввод 
и контроль информации, построение формальной модели схемы, 
т. е. переход от схемы к графу, компоновка, размещение, трасси
ровка, выдача конструкторской документации. Блок компоновки 
обычно включает в себя модули, обеспечивающие покрытие схемы 
заданным комплексом элементов, а также различные алгоритмы 
разбиения графа схемы на конструктивно законченные части. Блок 
размещения составляется из модулей точного, итерационного и 
последовательного размещения с минимизацией суммарной длины 
и внутрисхемных пересечений. Блок трассировки включает модули 
определения планарности, планарного разбиения схемы, построе
ния кратчайших связывающих деревьев, распределения фрагмен
тов цепей по магистралям, получения координат трасс. 

Основные требования, предъявляемые к программным моду
лям в САПР,- это универсальность, адаптируемость, возможность 
параллельного решения нескольких задач конструирования, совме
стимость автоматического, автоматизированного и интерактивного 
режимов, развитие базы данных. 

Каждый блок в САПР в соответствии с иерархическим прин
ципом обработки информации образует подсистему. Исходная ин
формация в САПР делится на три типа: описание схемы, описание 
конструкции и управляющая информация. С помощью управляю
щей информации задаются режимы ра,боты программных моду
лей конструирования. Блок ввода и контроля осуществляет ввод 
информации, формирование информации, необходимой для рабо
ты последующих программных модулей, контроль и размещение 
сформированной информа,ции в банке данных. 
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Важнейшим вопросом при автоматизации конструирования ЭА 
является выбор альтернативных вариантов. При автоматизации 
конструирования (АК) цель задана и ее записывают обычно в 
виде J(x)=>max (min), где f-некоторая скалярная функция, на-

Т.Qписание 
схемы 

(конструктор) 

5. Пepexoil от
схемьt к граrру

6. Покрытие схе
мы комплек
сом ;шементоD

7.Тесгпо6ыи 
контроль 

8.Раз5иение 
граrра схемы 
на части 

9 

78. КомпоноDка
6 тэз

!В.Размещение
тэз

ZO. Трассиро6на 
ПJzoDoilныx со
еоинении 

Zl. Контроль 
инrрормации 

75.Минимизация
пересечении
ре5ер

15. Разнесение
цепеи по сло
ям

17. Трассиро6ка
многослоtlного
монтажа

ZZ. Выilача кон
структорскои 
ilокументации 

Рис. 1.8. Основные атапы автоматизированного конструк-
торского проектирования 

пример надежность конструкции, диагностируемость ЭА и т. п.; 
х- вектор, определяющий управляемые (изменяемые) параметры, 
например число типовых элементов конструкции, причем Х = {xi}, 
O�xi�x. 

Задачи такого вида решаются путем нахождения экстремума 
функции f (х) на некотором множестве Х, т. е. 

f (х) => max (miп). 
ХЕХ 

При а,втоматизации конструирования перед конструктором 
стоит задача с помощью ЭВ,М выбирать способ действия, т. е. век-
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тор, дающий максимальное (минимальное) значение нескольким 
функционалам: f11 (x), f2(x), ... , fv (x). 

Для решения задач такого типа обычно используются методы 
линейной свертки, контрольных цифр, компромиссы Парето и др. 

При использовании методов линейной свертюи вместо v различ
ных критериев учитывают один комплеК:сный 

V 

F(x) ="1:.лifi(x), 
i=I 

где Лi - положительные числа, нормированные заданным образом. 
Коэффициенты Лi отражают представление конструктора о содер
жа,нии компромисса, который он должен принять. 

Рассмотрим использование контрольных цифр. При автомати
зации конструирования ЭА на ИМС4 и ИМС5 часто задают систе
му нормативов, имеющих вид г·1, f*2, ... , f* V• Они означают, что па
раметры ЭА должны быть таюими, что fi (х) ::::::>-max при fi (х) �f\. 

В этом случае целевую функцию представляют в виде F (х) = 
=min f i (х) /f*i, а затем производят поиск вектора х, который дает 
возможность определить наибольшее значение F (х). Условие 
F (х) =:>-шах означает выбор такой системы значений х, которая 
максимизирует отношение i-го значения критерия к его контроль
ному значению. Отметим, что значения f\ обычно определяютс1я 
в результате экспертного опроса или задаются конструктором из 
опыта работы. 

Компромиссы Парето. При решении многоК:ритериальных задач 
прибегают к сокращению подмножества заведомо «плохих» реше
ний. Пусть сделан выбор х' и имеется другой выбор х" - такой, 
что для всех критериев справедливо fi (х") �fi (х'). Тогда видно, 
что выбор х" предпочт1ительнее, чем выбор х'. Следовательно, век
торы х', удовлетворяющие неравенству, следует иеключить из рас
смотрения. Предлагается исследовать только те векторы х, для 
которых не существует х" для всех критериев, удовлетворяющих 
приведенному неравенству. Множество таких векторов х называ
ется множеством Парето. 

Например, пусть цели автоматизации конструирования опреде
ляются двумя функциями: .u(G)==>-min и P(G):::>-min, где L(G) -
суммарная длина соединений в типовом элементе замены (ТЭЗ); 
Р ( G) -- количество пересечений соединений в ТЭЗ. 

Тогда допустимому значению переменной xEG будет соответ
ствовать одна точка на плоскости (L, Р). Равенства L=L(G) и 
P=P(G) определяют некоторую 
кривую У1У2УзУ4 (р:ис. 1.9). К мно- Р

! 
жеству Парето относится участок 
У2Уз- Участки У1У2 и УзУ4 к множе
ству Парето не относятс·я, так 
как на них происходит одновре- 0

L-

-------'-''------L менное увеличение Р · и L. 
Отметим, что принцип Парето Рис. 1.9. Пример определения мно-не дает единственного решения. жества Парето 
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Он уменьшает число исследуемых вариантов, но окончательный 
выбор всегда за лицом, принимающим решение. В нашем случае 
это конс'I'руктор, который совместно с ЭВМ определяет «цену» уве
личения одного из показателей, его влияние на остальные показа· 
тели, которые обязательно ухудшаются. Конструктор, построив 
множество Парето, облегчает процесс выбора решения. 

Задачи, решаемые на этапе конструирования, относятся к клас
еу задач многокритериальной оптимизации. Прак'I'ически осуще
ствить полную 'Оптимизацию при К!онструировании затруднительно 
из-за большого числа частных критериев, переменных и ограниче
ний. В настоящее время наиболее приемлемым способом оптими
зации при автоматизации конструирования является использова
ние методов последовательной субоптимизации. Сначала образует
ся обобщающий критерий суммированием частных критериев, ум
ноженных на коэффиц�иенты, задаваемые конС'груктором или опре
деляемые на основе экспертных оценок. Суть метода последова
тельной субоптимизации состоит в отыскании оптимума по важ
нейшему критерию, далее по менее важному в допустимой области 
и т. д. Поскольку этапы конс'I'рукторского проектирования в САПР 
выполняются последователь:но, 'I'O на каждом этапе можно полу
чить оптимальные или квазиоптимальные результаты в соответст
вии с·о с·воими показателями качества. 

При конструкторском проектировании ЭА основными этапами 
являют,ся ком1rюновка, размещение, тра,соир,овка и контроль. Каж
дому этапу соответствует свой частный критерий оптимальности. 
Для совместного учета частных критериев можно ра-сомотреть, на
пример, обобщенный критерий оптимальности, который для задач 
конструкторского проектирования имеет вид F ( G) ={ К ( G), R ( G), 
T(G), C(G) ], где G -объект оптимизап:ии (формальная модель 
,схемы); K(G), R(G), T,(G), C(G) -обобщенные критерии этапов 
компоновки, размещения, трассировки и контроля соответственно. 

В свою очередь, каждый из обобщенных критериев любого эта
па состоит также из частных критериев оптимальности. Так как 
каждому критерию в зависимости от класса исследуемых схем, 
заданных ограничений и т. п. можно поставить в соответствие не
которое число, которое характеризует его важность по сравнению 
с другими критериями, то возможно выполнить объединение кри
териев, другими словами, получить аддитивную функцию 

s 

F(G) =�лiFi (G); 
i=I 

s 

Ai�O; �,лi = 1. 
t=I 

Полученное выражение позволяет ·объединить частные К!ритерии в 
одно ,выражение. Например, для задач конструкторского проектиро
вания, получим F(G) =л,К(G) +л2R(G) +лзТ(G) +л4С(G). Весо
вые коэффициенты Лi определяются в осно,вном из опыта конструк
тора или на основе экс1пертных оценок. 
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t-:> 
с,, 

Система (произво
дитель) 

Аврора (СССР) 

IВМ (США) 

ЕСАП (СССР) 

АСП-1 (СССР) 
АIВ1'ограф (СССР) 

Каунас (СССР) 
- -· 

1 Этапы автоматизированного 1 конструирования 

1 2 

Ком,понов,ка, ,размеще-НIИе, т,ра,сои1ровка, изго-товление фотошабJLоно,в 
Компо,нов,ка, ра.змеще-н1ие, тра,ссrnр·ов,ка, изго-товлен,ие фотошаблонов, получение КТ Д 
Размещение, т,рас,сиров-ка, ИЗГОТ'О'ВЛение фоrо-ор,и,ги,нало,в, 

ктд 
получен,rе 

Оборудование 

3 

ЭВМ М-222 - аппара-ГУ]ра для и.згатовле1ния фотопозит.иво,в 
IВМ-370, модель 155, коо,рдннаl'оrраф Cakornp 

эвм «Ои,стема 4-50», уста,нов1Ка изготовлен.и я фот,оор,игиналов 
1 То же 1 ЭВМ М-220

» ЭВМ М-220, ,коор1дина-тоr,раф ЭМ-703, фоюте-лег,рафный аппарат ФАК-П 

Та блица 1.1 
Характеристика 

4 

Поле 220Х 170 мм2• Получе-ние 8-10 сл•оев за 8-10 Ч, 100 % !Ра1з1щ1денных соеди:нений 
Время 1ко,н,струи,рова;ния пе-чаl'ной ,платы ,с 60 .ми�кросхема-ми 30 ми,н 

I(оиструктивио-техниче
ская база 

5 

МПП с высту�пающим выводам,и иJLи 01гкрытым контактнымл площадкам 
мпп 

'И 

Т•р асси1ров1Ка 500 соеди.нений мпп 00 окнозн,ой ме-за 40 мин, 92 % раз,в,еденных таллизащи,ей соединен1ий 

/Поле 127 Х 170 усл. е,д., 3-9 % 1 ДПП, МПП н,еразвещен,ных ооесll,инений 
Поле 127 Х 180 у,сл. ед., кон- дпп,мпп струирован,ие платы 5 ч, 2-3 %нераз•в,еденных соеищнен,ий 

» 1 ЭВМ ,р аадан-3>, «юр- Поле 140 Х 150, 50 % ру_,; динатогра,ф М-2000 дора,бо11ки. Конструирование на 
эвм 20-45 .мин ДПП

- , _ _ ., "' 



К) ... 

2 3 

Граф 2Д )) ЕС 
Э

ВМ, .КО{)1рдина:то-
(ССС

Р) граф Мшнюк-,2004 

Граф 2Jv1 Т,о же Тю же 
(СССР)

SPRINT (США) Ком1п,о,новка, размещс- IВМ-370
, 

Textronix 4013 
ние, трассировка, полу-
чение КТД 

4 

Пол,е 700Х700 усл. ,ед. до 
100 элемента/В на плате. К,он-
струи,ро1Ванне о,щ-юй платы 
30-50 ми,н, 90-95 % раз,веоЦен-
ных соед.и1нений

Поле 700 Х 700 у,сл. ед., ДО 

100 элемен�т01в на плате, ч.и1сло 
слоев - до 12. :КонотруИiрова-
нне IQДНОЙ ,платы 30-50 м1ин, 
90-95 % ра.з,в,еденных сое;Щине-
Н!ИЙ

Интерактивное размещение
15 м.и,н, а1втомат1и1ческая 11pa,cor-
ров1ка для плат с 49 эле.мента-
Уf'И 58 С. 

Окончание табл. 1.1 

5 

дпп 

М:ПП 

Д:ПП 

MALS (Япония) / То же 11/40, T,extronix 4014 1 100% разводки 1 дпп 

AIDS (США) 

LST (США) 

САПР (СССР)

САП
Р (СССР)

Р
а

.

з

,

мещ
е

ние
, 

тра

,

с

С'

и

:

р

о

в

-1 
Э

ВМ, к

·о

ор

д

ина

тоn

ра

ф

, Цикл ,канеnруир1Dва,ния пла- мпп со с,ювозной ме-

ка, руч,на.я доработ•ка, Ca\.comp ты 5-10 дней таллизацией 
получен1ие КТ Д 

Компю,но,в,ка, ,размеще-
ние, т:ра,сонровка, выпуск IВМ-7090, <oopдrnmo-/ Вреяя ,,оне,ау•р,,,ащ ее- ДПП с фнк,си,ро,ва,нны-
КТ Д, изгот•овление фото- граф ча11ной платы ,на 100 выводов ми ,перехоща.ми 
шаблонов 30 ми:н 

--

1 Р
азмещение

, 
трассиров

-1 
ЕС ЭВМ, перифер,ий--/ 100 % разведенных сое.дине-/ МПП с мет2ллизац.ией

ка, 1ВЫ1пуск КТД _ное оборудован,ие_ ннй ____ __ __ _  c1<1JO�t!!,IX отвер,стий 

1 1 1 9
5-97 % ра

з
ве

,д
енных с

о
ед

и-
1То же То же нений ДПП 

Пр им е чан и е. КТД - конструкторско-технологическая документация; МПП - многослойная печатная плата; ДПП - двусторонняя 
печатная плата. 



В табл. 1.1 приводится характеристика некоторых существую
щих САПР. 

1.3. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ 

1. Дайте ха1ра1кт,ерист1ику оонавных этапо•в ,nрюекти,р�ов,а1ния ЭА.
2. Опишите состав математического, программно,го, технического, информа

ционного, лингвистического, организационного, методического обесшечения авто,
матизированного (автоматического) проектирования. 

3. Что входит в комплекс средств автоматизации проектирования?
4. Дайте определение САПР.
5. Нарисуйте структурную схему основных этаlПов конструкторско,го проек

тирования. 
6. Оппшите методы линейной свертки, использования контрольных цифр,

компромиссов Парето и поясните их использование для ,решения зада,ч -мноrо
критериальной оптимизации применптельно к конст,рукторскому проектирова
нию. 

7. К:аким вы представляете себе конструкторское бюро в 2000 году? Опи
шите процесс взаимодействия его подразделений. 

8. К:акой вы представляете себе САПР в 2000 году?

2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ

В СИСТЕМАХ АВТОМАТИЗАЦИИ КОНСТРУИРОВАНИЯ 

2.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 

Понятие множества является первичным неопределяемым по
нятием. Его можно описать, применяя такие выражения, как 
«совокупность», «собрание», «класс», «вид» и т. д. Основатель тео
рии множес11ва Г. Кантор описывал множество ка•к собрание оп
ределенных .и различимых между собой объектов нашей ,интуации, 
мыслимое как единое целое. 

В этом разделе будут приведены положения и определения тео
рии множеств, которые широко используются для построения ма
тематических моделей конструкций ЭА. 

Множества состоят из элементов и обычно обозначаются про
писными буквами латинского алфавита. Элементы множества 
обычно обозначаются строчными буквам·и латинского алфавита. 

Например, в выражении А= {а, Ь, с, ... , р} А - множество; 
а, Ь, с, ... , р - его элементы; фигурные скобки показывают, что 
элементы а, Ь, с, ... , р объединены в од1но целое - множество А. 

В множестве по определению все элементы различны, а поря
док перечисления элементов множества произвольный, поэтому со
вокупность элементов А= {а, а, Ь, Ь} не являе11ся множеством. 
ТТр'Инадлежность элемента х множеству А записывается хЕА, со
ответст-венно не принадлежность элемента множеству записывает
ся х ff=A. 

Множества бывают конечные и бесконечные. Множество с ко
нечным числом элементов называется конечным. Так, множество 
элементов ЭА конечно. Множество А1 = {х, у, z, и, w} конечно, так 
как содержит 5 элементов. Множество называется бесконечным. 
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если оно содерж1ит бесконечное число элементов. Например, мно
жества четных, нечетных, натуральных чисел соответственно: А 1 = 
= {2, 4, 6, ... }, А2 = {1, 3, 5, ... }, N = {1, 2, 3, ... } - являются беско
нечными множествами. 

Множество А, состоящее из одного элемента, например d, обо
значается А = {d} и называется одноэлементным. Множество, ко
торое не содержит элементов, называется пустым и обозначается 
знаком fд. Число элементов множества В называется его мощно
стью и обозначается I В 1- Например, множество В = {ячейка, ТЭЗ, 
стойка, панель, шкаф} имеет мощность I В 1 = 5. 

Существуют два основных способа за,щания множеств: перечис
ление и описание. Первый способ состоит в том, что задается и 
перечисляется полный список элементов, входящих в множество. 
Напрrимер, множество элементов схемы ЭА определяется их спис
ком. Очевидно, что данный способ удобно применять только к ог
раниченному числу конечных множеств. Второй способ применяет
·СЯ, когда множество нельзя или затруднительно задать с помощью
списка ( это может отнооиться к конечным и бесконечным множе
ствам). В таком случае множества определяются свойствами их
элементов. Множество А задано, если указано свойство а, кото
рым обладают все элементы, принадлежащие множеству А, и ко
торым элементы, не принадлежащие множеству А, не обладают.
Если А - произ1вольное множество, а а - некоторое ·свойство, то
запись А={ЬЕВ/а(Ь)} ознаrчает множество тех и только тех эле
ментов ЬЕВ, которые обладают свойством а. Пусть В - множе
,ство ТЭЗ ЭА, а а - свойство быть ТЭЗ в блоке управления ЭА,
тогда А= {ЬЕВ/а(Ь)} - множество всех ТЭЗ блока управления
ЭА.

Заметим, что ПР'И задании множеств вторым способом необхо
димо так задавать свойство, характеризующее элементы множе
ства, чтобы оно было общим непротиворечивым для всех его эле
ментов.

Множества А и В называются равными, если они содержат
одинаковое число одн1их и тех же элементов, что обозначается так:
А=В. Для любых множеств А=А; ее.ли А = В, то В=А и если
А = В, В = С, то А = С.

Говорят, что множество В является подмножеством множества
А (В=#=А), если любой элемент множества В принадлежит А.
Обозначается это ВсА, формулируется так: множество В строго
включается в А (ВсА). Если возможно В =А, то говорят, что
множество В нестрого включается в А и пишут В=А. Например,
если множество А определяется свойством а, множество В - свой
ством � и АсВ, то любой элемент, обладающий свойством а,
должен обладать также и •свойством �-

Пусть В= {ИМС4, ИМС5, ИМС3}, тогда А= {ИМС5, ИМС3}
включается в В, т. е. АсВ, а С= { {ИМС4}, ИМС5} не включает
ся в В, так как множество {ИМС4} ЕС, являющееся элементом

множества С, не является элементом множества В.
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Очевидно, что любое множество А* fo содержит, по крайней 
мере, два подмножества - пустое множество и само множество А" 
т., е. fo =А и А=А. Множества А и И называются несобственны
ми подмножествами. .�tножества. Остальные подмножества, если 
ани существуют, называются собственными. 

Если А - произвольное множество, то с1емейством всех подмно
жеств А называется и через (А) обозначается множество, элемен
тами которого является все подмножества множества А. Напри
мер, если А={РЭА, ЭВА}, то (А)={{А}, {И}, {РЭА}, {ЭВА}}. 
Отметим, что 1 (А) 1 =2 AJ • 

Обычно все множест,ва, с которыми имеют дело ,в построе-
ниях, являются подмножествами некоторого фиксированного мно
жества /, называемого универсальным. Например, при решении, 
задач к,омпоновки схем на различных ур,овнях иерархии имеют де
ло с множеством множеств, т. е. с множеством, каждый элемент
которого является множеством. Такие множества называют систе
мой множеств. 

Введем термин «высказывание». Высказываниями называют
предложения, которые счиТ1аются истинными или ложными. Сле
довательно, каждое высказывание может быть истиной •( ему прис
ва"Ивается значение «единица») или ложью ( ему присваивается 
значение «нуль»). Например, 1JЗысказывания «2Х2=4», 
«ЭВМ тр1етьего поколения имеют большее быстродействие, чем, 
ЭВМ первого поколения» являются .истиной. Высказывания «3>5»,. 
«ИМС5-й степени интеграции содержит меньше элементов на та
ком же юристалле, чем ИМС4-й степени интеграции» являются, 
ложью. В алгебре высказываний они рассматриваются с точки 
зрения их логических значений независимо от сод'ержания. 

К основным логическим операп:иям над высказываниями отно
сятся: отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквива
лентность. 

Отрицанием высказывания А называется новое высказывание. 
обозна'Чаемое А, которое считается ,истинным, если А ложное, и 
ложным, если А истинно. Операция отрицания соответствует логи
ческой частице «не». Например, для истинного высказывания «ЕС 
ЭВМ состоят из ТЭЗ» отрицание-м будет ложное высказывание 
«неверно», что ЕС ЭВМ состоят из ТЭЗ». 

Конъюнкцией высказываний А, В называется новое высказы
вание, обозначаемое AI\B (читается А и В), которое счита•ется rи·с
тинным, если А и В истинны, и ложным, если х,отя бы одно из нrих 
ложно. Напр'Имер, для двух высказываний: «2>0», «ИМС4 содер
жит больше элементов, чем ИМСЗ» - конъюнкция «2>0 и ИМС4 
содержит больше элементов, чем ИМСЗ» будет истинным выска
зыванием. ·":! 

Дизъюнкцией высказываний А, В называется новое высказыва
ние, обозначаемое AV В (читается А или В), 1юторое считается 
истинным, если хотя бы одно из высказываний А, В истинно, и 
ложным, если они оба ложны. Например, для двух высказываний: 
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-«ТЭЗ содерж'Ит меньше интегральных микро,схем, чем панель и�
нескольких ТЭЗ» и ,«32=9» - дизъюнкция «ТЭЗ ,содерж'Ит -меньше
интегральных микросхем, чем панель из нескольких ТЭЗ или
32=9» будет истинным высказыванием. 

Импликацией высказываний А, В называется высказывание, 
.обозна'чаемое А-+-В (читается «А влечет В» или «если А, то В»), 
которое ложно, если А истинно и В л·ожно, и и-с11инно для всех 
других логичес·ких значений А, В. Например, высказывание «если 
5Х5=#=25, то ЭВА третьего поколения строятся на основе ТЭЗ» 
истинно. 

Эквивалентностью высказываний А, В называется высказыва
ние, обозначаемое А .... В (читается «А равносильно В» или «для 
того что,бы А, необходимо и дьстаточно, чтобы В»), кото,рое счи
тается истинным, когда оба высказывания А, В либо истинны, 
либо ложны, и ложным в остальных случаях. Например, выска
зывание «для того чтобы автоматически конст.руировать современ
ную ЭА, необход:имо и достаточно иметь действующую систему 
автоматизированного проектирования» исти1нно. 

На рис. 2.1 показаны таблицы истинности для рассмотренных 
высказываний. Здесь и - истина, л - ложь. 

Отрицание 

А в 

u u. 

и л 

л u. 

л л 

А в AIIB А в AVB 

и u u u. и u 

u. л л u. л u 

л u. л л u. u

л л л л л л

Коньютсцuя Дизьюнкция 

А--8 А в А-В 

u. u и и 

л и л л 

u л и л 

u. л л и 

Имплшrация J!fОиОалентность 

Рис. 2.1. Таблицы истинности высказываний 

Да,щим понятие ,квантора существования и квантора общности. 
Запись ( '1 хЕХ) В (х) означает, что для любого элемента из мно
жества Х истинно вьюказывание В (х) об элементе х. Знак '1 на
зывают квантором общности. 

Запись (З: хЕХ)В (х) означает, что существует хотя бы один 
элемент хЕХ, для которого истинно высказывание В (х) об этом 
элементе. Знак 3 называют квантором существования. 

Объединением множеств А и В называется множество С, состоя
щее из элементов как множества А, так и множества В. Обозна
чается С=А U В. Высказывание yEAU В эквивалентно yEAVyEB. 
Например, при А 1= { транз1истор, резистор}, В= { конденсатор, ин
дуктивность}, то С =А U В= {транзистор, резистор, конденсатор, 
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индуктивность}. Если А - множество точек левого прямоугольни
ка (рис. 2.2), а В - множество точек правого прямоугольн·ика, то 
заштрихованная область есть А U В. 

�� 
А С В 

с 

/�'--"-' -1/'----..J 
в 

Рис. 2.2. Объединение мно-
жеств C=AUB 

Рис. 2.3. Пересечение мно-
жеств С=АПВ 

Объединение множеств А1, А2, ... , Ап обозначается 

состоит из всех элементов, которые принадлежат хотя 
из множеств А1, А2, ... , Ап . 

п 

U А;. Оно 
i=l 

бы одному 

Пересечением множеств А 1и В называется множество С, состоя
щее из элементов, принадлежащих одновременно и множеству В, 
и множеству А. Обозначается С=А n В. Следовательно, уЕА n В<--> 
.... уЕА/\уЕВ. Например, если А= {ИМС4, ИМС5, электронная 
лампа, реле}, В={ИМС4, ИМСЗ}, то С=АПВ={ИМС4}. Если 
А - множество точек левого прямоугольника (рис. 2.3), а В -
множество точек правого прямоуголыника, то заштрихованная об
ласть есть А n В. Пересечение множеств А1, А2, • • •  , Ап обозначает-

п 

ся n А;. Оно состоит из всех элементов, принадлежащих одновре
i=I 

менно множествам А1, А2, ... , Ап . 
Из определения пересечения множеств, следует, что А n А =А. 

Если множества А и В не имеют общих элементов, то их пересе
чение представляет собой пустое множество. 

Разностью множеств А и В называется множество С, состоя
щее из элементов, принадлежащих А и не принадлежащих В. Обо
значается С=А "\. В. Тогда уЕА "- В <-->уЕА/\у $: В. Например, ес
ли А= {ИМС4, ИМС5, ТЭЗ}, а В= {ИМС4, транзистор}, т·о А"- В= 
= {ИМС5, ТЭЗ}. Если А - множество точ•ек левого прямоугольни
ка, а В - множество точек правого прямоугольника (рис. 2.4), то 
заштрихованная область есть множество С=А "- В. 

Очевидно, что А"\. В=А, В "-А=В. 
Когда А=В, то множество .4.=В"- А называется дополнением 

множества А до В. Для произволыного множества MEJ можно 
определить дополнение до универсального множества М = I '-.. М. 
Для любого множества можно определить дополнение до любого 
другого множества, включающего его. Если это не оговорено, то 
считается, что дополнение берется до универсальн·ого множества I. 

Пример показан на рис. 2.5. Здесь заш11рихованная область 
представляет собой А= 1 '-.. А. 
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Рассмотрим основные свойства операций U, n, '\ 
Законы коммутативности 

AUB=BUA; АПВ=ВПА. 

Законы ассоциативности 

AU (·BUC) = (AUB) UC; An (ВПС) = (АПВ) nc. 

Законы дистрибутивности. 

АП (BUC) = (АПВ) U (АПС); 

AU (ВПС) = (AUB) n (AUC). 

Законы идемпотентности 

AUA=A; АПА=А. 

За1коны де Моргана 

А '\ (ВПС) = (А '\ В) U (А '\С); А '\ (BUC) = (А '\ В) n (А '\ С). 

Основным методом доказательств тождеств с множествами яв
ляется метод двух включений (или взаимного включения). Для 
доказательства E=F необходимо показать, что E=FЛFsE. Чтопы 

-1
А ..._ ___ ..,, _ _. 

Рис. 2.4. Разность множеств 
С=А'\В 

А 

Рис. 2.5. Дополнение A=l,A 

доказать, что E=F, требуется из истинности высказывания ае.Е 
вывести истинность высказывания ae.F. И, наоборот, для доказа
тельства F=E необходимо из истинности высказывания ae.F вы
вести истинность высказывания ае.Е. 

Например, докажем справедл·ивость 

A,n (BUC) = (АПВ) U (АПС); 
Е F 

Обозначим левую часть через Е, а правую - через F. Теперь не
обходимо доказать, что E=F. Это равносильно доказательству 

EsFЛFsE. 

Пусть истинно высказывание ае.Е, тогда 

ае.Е-+ае.АП (ВUС)-+ае:.АЛае. (BUC) -+ ае.АЛ (ae.BVae.C)-+aE. 

е.АЛае.ВVа Е. АЛа е. С -+ а Е. (АПВ) Vae. (АПС) -+ а Е. (АПВ)U 

U (АПС)-+ае:.F. 
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Пусть теперь истинно высказывание ae.F, тогда 
ae.F-+ae. (АПВ) U (АПС)-+ ae.A/\ae.BVae.A/\ae.C -+ ае.А/\ (ае. 

e.BVae.C)-+ae.An (BUC)-+ae.E, 

что и требовалось доказать. 
Иногда требуется доказать не равенство двух множ•еств, а ра

венство множества пустому множеству, т. е. А= fZJ. Обычно дока
зателЬ'С"ГВО проводят методом от противного, т. е. пр-ещполагают 
что А=/=-JZJ, следовательно, существует :юотя бы один элемент ае.А, 
и тогда пытаются доказать, что предположение А=/=- fZJ является 
ложным и приводит к противоречию, на основа•нии чего заклю
чают, что А= JZJ . 

Выше мы рассматривали неупорядоченные множества. Для за
дания упорядоченных множеств используется термин кортеж. По
нятие кортежа, как и понятие множества, является неопр·еделяе
мым 1понятием. Кортеж состоит из компонент, для �оторых задает
ся местопол,ожение. Обычно кортежи обозначаются греческими 
буквами, а их компоненты - латинским1и. Например, а. = <а, Ь, с, 
с, с>. Такая запись означает, что кортеж а. •состоит из пяти компо
нент: а -расположенной на 1-м месте, Ь - на 2-м месте, с - на 
3-м месте, с- на 4-м месте и с - на 5-м месте.

Компонентами кортежей могут быть любые объекты, в том
числе множества и 1юртежи. 

Кортежи а. и р называются ра•внымrи, если каждая компонен
та а. совпадает с 1юмп01нентой р с тем же номером. Например, а. = 

= <9,5> = ·Р·= \9,5) •и а. = <5,9)=/=-Р = <9,5). Следова·тельно, (а, Ь>= 
=<с, d)--i(a = c) /\ (b = d). Число компонент кортежа называют его 
длиной. 

Декартовым (прямым) произведением множеств А и В назы
вают множество С, состоящее из всех различных кортежей дли
ны 2, первая компонента которых принадлежит А, а вторая - В.
Обозначается С=АХВ. Например, если А={а, Ь}, В={х, z}, то 

С = А ХВ= {(а, х), �а, z), ,ь, х;, (.:_Ь, z)}. 

Следовательно, для любого кортеж•а, являющеюся элементом мно
жества С, истинно высказывание <а, х)е.С = А ХВ ++ (ае.А) /\(хе.В). 

Кортежи длины 2 называются упорядоченными парами, кортежи 
длины 3 - тройками и т. д. 

Декартовым произведением п множеств А 1, А2, ... , An называют 
множество С = А1 ХА2Х ... XAn, состоящее из всех кортежей дли
ны п, первая компонента которых пр·инадл·ежит А 1 , вторая -А2 , ••• , 

компонента п - Ап. 
Очевидно, что АХ В= fZJ ++А= fZJ V В= fZJ. Степенью s множества 

А называется декартово произведение одинаковых множеств А,
т. е. 

As =AXAX ... ХА. 
---

5Ра8 

Считают А1=А и А0 = {О}, где О- пустой кортеж.
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,Множество, каждый элемент rюторого является кортежем, на
зывается графиком. Для графиков определены две основные опе
рации: инверсия и композиция. Инверсия графика определяется 
через инвеР'сию его кортежей. Кортеж <х, у> есть инверсия корте
жа (р, q>,если у=р и x=q. Обозначается а-1

. Например, если а= 
=<х, и>, а-1 =<у, х). 

График R называется композицией графиков Р и Q, если 
(х, y)ER, тогда и только тогда, когда существует такое z, что 
(х, z)EP и (z, Y>EQ. Обозначается R=POQ. Знак О обозначает, 
что выполняется композ·иция графиков Р и Q. 

Пусть Р= {(х, у), (х, х), <х, z), (z, z)} и 
Q={(Y, у), \У, z), <У, х)}.

Тогда POQ= {<х, у), <х, z), (х, х)}. 

Пусть произвольная пара <х, y>ER=POQ. В этом случае для 
нее справедливо высказывание <х, y>EPOQ <->(3: d)<x, d)E.P/\ 
A<d, y)EQ). Элемент d в POQ является компонuрующuм элемен
том. 

Очевидно, что А О .0 = .0 ОА = .0. Операции композиции и пере
сечения множеств связаны следующим образом: 

АО (ВПС) = (АОВ) n (АОС); 

(ВПС) ОА= (ВОА) n (СОА) . 

.IV1ногие задачи конструирования тесно связаны с различными 
вопросам�и разбиения множеств. Наибольший ,интерес представляет 
разбиение множества на непересекающиеся подмножества. Напри
мер, используя классификацию ИМС можно выдетпь три непере
секающихся подмножества: ИМСl, ИМСЗ 1и ИМС5. 

Очевидно, что одно и то же множество можно разбить на 
подмножества различньiми способами. Система множеств М на
зывается разбиением множества А, если 

( VA;E.M )[A;=A и A;=;t= )25]. 
( VA;, AjEM)i[A;=;t=Aг�-A;ПAj= )25 ]. 

A=UA;. 
А;'=М 

Например, множество А= {ИМСЗ, ИМС 1, ИМС5} имеет пять раз
биений: 
М1 = {А}, 
{ИМСl, 

М2={{ИМСЗ}, {ИМСl}, {ИМС5}}, Мз = {{ИМСЗ}, 
ИМС5}}, М4 ={{ИМС1}, {ИМСЗ, ИМС5}}, Ms = 

= { {И!МС5}, {ИМСЗ, ИМСl} }. 

Из рассмотренного примера видно, что попарное пересечение под
множеств внут1ри разбиения пусто. 

Более общим понятием является покрытие множеств. Пусть 
А - ПР'Оизвольное непустое подмножество. Покрытием множества
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А называется семейство :Jt множеств, для которых справедливо 
следующее: ( \f AiE:Jt) (Ai=t!= .0), ( \f AiE:Jt') (Ai=A), U А; = А. Др)-

Аi ЕХ 

гимн словами, покрытие :Jt - это совокупность непустых подмно
жеств Ai, объединение которых есть А. Эле�енты семейства :Jt 
называются классами покрытия множества А: Например, класса
ми покрытия множества ЭВА являются множество универсальной 
ЭВА, множество специализир,ованной ЭВА, множество смешанной 
ЭВА. Другим примером является покрытие множества А = {1, 2, 
3, ... , 20} классами, состоящими из чисел. Эти классы, например,
будут А 1 = {1, 2, 3, 10, 12, 20}, А2 = {2, 3, ... , 10, 11, 12, ... , 20}; 

Многие задачи науки и техники могут иметь 
формальную интерпретацию на языке теории от
ношений. Все арифметические операции - это 
отношения между ЧJисловыми множествами. Мно
жество элементо�в схем ЭВМ, ЭВА или РЭА 
остается -набором элементов, поюа между ними 
не реализуются определенные отношения, прев
ращающие эти элементы в вычислительную ма
шину или прибор. Разнообразные отношения 
возникают между родителями 1и детьми, руково- Рис. 2.6. Отноше-
дителями и подчиненными, в природе и т. д. ние <р 
Вообще говоря, отношение - это связь между 
любыми объектами в природе. 

В теоретико-множественном плане отношение - это кортеж 
длины 2, т. е. пара, первая компонента которой является подмно
жеством квадрата второй компон,енты. Обозначается отношение 
q; = <Ф, В), Ф=В2

, где Ф - график отношения; В - область зада
ния отношения. 

Рассмотр1им ряд примеров отношений. Если ·q; - отношение па
раллель,ности, то aq;b показывает, что а параллельно Ь. Здесь а,

Ь - элементы отношения. Если Ф = {<1 ,2), <2,2>, <3, 1)}, В = { 1, 2, 3}, 
то определ,им отношенйе q; =< {<1 ,2), <2,2), <3, 1 )} , { 1, 2, 3}). Графи
ческое изображение отношения q; показано на рис. 2.6. В кружках 
стоят цифры, соответствующие элементам отношения, а линии со 
стрелками показывают ,связь между элементами отношения. 

Отношение q; называется полным, ·если Ф=В2, т. е. если выска
зывание ( \f х, уЕВ) [ xq;y] всегда истинно. 

Отношение q; называется пустым, если Ф= .0, т. е. если выска
зывание ( \f х, уЕВ) (xq;y) вс-егда ложно. 

Отношение q; называется отношением р,авенства, есл-и высказы
вание ( \f х, уЕВ) (xq;y-+x = у) ИС'DИННО. 

Отношение q; называется отношением неравенства, если выска
зывание ( \f х, уЕВ) (xq;y-+x=t!= у) истинно. 

Заметим, что на отношение переносятся операции над множест
вами. Пусть q;, = <Ф,, В; и ЧJ2 = <Ф2, В; есть произвольные отноше-
1ния, ,заданные на одном и том ж-е множестве В.

Тогда объединением отношений ЧJ1 и ЧJz- называется отношени_е 
срз, график которого Фз равен объ,единению графиков отношений
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q:>1 и q:>2: <рз= 1q:>1 U q:>2= <Ф1 U Ф2, В). Очевидно, что x(q:>1 U <р2)У <+ 

<+ (х<р1У) V (xq:>2Y). Аналогично определяются операции пересечения 
и разности отношений. Например, если 

rp1 = < {(а, Ь), (Ь, с), \а, d)}, { а, Ь, с, d} ), 
rp2= <{(a, Ь), (Ь, с)}, {а, Ь, с, d}), то 

rрз = rр1Пrр2= <Ф1ПФ2, В) = <{<а, Ь), (Ь, с)} {а, Ь, с, d}). 
Для отношений, заданных на одном и том же множестве, ,справед
ливы тождества, аналогичные тождествам над множествами. 

Также справедливы операции инверсии и ко1мпоз,иции, которые 
рассматривались для графиков. 

Инверсией отношения rp на множестве В является отношение, 
график которого есть инверсия гра,фика отношения rр

= <Ф, В), т. е. 
rр-1= <Ф-1

, В). Следова,тельно, xrp-1y-+yrpx. 
Композиция отношений rp1 =<Ф1, В) и rр2= <Ф2, В> определяется 

выражением rp3= rp10rp2= <Ф10Ф2, В). 
Отношение удобно задать в виде прямоугольной таблицы (мат

рицы). Строки и столбцы матрицы отношений RФ соответствуют 
элементам х, уЕВ. На пересечении строки, соответствующей эле
менту Xi, и столбца, соответствующего элементу Xj, ставится еди
ница, если выполняется отношение Xi(J)Xj, и нуль в противном слу
чае. Матрица отношения, показанного на ,рис. 2.6, имеет вид 

1 2 3 
1 О 1 О 

Rч, =2 О 1 О 
3 1 О О 

Размер матрицы R Ф равен I В I Х I В 1, т. е. общее число кле
ток (ячеек) R ff, равно мощности В

2
• 

Для отношения rр
= \Ф, В), где В= {х1, х2, хз, У1, у2}, 

Ф= {(Х1У1), \Х2, У2), (Хз, У1), 
(Хз, У2), (У1, Х1}, \У2, Х2), 
\У2, У2), (х2, х2), (У2, Хз), 

(х1, У2)}, 
матрица отношения примет вид 

Х1 Х2 Х3 У1 У2 
Х1 о о о 1 1 
Х2 о 1 о о 1 

Rcp =Хз о о о 1 1 
У1 1 о о о о 

У2 о 1 1 о 1 

Полному отношению ,соответствует матрица, нее клетки которой 
заполнены единицами, а пу,стому - нулевая матрица. 
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Рассмотрим основные свойства отношений. 
Отношение ер=<Ф, В) называется рефлексивным, если высказы

вание ( V хЕВ) [херх] является истинным высказыванием. Отноше
ние «находится в одной и той же схеме ЭА» для одного элемента х 
является рефле1юивным отношением. Матрица рефле'Ксивного от
ношения имеет В'Се единичные элементы, расположенные по глав
ной диагонали. 

Отношение ер=<Ф, В> называется антирефлексивным, если выс-
казывание (V хЕВ) [херх] :истинно. Здесь -;р обозна,чает инверсию 
отношения ер. В матрице антирефлексивного отношения по главной 
диагонали нет ни одного единично-го элемента. 

Отношение ер=<Ф, В) называется симметричным, если 

( Vx, уЕВ) (херу-+-уерх). 

Отношение «на:,юдиться в одном ТЭЗ ЭВА» для двух ИМС х и у 
я·вляется симметр'Ич1ным отношением, так как есЛlи ИМСх и ИМС

11 

находятся в одном ТЭЗ, то ИМС11 ,и ИМСх находятся в одном 
ТЭЗ. 

Отношение ер называется антисимметричным, если ( 't/ х, уЕВ) 
(xepy/\x=t= у-+-уерх). Отношение «больше» является примером анти
симметр•ичного отношения. 

Отношение ер называется транзитивным, если ( V х, у, zEB) 
(xepy/\yepZ-+-Xepz). 

Отношение «находиться в одном кристалле ИМС» для транзи
сторов х, у, z является транзитивным отношением. 

Другими словами, если элементы х и у находятся на некото
ром кристалле ИМС и эл,ементы у и z нююдятся на том же крис
талле, следовательно, на этом же кристалле будут находиться х 
и z. Отношение равенства является транзитивным, так как если 
х=у и y=z, то и x=z. 

В практике автоматизации конструирования схем интерес пред
ставляют отношения, обладающие совокупностью свойств. 

Отношение ер называется отношением эквивалентности, если 
оно рефлексивно, симметрично и транзитивно. 

Например, отношение «параллельности» прямых является отно
шением эквивалентности, так как а II а (рефле:к�сивность), а II Ь-+-Ь lla 
(симметричность), а II Ь /\Ь 11 С-+-а II с (транзитивность). 

Отношение «перпендикулярности» прямых не является отноше
,нием эквивалентности, так как а не перпендикулярно а (рефлек
сивность не выполняется), a...Lb-b...La (симметричность), 
a_l_ b/\b...Lc не вл,ечет a...Lc (транзитивность не выпол,няе11ся). 

Отношение «находиться в одной и той же схеме ЭА» для ее 
элементов является .отношением эквивалентности. 

Основное значение отношения эквивалентности состоит ·в том, 
что оно определяет признак, :к�оторый допускает разбиение множе
ства М на непересекающиеся подмножества, называемые класса
ми эквивалентности. Все элементы, принадлежащие некоторому 
классу M i разбиения множества М, связаны отношением эквива
лентности. 
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Матрица R <P отношения эквивалентности ер состоит из клеток 
(подматриц), расположенных по главной диагонали, причем все 

элементы каждой подматрицы являются е,щиницами. Матрица от
ношения эквивалентности может быть приведена к такому виду с 
помощью перестановок строк и столбцов. Например, если пере
,ставить строки и столбцы матрицы, записанной ниже, ее конфигу
рация изменится, но матрица не перестанет быть матрицей отно
шения эк'вивалентности. Пусть, например, на множестве В= {ЭВМ, 
ЭВА, РЭА, ИМС4, ИМСБ, ТЭЗl, ТЭЗ2, ТЭЗЗ, ТЭЗ4} задано отно
шение эквлвалентности «иметь одинаковую конструктивную реа
лизацию». Тогда ·множество В можню раз·бить на три класса, со
держащие эквивалентные по заданному отношению элементы: 
В1 = {ЭВМ, ЭВА, РЭА}, В2 = {ИМС4, ИМСБ}, В3

= {ТЭЗ1, ТЭЗ2, 
ТЭЗЗ, ТЭЗ4} . 

. Матрица это.го отношения запишется 

ЭВМ ЭВА РЭА ИМС4 ИМСБ ТЭЗl ТЭ32 ТЭЗЗ ТЭ34 

эвм 1 1 1 о о о о о о

ЭВА 1 1 1 о о о о о о

РЭА 1 1 1 о о о о о о 

ИМС4 о о о 1 1 о о о о 

Rq, =имсs о о о 1 1 о о о о 

ТЭ31 о о о о о 1 1 1 1 
ТЭ32 о о о о о 1 1 1 1 
ТЭ32 о о о о о 1 1 1 1 
ТЭ34 о о о о о 1 1 1 1 

Отношение эквивалентности позволяет разбивать множество, 
на котором задано отношение, на непересекающиеся классы, со
держащие эквивалентные между собой элементы. Дальнейшее пре
образование заданного множества позволяет вместо каждого клас
са исследовать один его произнольный элемент.· 

Мы рассматривали отношения, в которых Ф могло состоять из 
кортежей длины 2. Такие отношения называются бинарными. Если 
Ф будет состоять из кортежей дл,ины п, то в общем случае можно 
рассматривать п отношения. Отношение ср = <Ф1 В), заданное на 
множестве В, называется п, если Ф=Вn. Отношение «образовать 
вычислительную ,систему из четырех миК'ропроцессоров» на мно
жестве микропроцессоров одного типа является примером 4-го от
ношения. 

Моделью М называется совокупность множества В и конечного 
числа отношений, определенных на этом множестве: ср 1 

= <,Ф 1 , В), 
·ср2 = <Ф2, В), ... , ср1 = (Ф1, В).· 

В общем случае можно записать М = (В, Ф1, Ф2, ... , Ф1). Гово
рят, что соответствие - это кортеж длины 3, первая компонента 
которой является подмножеством декартового произведения вто-
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рой и третьей компонент: Г=<Ф, Х, У), Ф=Хх У, где Ф - график 
соответствия; Х - область отправления; У - обла1сть прибытия. 

Образом множества А при соответствии Г называется множе
ство Г(А) тех элементов области прибытия У, каждый из которых 
соответствует в Г какому-нибудь элементу из А. 

Например, пусть Г=<Ф, Х, У>, где Ф= {<а, 2), <Ь, 3), <,с, 2>,
<,ь, 1)}, Х={а, Ь, с}, Y={l, 2, 3}. 

Соответствие Г показано rна 
рис. 2.7. БсЛ\и А= {а, ,Ь}, то 
Г(А)=Г({а, ,b})={l, 2, 3}. Из 
примера 'видно, что Г(А)s.У. а 

Полным прообразом множест
ва В при соответствии. Г называ- Г=<(1), Х;.:2 

х 

ется множество r-1 (В) тех эле- 1
1 

7 \ ументов ,обла,сти отпра,вления Х, , Z J , 
каждому _из кюторых соответст- Г{А/- ------

""
в= ·{!,J} вует какои-нибудь элемент В= У.

Если в примере (см. рис. 2.7)
-В= {1,3}, то r-1 (B) =·{Ь}, причем 
Г-1 (В) =Х. 

Рис. 2.7. Соответствие Г

Соответствие Г можно задать с помощью матрицы Rг разме
ром IXI Х I YI. Строки матрицы Rг соответствуют элементам 
XiEX, а столбцы - элементам YJE У. На пересечении i-й строки 
-И j-го �столбца ставится единица, если \Xi, ХJ)ЕФ, и нуль в против
нюм случае. Для соответствия Г=<Ф, Х, У), изображенного на
рис. 2.7, ·матрица Rг примет вид 

1 
а О 

Rг = Ь 1 
с о 

2 
1 
о 
1 

3 
о 
1 
о 

Над соответС'твиями можно выполнять те *е операции, что и над 
множествами и отношениями. 

Соответствие f=<Ф, Х, У) называется функциональным, если 
график Ф не имеет кортежей с одинаковыми первыми и различ
ными вторыми компонентами, т. е. график не может иметь двух 
пар ·вида \Xi, У1), <xi, У2), У1 =ft У2- В противном случае ооответствие 
называется нефункциональным. Функциональное соответствие на
зывают ·однозначным, а нефункциональное - многозначным. При
мер функционального графика Ф={<,а, 1)\Ь, 1),<с, 1><,d, 1>} пока
зан ·на рис. 2.8. 

Соответствие Г=(,Ф, Х, У) называется инъективным, если в гра
фике Ф не может быть двух пар вида <,х1, YJ>, <.х2, YJ>; х 1 =ftx2. В 
протИJвном случае соответствие называется неинъективным. 

Соответствие Г=<.Ф, Х, У) называется всюду определенным, ее
.ли для любого хЕХ образ Г(х) =ft И. 

Соответствие называется сюр·ьективным, если для любого· уЕ У
-прообраз r-1 (у) =ft И. Произвольное соответствие Г•=(,Ф, Х, У)
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может обладать или не обладать любым из описанных свойств или 
их совокупностью. 

Соответствие Г=(,Ф, Х, У) называется биективным или взаим
но-однозначным, если оно функционально, инъекти1вно, всюду оп
ределено и сюръективно, т. е. соотвествие Г взаимно-однозначно, 
если каждому элементу х соответствует один и только один эле-

d, х 

Рис. 2.8. Приме,р функцио-
нального графика Ф 

Рис. 2.9. Взаимно-одно
значное соответствие меж

ду множества·ми Х и У 

мент у и наоборот. На рис. 2.9 показан пример взаим,но-однознач
ного соответствия между множествами Х и У. Здесь а ++ 3, Ь ++ 1, 
с ++2. 

Функциональные соответ,ствия являют,ся частным видом соот
ветствий, наиболее часто используемых при разработке алгоритмов 
автоматизированного конструирования ЭА. Они называются функ
циями 1и обычно обозначают,ся f=<.Ф, Х, У). Тот факт, •что функция 
f имеет область отправления Х и область прибытия У, выражают 
словами: функция f определена в Х и принимает с-вои значения в 
У. Обозначается X--l. У или f: Х-+У. Значение функции f на эле
менте а обозначается f (а). Если к�ортеж <,х, у)ЕФ, то образом 
элемента х при функции f будет элемент у. Это обычно обозначают 
f (х) = у и говорят, что функция f отображает элемент хЕХ в эле
мент уЕУ. Элемент х называет,ся аргументом функции f, а у -
значением функции f на агрументе х.

Функция f=<.Ф, Х, У) называет,ся нигде не определенной, если 
Ф=J= eJ. 

Функция f=<.Ф, Х, У) называется всюду определенной, когда 
( '</ ХЕ.Х) (а f (х)]. 

Всюду определенную функцию называют отображением, а ото
бражение типа x_iy называют отображением •множества Х в У. 

Функция f=<.Ф, Х, У) называется сюрьективной, если ('v уЕУ) 
( а хЕ.Х) [f (х) =у]. Функция f=<.Ф, Х, У) называет1ся инъективной, 
если ( 'vxE.X) ( а уЕУ) [f-(y) =х]. Функция f=<Ф, Х, У> тогда и 
только тотда биективна, ,когда она всюду определена, сюрьективна 
и инъективна. Синонимом термину «биекция Х на У» является 
взаимно-однозначное отображение множества Х на У. 

Пр1имеры сюрьективной, инъективной и биективной функции по
казаны на рис. 2.10, 2.11, 2.12 соответственно. 

Биективная функция или просто биекция типа t Х-+Х назы
вается подстановкой на множестве Х. Подстановку записывают в 
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виде двух строк, заключенных в круглые скобки, причем под эле
ментом хЕХ записывается элемент t (х). Например, пу,сть Х = 
= {х1, х2, х3, Х4}. Тогда некоторая произвольная подстановка t мо
жет 1иметь вид 

Рис. 2.10. Сюрьективная 
фующия f = (Ф, Х, У) 

Рис. 2.11. Иньективная
функция f=i(Ф, Х, У) 

Такая запись означает, что элемент х 1 отображается в х2 ; х2 -

в Х4; Хз - в х 1 и Х4 - в Хз. Существуют ·и обратные подстановки,
которые можно применять для возвращения в ис�одное состояние.
Для рассматриваемого примера 

t-1 = (Х1, Х2, Х3, Х4 ) .
Х3, Х1, Х4, Х2 

Отметим, что для соответствий и функций также справедливы
все операции над множествами и отношениями. 

В практике конструирования ча,сто пр:иходится иметь дело с
множествами, в которых нельзя указать рез1кую границу, отделяю
щую элементы, принадлежащие 1к данно,-
му множеству и не пр,инадлежащие к не
му. ТаН!ие множества называют расплыв- Х 
чатым-и или 1нечеткими. Следует отличать 
понятия -случайности и расплывчатости. 
Случайность связана ·с неопределенно
стью, относящейся к принадлежности или
непр'инадлежности элемента к множеству.
Расплывчатость ,связана с множествами,
в которых могут иметься различные сте
пени принадлеЖ'ности элементов к дан
ному :множеству. 

Пусть задано множест,во Х = {х1, Х2, ••. Рис. 2.12. Биективная функ-
... , Хп}. Тогда говорят, что расплывчатое ция f=,(Ф, Х, У) 
множество А на множестве Х есть сово-
купность кортежей А= {<µА (xi); xi)}, XiEX, где µА (xi) - степень
принадлежности элемента Xi к А; µА - функция, отображающая Xi
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в пространс·тво М, называемое пространством принадлежности.
Предполагается, что М - это интервал [О, 1], причем 1 и О пред
ставляют высшую и низшую степени принадлежности. Заметим. 
что степень принадлежности может являться расплывчатым мно
жеством. 

Основ,ное положеНlие теории расплывчатых множеств состоит в 
том, что А, несмотря на «размытость» гра,НJиц, задается точно пу
тем сопос'!'авления ,кажд:.ому элементу хЕ.Х, числа, лежащего меж-
ду о и/ 

Наnример, пу,сть Х·= {1, 3, 5, ... }·_множество положительных 
нечетных чисел. Тогда распл,ывчатое множество А можно, напри
мер, оqределить как набо'Р кортежей вида А= {(0,6; 1), �0,2; 3). 
<о,7; 5; ... }. 

Носитель А есть множество элементов· хЕХ, для которого 
µА (х) :положительно. Точкdй перехода А ' называется элемент 
хЕХ, для кото1рого µА (х) = 0,5. Од•нот,очечным расплывчатым мно
жеством (иногда используют термин нечеткие или размытые мно
жества) называется множество, носитель которого состо,ит ,из един
ственной точки. Если А - одноточеч>ное ра•сплывчатое множество, 
то его обозначают А= µ/х, где µ - степень пр,инадлежности х к А.
Тогда одноточечное множество можно обоз>начить А= 1/х.

Расплывчатое ,множество часто рассматр�ивают в виде объеди
нения входящих в него одноточечных множеств и записывают в 
виде 

А= S µА(х)/х, хЕ.Х. 
х 

Здесь знак интегрирования означает объеди1нение одноточечных 
расплывчатых множеств µА·(х) /х. Бели А состоит из конечного 
числа элементов, то 

п 

А= µ1/X1Uµ2/X2U ... Uµn/Xn = Uµi/Xi. 
i=I 

Очевидно, что' тог,.ца конечное множество Х = {х1, Х2, ... , xn} 
мqжно записать, в виде 

п 

Х = 1/x 1U1/x2U ... U1/xn = U 1/xi. 
i=I 

Пу,сть Х = {кристалл, плата, панель}; А - расплывчатое множе
ст,во, определяемое признаком «степень ,интеграции (СИ) элемен
т6в». Тогда, __ нhпример, можно записать: А=СИ большая/крис
талл U СИ средняя/плата U СИ малая/ панель. Ра�сплывчатые сте
пени fiринадлеж•нос11и большая, средняя, м,алая в данном примере 
можно определить как расплывчатые подмножества множества 
W= {О; 0,1; 0,2; ... ; 1}. Эти по\Цмножества можно опред,елить, на
пример, та·к: малая� 0,5/0,2 U 0,7/0,3 U 1/0,4; средняя= 0,6/0,4 U 
U 0,8/0,5 U 1/0,6; большая= 0,7/0,7 U 0,8/0,8 U 1/1. Пр1иведем еще ряд 
пр·имеров расплывчатых -множеств._
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Пусть Х = { 1, 2, ... , 20}, то,гда ра•сплывчатое множество' д на Х,
описываемое понятием «много», можно, например, записать в виде 
«много» = 0,5/10 U 0,6/11 U 0,7/12 U 0,8/13 U 0,9/14U0,9/15 U0,9/16U 
U0,9/17U0,9/18U 1/19 U 1/20. 

Пусть Х - множество ЭВМ первогd, второго, ·третьего и четвер
того поколений, запишем это так: Х= {ЭВМl, ЭВМ2, ЭВМ3, ЭВМ4}. 
Пусть д - расплывчатое множество, определяем,ое термином «эф
фективный» в смысле времени решения задач на ЭВМ. Тогда ус
ловно можно, ·например, записать А =  эффективные очень сла
бо/ЭВМ! U эффективные слабо/ЭВМ2 U эффективные средне/ЭВМ3 U 
U эффективные достаточно/ЭВМ 4. Здесь, как и в ранее рассмот
ренных примерах, тер•мины «очень слабо», «слабо», «средне», «до
статочно» можно о1пределить с помощью расплывчатых множеств: 

W= {1, 2, 3, 4}; «очень слабо»= l/1U0,7/2U0,1/3U0/4; 

«слабо»= 0,7 /1 U l/2U0,2/3U0/4; 

«достаточно»= О/ 1 U0,3/2U0,7 /3U 1/4. 

В практических задачах конструирования функция принадлежно
сти µл определяется эвристически из к;онкретных условий. Рас
плывчатые множества д и 13 ,называются равными, если ( V хЕХ) 
(µА(х)=µв(х)). 

Расплывчатое множество .4 являе11ся подм,ножеством 13 (дс13), 
если ( VxEX) (µА (х) :::;;;;µв(х)). Расплывча11ое множество А1 назы
вается дополнением к А, если ( V хЕХ) (µА (х) = 1-µА (х)). Напри
мер, расплывчатые множества J = { «большие» микросхемы} и А1 = 
= {«небольшие» микросхемы} являются дополнениями друг к дру
гу, если отрицание «не» определяется как операция, заменяющая 
µА(х) на 1-µА(х), V ХЕХ. 

Говорят, что расплывчатое множество С ·называется пересече
ншем множеств д и 13, если оно определяется как наибольшее ра,с
плывчатое множество, с-одержащееся как в А, так и в 13: С=АП 13; 
µАnв(х) =min(µA(x), µв(х)) , ХЕХ. 

Например, если А= {(0,7/ИМС3), 1Д3/ИМС5), <О,9/ИМСl'>}, 13= 
= {(Д3/ИМС3,), <О,2/ИМС5), (1/ИМСl)}, тогда С=АП13 = 
= {(,О,3/ИМС3\ <О,2/ИМС5), (0,9/ИМСl)}. 

Бели А= {(0,8/1), <О,5/3)}, а 13= {\0,2/1), <о,7/3)}, тогда С= 
=А n 13= {(0,2/1 ), (0,5/3)}. 

Объединением расплывчатых множеств А и 13 называется наи
меньшее расплывчатое множество С, содержащееся как в А, так 
и в 13: С=дU13; µAuв(x)=max(µA(x)), хЕХ. 

Пусть Д - множество ИМС3, а 13- множество ИМСl, тогда 
С=А U 13= {ИМС3 IИЛИ ИМСl}. 

Расплывчатым отношением с:р на декартовом произведении мно
жеств ХХ У= {<х, у), хЕХ, уЕУ} �называется выражение, описы
ваемое функцией принадлежности µq>, которая сопоставляет 1каж
�ому 1юртежу (х, у) ею степень 1принадлежности µq> ((х, у)) к <р. 

Пусть Х = {РЭА, ЭВА}, У= {ИМС3, ИМС 1}. Тогда бинарное 
расплывчатое отношение «компоновка» между элементами мно-
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жеств Х и У можно, например, записать следующим образом: 
Компоновка = ф,7/(РЭА, ИМСЗ)> U (0,9/ (РЭА, ИМСl)) U 
U(О,8/(ЭВА, ИМСI)>U<О,1/(ЭВА, ИМСЗ)). Расплывчатые отноше
ния удобно задавать ·С помощью матрицы отношений Rq:,= llri, 1ll 1x 1 x1Y1• 
В нашем ,случае матрица отношений запишется в виде 

ИМСЗ ИМСl 

Rq:, = 
РЭА 

110
,
7 0

,
9

11· ЭВА 0
,
1 0

,
8 

где элемент ri, j равен зlНачению функции µер для i-го элемента х и 
j-го элемента у. Заметим, что для расплывчатых отношений спра
ведливы операции, определенные на ра·сплывчатых множествах.
Для ·ра,спльrвчатых отношений можно определить такие свойства,
как рефлексивность, симметричность, транзитивность и т. д.

Приведенные определения и понятия можно применять для на
хождения .решения в у,словиях, когда неточность является следст
вием ·расплывчатости, что характерно для некоторых эвристичес
ких задач автоматизаll!ИИ конструирован1ия ЭА. 

2.2. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ АЛГОРИТМОВ 

Понятие алгоритма я•вляется одним из основополагающих по
нятий современной науки и техники. Неформалыно можно опреде
лить алгоритм как кюнечную совокупность точно заданных правил 
решения прО1извольного класса задач. 

Отметим основные требования к алrоритмам. Алгоритмы при
меняются к исходным данным и выдают конечные результаты, т. е. 
каждый алгоритм имеет входы и выходы. В результате работы 
алгор·итма появляются промежуточные резулнтаты. Следовательно, 
алгоритм имеет дело с данными, которые можно отнести к трем 
группам: входные, выходные, промежуточные. Для ,размещения 
данных, с которыми имеют дело алгор,итмы, требуется память. 
Обычно ·считают, что память состоит из одина:�ювых ячеек, причем 
каждая из них может содержать один или несколько элементов 
данных, называемых символами. 

Алгоритм состоит из отдельных конечных действий, которые 
называются «шагами». Примерами шагов могут служить опера
ции сложения, умножения, сдвига 'Информации в ЭВМ и т. п. В ис
пользуемых в настоящее время алгоритмах последовательноС'ть 
шагов обычно детерминирована, т. е. после каждого шага алго
ритма определяе'Г'СЯ номер следующего шага. Детерминированный 
алгоритм при одних и тех же входных данных ·выдает одинаковые 
результаты, а при разных входных данных может менять порядок
выполнения шагов. От каждого алгоритма требуется остановка 
после конечного числа шагов. Для практики представляют интерес 
алгоритмы, которые завершаются после конечного числа шагов. 

Обычно разл:ичают описание алгоритмов, механизм реализации
�лгоритмо·в (в основном для этих целей используется ЭВМ) и про-
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цесс реализац1ии алгоритмов. Алгоритмы реализуются на ЭВМ в 
виде программ. 

Существуют три основных типа у,нивер1сальных алгоритмичес
ких моделей. В первом понятие алгоритма С'вязывается с вычис
лимыми и числовыми функциями. Во 1втором алгоритм предста,в
ляется как некоторое детерминированное ус-гройство, способное 
выпоJ11нять в отдельные моменты времени простейшие операции. 
В третьем типе - преобразование ,слов ·в произ•вольных алфави
тах. Эти типы бл.изки друг к другу и отл�ичаются э1вристическими 
описаниями определений алгоритма. 

ОдН!им из э1вристичес1ких определений алгоритма считают кон
структивно задаваемые соответствия между словами в а1б'стракт
ных алфавитах. 

Под абстрактным алфавитом обычно понимается конечная со
вокупность объектов, называемых буквами или символами этого 
алфавИ11а. В качестве символов абстрактных алфавитов могут ис
пользо�ваться буквы, цифры, знаки и даже слова, в частности сло
ва русского языка. Следовательно, абстрактный алфавит - это 
конечное множество различных СJимволов, и его м,ожно задать пу
тем леречисления элементов. 

Примерами алфавитов можно счи11ать: 

и т. д. 

А= {схема, ИМСЗ, О, 1, 2, а, �, кристалл}, 

В={-, 1, Х}, С={+,-, 0, 
плата, РЭА} 

Под словом 'В алфа,вите понимают любую конечную упорядо
ченную последоватеш,ность сим-волов. Например, выражение «+, 
плата, РЭА» является ,словом в абстра1ктном алфавите С. Видно, 
что термин «слово» является синонимом термину «кюртеж» в тео
Р'ИИ множеств. Число символов ·в ,слове называется длиной этого 
сл,ова. Пустое слово обозначается ·11ак же, ка'К и пустое множе
ство 0. 

Алфавиты бывают вх·одные, выходные .и промежуточные. 
· Алфавитным оператором называется функция, ·которая задает

соответствие между словами входного и ·выход'ного алфавитов. На
пример, пусть заданы алфавиты Х и У: Х = {а, Ь, ИМСЗ, +, 
ИМСl}, У= {с, d, кристалл, ТЭЗ, е, f}. 

Пусть также З'аданы сл·ова в алфа:витах Х и У: «а, Ь», «Ь, ИМСЗ, 
+», «ИМСЗ, ИМСl, а», «с, d, ТЭЗ», «кристалл, е, f», «d, е, f» ·и «d,
ТЭЗ». Соответствия между этими словами показаны на рис. 2.13.

Если х - сло-во в алфавите Х, ·а у - сл·ово в алфавите У, то 
алфавитный оператор Лх = у перерабатывает вхюдное слово х в 
вы�одное слово у.

Алфави-гные операторы бывают однозначными и многозначны
ми. В ·однознаЧlном алфави11ном •операторе каждому ·входному сло
ву ,ставится в соответствие не более одного выходного слова. 
В многозначном алфа�ви-гном операторе -каждо,му входному слову 
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может быть поставлено в соответствие не1юторое множество вы
ходных слов. Алфавитный оператор, который не ставит в соответ
ствие входному ,слову ,никююго выходною слова (включая пус
тое) r не определен на этом слове. Алфав�итный оператор, изобра
женный на рис. 2.13, является мноюзначным, так как входному 
слову «а, Ь» поставлены в соот1Ветствие слова «с, d, ТЭЗ», «d, е, f». 

Множество слов, на которых алфавитный оператор определен, 
называется его областью определения. Бели область определения 

Рис. 2.13. Пример алфавитного оператора 

конечна, то алфавитный •оператор _может быть представлен табли
цей соответствия, в левой части •которой выfllисывают-ся слова, 
входящие в область определения, в правой части - слова, полу
чающиеся в результате применения алфавитного оператора к 
входным словам. Если область определеНlия алфавитного опера
тора бескюнечна, то он задается набором правил, которые за ко
нечное число шагов определяют выходное слово, соо'Гiветствующее 
словам, на которых он определен. Говорят, что алфа'витные опе
раторы (АО), зада-ваемые с помощью кюнечной системы пра,вил, 
называю'Гся алгоритмами. 

Следует различать поня11ия алгоритма и алфавитного операто
ра. Основное в алфавитном операторе - это 1соответствие между 
входными и выходным.и словами. Ос1новное в ,алгоритме - это 
способ установления соответетвия. 
· Алгоритмы равны, если равны 1соответствующие им АО и сов

падают системы правил, задающих действия этих алгоритмов на
входные ,слова. Алгоритмы эквивалентны, если совпадают их ал
фавитные операторы, но не обязательно совпад:ают способы зада
ния опе,рат-оров. Алгоритмы называются детерминированными, ес
ли им соответс11вуют однозначные АО .и любому входному слову
соответ.ствует одно выходное слово.

Основными свойствами алгоритмов являются массовость. и ре
зультативность. Массовость алгоритма - это его 1свойство быть 
пр1именимым для м-ножества входных данных. Результативность 
алгоритма - это свой<;тво, обес-печивающее ·получение результата 
через конечное число шагов. 
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Алгоритм называется случайным, если в системе ·правил пре
дусматривается 1возможность случайного ·выбора слов или правил. 
Алгоритм называют самоизменяющимся, если он не только пере
рабатывает в�одные слова, но и сам изменяется в процесс·е такой 
переработки. 

Из определений и описаний алгоритма следует, что он ставит 
в ,соответствие входным данным выходные. Следова·тельно, с каж
дым детерминированным алгоритмом можно однозначно сопоста
вить функцию, которую он вычисляет. Исследования теории алго
р1итмов привели к построению и анализу функций, для которых 
алгоритмы существуют. -

Процедуру, которая прямо или косвенно обращается к себе, 
наз'ывают рекурсивной. Рекурсией называют способ задания функ
ции, когда значение определяемой функции для произ·вольных зна
чений аргумента выражается известным образом через значения 
определяемой функции для других значений аргументов. 

Численные функции, значения которых можно установить на 
оонове некоторого. алгоритма, называются вычислимыми функция
ми. Со•вокупность численных функций, совпадающих с совокупно
стью всех вычислимых функ11;ий, называется совокупностью рекур-
сивных функций. 

Существует гипотеза о том, что кла,с•с рекурсивных функций 
тождествен классу всюду определенных вычислимых функций•. _, 

Использов1ание рекурсивных функций в теории алгоритмов ос_
новано на идеях нумерации ,слов в проиэвольном алфавите после
довательными натуральными числами. После нумерации слов в 
произвольном АО он превращается в фуrнкцию y=f (х), где аргу
мент х и функция у принимают неотрицательные целочисленные 
значения. Такие функции называют арифметическими функциями. 

Выдел1им элементарные арифметические функции: тождествен
но равные нулю; тождественные функции, повторяющие значения 
своих аргументов; функции непосредс1.1венного следования типа 
f (х) =х+ 1. 

На ,основе перечисленных функцйй с помощью конструктивных 
приемов можно строить все более и более •сложные арифметичес-
кие функции. 

Для решения ·той или .иной задачи ее часто разбивают на час
ти, определяют их решения, а затем 1из них получают решение 
всей задачи. Этот пр,ием, если ·применять его рекурсивно, в основ
ном приводит к эффективному решению задачи, подзадач.и кото
рой представляют собой менее сложные варианты. 

Концепции теории алгор,итм-ов были впервые описаны в мате-
ма-тических ·терминах ·В 30-е годы, когда велись поиски условий,. 
с помощью которых доказательство математических теорем мо-
жет генерироваться автоматичесюи. Британский математик 
А. М. Тьюр1инг был одним из пионеров в развитии точной форму
лировки такого процесса. Он описал модель машины, названной 
его именем, которая позже была постр·оена реально. Машина Тью
ринга состоит из бесконечной в обе стороны ленты с отмеченными 
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квадратами и рабочей (считывающей) головки. Лента способна 
к автоматическому перемещению. Машина может выполнять толь
ко четыре дейС'т,вия: 

движение ленты на один шаг (квадрат); 
размещение метки в квадрате; 
стирание метки, пред,ста1вленной в квадрате; 
конец вычисления. 
Условная схема·ти-ческая модель машины показана на рис. 

2.14,а. Она состоит из информационной ленты, предС'тавляющей 

) 1 1 Пj 1 \ЛснтаМТ 
ф Пz • • • ап Ф ф ф

� ь, (Ь1, ь1, ... llп) 
а) q, oJ 

Рис. 2.14. Условная схема машины Тьюринга (а), l!Iример ее ,р·аботы (б)

собой бесконечную память машины. В ка·честве информационной 
ленты можно использовать магнитную или бумажную ленту, раз
деленную на квадраты (ячейки). В каждой ячейке можно rюмес
тить один любой ·сим-вол конечного алфавита А= {ао, а1, а2, ... , аn}
Считывающая головка способна просматрив•ать содер:лшмое ячеек. 
Вдоль нее лента перемещается в обе стороны так, чтобы в любой 
рас·оматриваемый момент времени головка находилась в одной 
ячейке ленты. Считывающая головка машины Тьюринга рассм•ат
ривается как устройство управления, которое ·в данный момент 
времени находится в одном из состояний Q= {q1, Q2, ... , Qп}, Со
стояние у,стройства упра.вления называют ·внутренним состоянием 
машины Тьюр·инга. Одно из состоя-ний является заключительным 
и упра1вляет окюнчанием р•аботы. Машина Тьюринга работает в 
дискретные моменты ·времени t=O, 1, 2, ... В каждый момент вре
мени в одной ячейке ленты может быть записана одна буква из 
алфавита А. В этот же момент времени с•читыв,ающая головка в 
зависимости от содерж�имого ячейки и ·своего внутреннего состоя
ния QiEQ может: заменить символ в ячейке на новый или оста
вить его прежним, перейти в новое состояние или остаться в преж
нем, сдвинуть ленту на один шаг вправо, влево или оставить ее 
неподвижной. Следовательно, машина Тьюринга состоит из внут
ренней памяти (конечное множество состояний) и внешней памяти 
(лента). Данные машины Тьюринга - это слова в алфавите лен
ты. На ленте записывают исходные данные и конечные результа
ты. Последовательность шаюв в машине Тьюринга (детерминиро
ванность) определяют путем задания трех условий. Для любого 
Qi, aj должны быть однозначно заданы: 

новое состояние q';; 
новый символ a'j, который необходимо записать вместо аз в ту 

же клетку машины; 
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направление сдвига считывающей головки (влево - L, впра
во -R, Е-на месте). 

Последовател11ноС'ти шагов можно описать таблицей, в строках 
которой записаны состояния qi, в столбцах - ,символы aj, а на 
пересечении ,с11роки qi и столбца aj ставится q'ia'jSk, где sk -
сдвиг головк;и машины Тьюринга. Задание ,мож-но также описать 
диаграммой либо выражением qia3---+q'ia'jSk, 

Работа машины Тьюринга состоит в изменении конф1Игураций. 
Конфигурацией машины Тьюринга называется ее полное состоя
ние, по которому можно однозначно определить дальнейшее пове
дение машины. Оно обозначается 11ройкой a1qia2, где а1 - слово 
слева -от головки, а2 -- слово, ·состоящее из символа, просматри
ваемого головкой и ·расположенного спра1ва. Стандартной началь
ной конфигурацией называется конфигурация вида q1a, где про
сматривается крайний слева символ, записа·нный на ленте. Стан
дар11ной заключительной конфигурацией называется выражение 
ВIИда q2a. Ко всякой праизвольной конфигурации k 'В машине Тью
ринга применима только одна команда ·типа qiaг+-q'ia'jSk, кото
рая переводит k в k'. 

Совокупность -всех команд, которые может выполнять машина 
Тьюр,инга, называется программой. При решении задач со входны
ми данными -сопоставляется начальная конфигурация ko, а выход
ные данные определяются заключительной конфигурацией, в ко
торую машина Тьюринга переводит ko. 

Например, рассмотрим машину Тьюр1инга, переводящую после
довательность а1, а2, ... , an в последовательность Ь1, Ь2, ... , Ьп, ра
ботающую в конфигурации, показанной на рис. 2.14,б в соответ
с11вии с программой qiaj-+-q'ibjSk, Считывающая головка, переме
щая ленту направо в соответствии с программой, будет стирать 
символы а 1, а2, ... , an и вместо них ,соответственно записывать вы
ходные символы Ь 1 , Ь2, ... , Ьn , Если потребовать, чтобы при про
смотре клетки ленты с пустым символом машина Тьюринга пере
ходила в заключительное состояние, то после остановки машины 
на ленте будет ,выходная последователыюсть Ь 1 , Ь2, ... , Ьn , 

Было показано, что 'На машюне Тьюринга можно имитировать 
все алгор1итмичес,кие процессы, кото-рые когда-л�ибо описывались 
математически. 

Тьюринг показал, что если проблемы не могут быть решены на 
его машине, то они не могут быть решены ни на какой другой 
автоматической ЭВМ, т. е. это проблемы, для которых алгоритмы 
не могут быть составлены даже в принципе. Следовательно, не
возможность построения машины Тьюринга означает отсутствие 
алгоритма ,решения данной проблемы. Следует отметить, что речь 
идет об отсутствии алгоритма, решающего -всю данную проблему, 
что не исключает возможности -решения этой проблемы в частных 
случаях различными для каждого ,случая методами. 

Один из основных результатов Тьюринга - разделение всех 
представляемых в математике проблем на два класса: 
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проблемы, для которых алгоритмы никогда не могут быть на
пис,аны, т. е. в формальном смысле постоянно нерешаемые; 

проблемы, которые могут быть решены с помощью алго,р.итмов. 
Кла,ос решаемых проблем может быть разделен на два под-

хласса: 
подкласс, содержащий ·только полиномиальные алr�оритмы; 
подкласс, содержащий только экспоненциальные алгоритмы. 
Функции типа 2п , пп , п! .. могут рассматриваться, �ак имеющие 

•одинаковое свойство экспоненциального роста. Функll,'ии типа kn,
.kn2 , kn3 , ••• , где k - коэффициент, могут рассматр·иваться как по
.л,иномиальные. Основное о•тличие полиномиальной функции от экс
поненциальной ,состоит в ·юм, что п никогда не появляется в экс
поненте. Для достаточно больших п значения экспоненциальной 
функции догоняют и превышают значения любой полиномиальной 
функции. Иногда для достаточно малых п значения полиномиаль
ной функции могут превышать значения экспоненциальной функ
ции, но всегда сущеетвует величина п, начиная с которой значе
ния экспоненциальной функции будут превышать значения поли
номиальной функции. 

Оценку максимального числа элементарных операций, выпол
няемых при работе алгоритма, называют его эффективностью. Ее 
записывают в виде O(f(n)). По определению O(f.(n)) -это мно
жество всех функций у ( п) , для которых существует положитель
ная постоянная с 'И такой номер по, что iq(n) 1 �clf(n) 1 для в-сех 
n>п0. 

Тогда полиномиальные алгоритмы могут �иметь оценки эффек
тивности О(п), О(п2), O(nlogn) и т. п. Экспоненциальные алго
ритмы имеют оценки эффективнос11и типа О (2n ) или О (п!). Оцен
ки эффективности (иногда их называют оценками сложности) за
висят от параметра п, задающеr�о длину ·исходных данных. Напри
мер, при конструиро,вании электронной аппаратуры в качестве ис
.ходных данных может ра,ссматриваться число элементов схемы, 
_цепей схемы и т. п. 

Сложность алгоритма характеризуется в ооновном числом опе
:раций N и общим объемом памяти V, необходимой для его реали
.зап:ии. С числом операций алгоритма связано время его выполне
ния на конкретной ЭВМ. Следовательно, ·время реализации алго
ритма есть функция T=f (N). Отме11им, что выполнение различных 
,операций алгоритма требует р·азличноrо времеН'и. В Э'той связи 
для определения сложности алгоритма необходимо знать не толь
·ко общее число операций, но и число используемых в алгоритме
типов операций и число операций каждого ·типа в отдельности.
На основании анализа алгоритма можно построить множество
ветречаемос11и операций в алгоритме N = {Q1, Q2, ... , Qп}, где Qi -
число операций i-ro типа; п -число ·типов операций в исследуе
мом классе задач. 

Умножая время выполнения каждой операции на число этих 
операций и суммируя результаты по всем операциям, получаем 
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п 

время реализации алгор,итма Т= � Qiti, где ti - время реализации 
l=i 

i-й операции.
Если принять за эталон произвольную простейшую операцию,

то можно определить общее число приведенных к ней операций. 
Для этого надо знать относительные веса различных операций по 
отношению к эталонной: Bi = tiltэ, где fэ - время реализации эта
лонной операции. 

Тогда общее число условных элементарных операций составит 
п 

Nэ = �BiQi, 
i=l 

а общее время их реализации Тэ = Nэtэ, 
Объем памяти, Iю"Горую необходимо зарезервировать в ЭВМ 

для реал,изации алгоритма, определяется как суммарный объем, 
необходимый для размещения программы, а также входной, про
межуточной и выходной информации: V = Vп + Vи + Vпр + Vв, где 
Vп - объем памяти для размещения программы; Vи - объем па
мяти для размещения исходной информации Vпр - объем памяти 
для размещения промежу"Гочной информации; Vв - объем памяти 
для размещения выходной информации; V - общий объем памяти. 

Тогда обобщенный коэффициент сложности алгоритма Ксл'= 

=Nэ/V. Он характеризуется числом эталонных операций, выпол
няемых при использовании памяти, V. По данной методике можно 
определять сложность алгоритма, ·если ,известно множество N.

Отметим, что, так как время выполнеНJия операций различно, 
требуется различная память для размещения программы входных, 
промежуточных и выходных данных. Иногда требуе-гся много опе
ративной памяти (ОП) ЭВМ. Иногда ее без ущерба можно заме
нить другой памятью, например памятью прямого доступа (дис
ки). В некоторых случаях ·распределением памя11и занимается опе
рационная система (ОС) ЭВМ и пользователь (конструктор) не 
знает, какую память он использует. В этой связи приведенная 
оценка памя"Ги является приближенной. 

В настоящее время наиболее перспективными методами оцен
ки сложности алгоритмов при автоматизации конструирования ЭА 
являются методы, позволяющие оценить алгоритм до его пред
ставления на алгоритмическом языке. Показано, что в практичес
ких задачах ( особенно это относится к проектированию и кон
струированию ЭА) алгоритмы, в которых время решения растет 
эыспоненциально как функция размера 1входов, являются неэффек
т,ивными. Эффективными считаются полиномиальные алгоритмы. 
Конечно, даже среди эффективных алгоритмов некоторые реали
зуются быстрее, чем другие. Но эта клас,сификация делает ско
рость ·решения алгоритма ,свойствами ·самого алгоритма независи
мо от ЭВМ, на которой он реализуется. 

Алгоритмы, которые �используются на практике, ,можно условно 
разбить на два класса: детерминированные и недетерминирован
ные. Как рассматривалось выше, детерм�инированные алгоритмы 
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состоят из операций, результат каждой из которых определен од
нозначно. Если алгоритм содержит операll)ии, 1результат выполне
ния которых неоднозначен, он относится к клаосу недетерминиро
ванных алгоритмов. 

Задачей на допустимость с·читается задача определения хотя 
бы одного ·возможного решения. Зада·чей на оптимальность счи
тает,ся задача определения допустимого решения, дающего экстре
мум целевой функции рассматР'иваемой системы. Множество всех 
задач на допустимость, которые могут быть решены на основе 
детерминированного алгоритма за полиномиальное время, отно
сится к подклассу полиномиальных алгоритмов 1и обозначается Р.

Подклассом N Р называется множество всех задач на допусти
мость, которые могут быть решены с помощью недетерминирован
ного алгоритма также за полиномиал:ыное время. В подкласс NP

входят проблемы, всегда решаемые в принципе, но для :кюторых 
сейчас известны только детерминированные алгоритмы с э:к;спо
ненциальным временем решения. Так как детермиН'ированные ал
горитмы являются ча•стным случаем недетерминированных алго
ритмов, то P=NP. 

При рассмотрении практических алгоритмов конструирования 
часто встречается следующее соотношение: есл,и некоторая проб
лема может быть решена эффективно, то и друr,ие проблемы, сво-

СущестDgющис проолемы 

L Класс нереша
емых проолемм 

Л. Класс решае
мых проолсмм 

nоомножест6о 
NP полных проолемм 

димые к ней, могут быть ре
шены эффективно. Пусть
имеются две з•адачи кон
струирования ЭА, например 
компоновка К и тра1ссиров
ка Т. Говорят, что задача К 
сводится к задаче Т, если 
задачу К можно решить за 
пол-ином,иальное время на 
основе полиномиального де
терминированного алгорит
ма, используемого для ре
шения задачи Т.

В последние годы было 
показано, что некоторое под

Рис. 2.15. К:лассификация существующих множество проблем в клас-
проблем се N Р имеет замечатель-

ное свойство: все проблемы 
в N Р эффективно сводяТ'Ся к этому подмножеству. Это подмноже
ство проблем в N Р ,называется N Р-полным и обозначается N РС, 
причем NPC=NP. Тогда если некоторая из проблем в NPC будет 
иметь эффективный алгоритм, то и каждая про�блема в N Р может 
быть решена эффек11и,вно. Заметим, что определение такого алго
ритма будет доказателнством того, что P=NP. 

На рис. 2.15 показана о�на из возможных класс:ификаций су
ществующих проблем. Примеры построения, разработки и описа-
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ния алгоритм·ов Р, NP и NPC будут рассмотрены 1в дальнейших 
разделах книги. 

Рассмотрение прак'Гlичес,ких алгоритмов показывает, что все 
операц:и�и, выполняемые в алгоритмах, распадаются на группу 
арифметических и группу л1огических операторов. Арифметичеокие 
операторы выполняют непосредственное преобразование· информа
ции, а логические операторы определяют последовательность вы
полнения арифмети�чесюих. В этой связи необходимо использова
ние более универсальных логических операторов. Этим требова
ниям удовлетворяют ра,с,сматриваемые ниже способы записи алго
ритмов по Ван Хао и Ляпунову. 

Операторный алгоритм Ван Ха,о задается последовательностью 
приказов специального В'ида. Каждый приказ имеет определенный 
номер .и указания, какую операцию необходимо выполнять над 
заданным объектом, и приказ, с ·каким номером следует далее 
выполнить дейст,вие над результатом данной операции. 

В общем виде приказ запишется так: 

i: 1 00 1 а 1 � 1 '
где .i - номер приказа; ro - элементарная операция над объектом; 
а, fl - номера некоторых приказов. 

Выполнить приказ i над числом х в опера'торном алгоритме 
значит найти Ч1исло ro (х) и затем перейти к выполнению послед
него приказа с номером а. Если ro (х) не определено, то перейти 
к выполнению над числом х приказа с номером �- Заключитель
ному состоянию 'В алгоритме Ван Хао соответствует приказ 

i: 1 стоп 1 . 
------� 

Это означает, что вычисления необходимо остановить. Число, над 
которым необходимо выполнить этот приказ, есть результат вы
числения. 

Для описания алгоритмов в форме Ляпунова используют логи

ческие схемы алгоритмов (ЛСА). В ЛСА опера'торами называются 
действия алгоритма, перерабатывающие ,информацию. Их обозна
чают заглавными буквами, например А, В, С, ... Малыми буквами 
обозначаются проверяемые логические условия. Последовательное 
выполнение нескольких операторов обозначается в виде произве
дения, причем сомножитель, стоящий справа, действует после со
множителя, стоящего слева. 

Логическими схемами алгоритмов называются выражения, со
ставленные из операторов и логических условий, следующих один 
за другим. От каждого логического условия начинается стрелка, 
которая оканчивается у какого-либо из операторов. Например, 
A-}1qt1B,Ppt2C. Здесь знак ti обозначает начало стрелки, а знак 
.J.i - ее конец. Одинаковыми номерами отмечаются начал,о и ко
нец одной и той же стрелки. Работа алгоритма начинается с вы
полнения самого левого члена. После того как некоторый член 
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ЛСА выполнится, определяется следующий. Если это был опера
тор, то за ним выполняется тот член ЛСА, который стоит непо
сред·ственно с1права от него. Если последюий ·выполнившийся член 
ЛСА был логическим условием, то возможны два случая. Если 
проверявшееся условие выполнено, то должен выполняться член, 
находящийся справа. Если оно нарушено, должен выполняться тот 
член, ·к которому ведет стрелка, начинающаяся после данного ус
ловия. Работа алгоритма оканчивается, когда последний из вы
полняющюсся ,операторов ,содержит указание о прекращении рабо
ты либо на некотором этапе не оказывает,ся члена, �оторый дол
жен был бы выполняться. В ЛСА обычно •выделяют операторы 
А0 и Ак, •символизирующие на-чало и конец работы алгоритма со
ответственно. 

Например, в ЛСА Ao-PAP1t 1B.pp2t 2CAк •получим следующий: 
порядок выполнения операторов: 

если Р1 = О и р2 = 0, то АА ... А ... , т. е. бесконечно будет выпол-
няться оператор А; 

если Р1 =0, а Р2 = 1, то АС; 
если Р1 = 1, а Р2 = О, то АВАВ ... АВ ... ; 
если Р1 = 1 и Р2 = 1, то последовательно ·выполняются все три 

оператора, т. е. АВС и алгоритм заканчивает работу. 
В общем случае логичеекие схемы алгоритмов Ляпунова удо�

летворяют следующим условиям: 
1) содержат один начальный и один конечный оператор, соот

ветственно А0 , Ак (перед А0 и после Ак стрелки не ста•вятся); 
2) за каждым логическим условием всегда став�ится стрелка.

направленная вверх; 
3) не содержат одинаково помеченных стрелок, направленных

вниз; 
4) для каждой верхней (нижней) стрелки должна быть точнС>

одна нижняя 1 (верхняя) стрелка. 
Пусть алгоритм задан в виде ЛСА ·следующего вида: , 

AoP1t 1A1-PP2t 2A2Aз-PA.iAк. В данной ЛСА -четыре оператора А1-А4, 
два логических условия р1, р2 и операторы начала А0 и конца Ак. 
Если в начальном состоянии на ·вход р 1 устройства пр·идет сигнал, 
равный р 1 = 1, то произойдет переход устройства в новое состоя
ние, в котором выполняется оператор А1. Если Р1 =0, то, пропус
кая t 1A1t 1, в ЛСА выходим на логическое условие Р2 •со стрелкой 
t 2

, т. е. еСJ]И Р1 = 0 и р2 = 1, то устройство Ао переходит в новое 
состояние с выдачей оператора А2, а если Р1 =0 и Р2 = 0, то вы
дается оператюр А4• После выполнения А2 независимо от значения 
логических условий выполняется •стоящий спра,ва от него опера
тор Аз, затем А4. 

Для графической записи ЛСА можно использовать язык граф
схем алгоритмов. 

Граф-схемы алгоритмов (ГСА) удовлетворяют следующим ус
ловиям: 

имеют конечное число вершин; 
имеют одну начальную и одну �онечную вершины; 
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входы и выходы вершин соединяются друг с другом с помощью 
стрелок, направленных от входа к выходу; 

выход соединяется только с одним входом, вход соединяется, 
по крайней мере, с одним выходом. 

На рис. 2.16,а показаны вершины граф-схемы алгоритмов: в: 
условных вершинах записываются элемеnты из множества логи
ческих условий, в операторной верши· 
не - оператор. Для ра,ссмотренного ГАоl 
выше примера записи устройства с по- t 
мощью логической схемы алгоритмов Начальная 
на рис. 2.16,6 ,показана граф-схема. Оершина 

Заметим, что один и тот же алго- Ш 
ритм -может быть ·представлен как дву- Ш мя описанным,и способами, так и мно- Конечная 
жеством других, а также на любом ал- Оершина 
горитмическом языке. 

� .

Операторная

,�
9слоDная
Оершина 

а) 

Ао 

oJ

Рассмотрим структурные схемы ал
горитмов. При такой записи алгорит
мов процесс 1решения задачи расчле
няется на отдельные этапы - блоки.
Блоки 'изображ�аются графически в ви
де гео,метрическiИх фигур. Блоку прис
ваивается номер, и внутри него ука
зывается информация, характер·изую
щая выполняемые и1ми функции, К>ото
рые за!П:исываются в виде формул или 
сло•весно. Блоки •соединяются стрелка
ми, по\Казывающимш связи между ни
ми. Если один блок передает управле
ние другим блокам в зависимости от 

Рис. 2.16. Вершины ,г,раф-схе
мы ал.го ритма (а), пример 

граф-схемы алгоритма ( 6) 

выполнения условий, то на стрелках указывается усло•вие, при ко
то,ром процесс разветвляется. Блоки бывают двух видов: операто
ры, т. е. блоки, из которых 'выходит одна стрелка, и лог1ические 
условия, т. е. блоки, из которых выходит несколыко стрелок. Кро
ме это•го, имеются блок вывода, из которого не выходит ни одной 
стрелки, и блок ввода, в который не входит ни одна стрелка. При 
такой записи допускаются комментар,ии, СQединители, распарал
леливание вычислительных процессов и другие операции. Блоки 
могут оп,исывать элементарные шаги алгоритма и представлять 
собой части алгоритмов или отдельные алгоритмы. 

В практических задачах конструирования на интегральных мик
росхемах сложный алгоритм разбивается на блоки, которые раз
рабатывают разные конструкторы, причем ·разные блоки могут 
разрабатываться неза1висимо друг от друга. Аналогично с помощью 
структурных 1схем можно несколько алгор,итмов, рассматриваемых 
как блоки, объединять в один большой алгоритм. Операция раз
биения алгоритма на блоки называется декомпозицией, а опера
ция соединения алгоритмов - композицией.

53 



Структурные схемы позволяют различать описание алгоритмов
и процесс их реализации. Описание алгоритма - это сама струк
турная схема, а процесс реализации алгоритма - это процесс вы
полнения последовательности операций, задаваемых структурной 
схемой. 

Рассмотрим пример •составления структурной схемы алго,ритма. 
Пусть надо вычислить 50 значений функции 

y;=sin(ax;)/x; (x; = l, ·2, ... , ,50).
Структурная схема алгоритма показана на рис. 2.17,а. 
Поясним блоки 2, 5, 6. Блок 2 задает начальное значение аргумента. Блок 

5 изменяет значение аргумента х; на единицу [!Осле каждого выполнения ци-к
ла. Блок б ушравляет циклом, для чего [lроверяется условие повторения цwкла 

Начало 

l BDoi/ исхоilных
оанных

1/. Печать
xi,Yi 

Конец 

1.Начало

7. печать мак
симального
значениях

в.конец 

Рис. 2.17. Структурная схема алго
ритма (а), структурная схема алго
ритма нахождения максимального 
числа в заданном множестве чи-

сел (6) 

х;>50. При невыполнении этого условия цикл должен повторяться, а при вы
полнении осуществляется переход .к ,следующему по порядку блоку. 

Построим структурную схему алгоритма нахождения максимального числа 
в заданном множестве числе. Пусть А={а1, а2, аз, а4}, а1 = 1, щ=2, а3=8, а4

= 

= 4 )AI =n=4. Структурная -схема алгоритма показана на рис. •2.17,6. Блок 2 
за.дает начальное значение переменной i. Бло,к 3 ,присваивает переменной х 
значение а; (на первом шаге а;= а1). Блок 4 •сравнивает значение пе,ременной 
i ·с п. Это необходимо для определения момента окончания алгоритма. Блок 5

осуществляет увеличение переменной i на единицу. Блок б сравнивает предыду
щее число а; с последующим ан1• Блок 7 печатает значение найденного мак
симального элемента а3

= 8 и е,го номер, блок «К:онец» оканчивает ·процесс. 

Основные достоинства описанного выше алгоритма следующие: 
обеспечивается обмен структурными ·схемами алгоритмов между 
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специалистами; облегчаются чтение и понимание алгоритмов; 
уменьшается число ошибок при программировании. 

Следует отметить, что наряду ·с преимуществами структурные 
схемы имеют ряд недостатков. Они не содержат информации о 
данных, о па·мяти, об используемом наборе элементарных шагов. 
Вообще говоря, структурная схема - это сред'ство для описания 
алгоритмов. 

Следует упонянуть и о часто применяемом «словесном» спо
собе записи алгоритмов. При этом перечисляются блоки алгоритма 
и в них записываются логические условия. Запишем, например, 
словесный алгоритм, структурная схема которого показана на 
рис. 2.17,а. 

1°. Ввод исходных данных. 
2°. Пр,исвоить х значение 1. 
3°. Вычислить y=sina(x)/x. 
4°. Напечатать х, у.

5°. Присвоить х значение х+ 1. 
6°. Проверить х>50. Если условие выполняется, то перейти к 

7°, если нет, то к 3° . 
7°. Конец работы алгоритма. 
Отметим, что, хотя -словесная за,пись алгоритма не формализо

вана, она используется в интерактивном режиме ра1боты конструк
тора с ЭВМ. 

Для уе�орения процесса перевода алгоритмов задач с языка 
алгоритмической системы в язык вычислительной машины разра
ботаны специальные алгоритмические языки. Строгая формализа
ция и однозначность описания алгоритмов в алгоритмическом нзы
ке позволила автоматизировать процесс его перевода в язык ЭВМ. 
Для этого машина снабжается траJJI·слятором (программирующей 
программой), котарый, анализируя описание, сделанное на алго
ритмическом языке, перерабатывает его в программу, оостоящую 
из команд машины. В настоящее время наибольшее распростра
нение получили алгоритмические языки АЛГОЛ, ФОРТРАН, ПЛ/1, 
ковал и др. 

Приведем теперь понятия о расплывчатых алгоритмах. Говорят, 
что раоплывчатый алгоритм - это упорядоченное множество рас
плывчатых инструкций, которые при их реализации позволяют по
лучать приближенное реше�ние проблем. Инструкции в расплывча
тых алгоритмах делят на три группы: 

1) назначающие, например, «х- большой» или «х - неболь
шой» или «х - малая степень интеграции» и т. д.; 

2) расплывчатые высказывания, например, «если х - не трас
сируется, тогда увеличить размер у», «если х- планарен, тогда 
стоп»; 

3) безусловные активные предложения, например, «немного
увеличить х», «перей11и к другому блоку». 

Данные инструкции могут быть расплывчатыми или обычны
•.�и. Рассмотрим одну из возможных клаесификаций расплывчатых 
алгоритмов по областям их применения. Это алгоритмы опреде-
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ления и идентификации, алгоритмы порождения, бихе�виористиче
ские алгоритмы и алгоритмы принятия решений. 

Расплывчатые алгортмы определения - это конечное множе
ство инструкций, определяющих ра·сплывчатое множество в тер
минах других расплывчатых множеств ил1и дающих метод для оп
ределения ст•епени принадлеж1ности каждого элемента для опре
деляемого множества. Алгоритмы идентификации устанавливают 
степень принадлежности элементов множеству. 

Алгоритмы порождения используются для порождения новых, 
.а не для определения данных ра·сплывчатых множеств. Прим-ера
ми та�их алгоритмов могут ,служить алгоритмы сочинения стихов, 
конструирования ЭВА, разработки технических заданий на РЭА. 

Расплывчатые алгор·итмы, используемые для описания поведе
ния произвольной степени, называются бихевиористическими. 

Например, пусть у - быстродейст� 
Начало вие системы, состоящей из двух ЭВМ,

а х - быстрод�ейств1ие одной ЭВМ в 
Шаг 

трассиро6ни

Малсньншi. 
шаг 

Очс1tь MQЛCffb· 
нии шаг Конец 

Рис. 2.18. Структурная схема 
раоплывчатого алгоритма 

«Трассировка» 

системе. 
Тогда можно записать такой алго

ритм: 
1 °. Если х мало и х незначительно 

увеличить, то у незначительно увели
чится. 

2°. Если х мало и х значительно уве
личить, то у увеличится значительно.

3° . Если х велико их увеличить зна
чительно, то у увеличи11ся очень зна
чит,ельно. 

Заметим, что значения расплывча
тых условных предложений в этом ал
горитме можно определить, если даны 
значения первичных терминов «боль
шой», «маленький» и расплывчатых 
терминов •«НеЗ1начительно», «значитель
но», «очень ,значительно». 

Говорят, что расплывчатый алго
ритм, который служит для получения 
приближенного описания стратегии и 
решающего правила, называется рас
плывчатым алгоритмом принятия ре
шений. К нему можно отнести алго
ритм пересечения ,перекрестка, �компо
новку кристалла интегральной микро
схемы и др. 

Рассмотрим пример трассировки кристалла интегральной микросхемы. 
Структурная ,схема одного из возможных алгоритмов такого ТИ[Jа показана на 
рис. 2.18. Ее •можно перевести в ·следующие инструкции: 

1 °. Сделать шаг трасси,ровки. Если не трассирует,ся большое число цепей, 
то перейти к l 0• 



2°. Если не трассируется небольшое число цепей, то сделать малый шаг и
перейти к 2°. 

3°. Если не тра,ссируется очень маленькое число цепей, то сделать очень
маленький шаг и перейти к 3°. 

4°. К:онец ра,боты алгоритма.
Следует отметить, что конструктор хорошо оперирует расплывчатыми поня

тиями «большое», «маленькое», «очень маленькое» и с успехом реализует дан
ный алго,ритм � интерактивно.м режиме ,связи •с ·ЭВIМ. При определении степени 
принад.чежности можно фо,р'Мализовать алгоритм и реализовать его на ЭВМ. 
Очевидн�, что операция «сделать шаг» может :быть сложным алго.ритмом [!ере

. трассировки всего кристалла, или небольшой его области, или про·стого удале
ния нескольких тра,сс и т. п. 

Реальные варианты расплывчатых ал·горитмов часто значительно с,1ожнее. 
Важным в разработ1ке и ,црименении таких алгоритмов является то, что они 
могут служить эффективным оредством распрост,ранения и изучения опыта 
конструктора. Особенно это актуально при конструировании ЭА на интеграль
ных микросхемах в интерактивном режиме. 

2.3. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ГРАФОВ И ГИПЕРГРАФОВ 

При изучении связи различных элементов (взаимоотношений 
людей в коллективе, связей в ЭА, в молекулах и т. п.) для на
глядности упрощения и формализации представления элементы 
обозначаются точками и соединяются линиями. Такое изображе
ние rrозволяет определять наиболее существенные связи, находить 
оптимальное решение задачи, определять ошибки в •рассуждениях 
и т. д. В частности, такие объекты, состоящие из точек и соеди
няющих ,их линий, оказываются удобными моделями схем РЭА 
и ЭВА и в этой связи представляют интерес. 

Считается, что Кёниг первый назвал такие объекты графами 
и начал их систематическое изучение, ;,ютя отдельные вопросы, 
относящиеся к теории графов, ра,ссматривались математиками 
значительно раньше. 

Тео'РИЯ графов, развитая в трудах Р. Баса,кера, К. Бержа, 
А. А. Зыкова, Д. Кёнига, Н. Кристофидеса, А. �офмана, О. Оре, 
Ф. Ха·рари и многих других как абстрактная математическая нау
ка оперирует формальными моделями объектов, имеет дело со 
свойствам-и графов независимо ,от того, какова природа объектов, 
описываемых графами. Использование аппарата теории графов 
оказало •существенное влияние на разработку алгоритмов конст
рукторского проектирования схем. В книге будут рассмотрены 
лишь некоторые основные определения, ·правила, теоремы и по
ложения из общей· теории графов,· которые будут представлять 
интерес в дальнейшем изложении. 

Понятие графа опирается на понятие множества. Графом обыч
но называет,ся объект, состоящий из двух множеств: множества 
точек и множества линий, 1юторые находятся между ,собой в неко
тором отношении. Следует отметить, что в многочисленной лите
ратуре 110 теории графов вс11речается большое число описаний и 
определений графов, которые в общем являются эквивалентными. 

Будем придерживаться терминологии, которая наиболее часто 
встречается в л.итературе по автоматизации конструирования. 
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Множество точек графа обозначается Х= {х1, х2, ... ,xn}, IXI =n, 
и называется множеством вершин. Множество линий, соедИ'Няю
щих некоторые заданные пары вершин ·(Xi, Xj) е:Х, называется 
множеством ребер или дуг и обозначается И= {и1, и2, ... ,Um}, 1 И 1 = 
=m. Тогда графом можно считать математический объект, кото
рый обозначается G = (Х, И) и состоит ,из множества вершин и 
множества ребер или дуг, находящихся между собой в некютором 
отношении. 

В общем случае множество И можно представить � виде И= 
➔ о 

= О U И U И, где О - ·подмножество неориентированных ребер или 
просто подмножество ребер, в котором каждое реб
ро ще О определяет,ся неупорядоченной парой соединяемых им 

➔ 

вершин Xk, Yz- Записывается Ui = (xh, Уz). 1или Ui = ,(yz, Xk); И - под
множество дуг или ориентированных ребер ( орребер), причем 

➔ 
каждая дуга UiEИ опр,еделяется упорядоченной парой (кортежем 
длины 2) ооединяемых ею вершин Xk, Yz- Записывается Ui =<xh, Yz) 
(заметим, что Ui =<xh, yi) и щ=(-иz, хk)-это различные дуги в 

о о 

графе G); И-подмножество петель. Каждая петля ИiЕИ может 
определяться упорядоченной или неупорядоченной парой вершин, 
на�пример парой вида Ui = (xh, Xk) или Ui = <xh, Xk), В дальнейшем 
будем определять петли как неупорядоченные пары и оговаривать 
их применение в графах. 

Граф называется смешанным, если множество И включает реб-
➔ о о 

ра, дуги и, возможно, петли, т. е. O=/=,{2JЛU=i=.fZJl\(U=/=-{2JVU=fZJ). 
На рис. 2.19 показан смешанный граф. Здесь IXI =5, 1 ИI =9, И=

-), о -), о 
=OUUUU, О={из, и4, U1, и9}, И={и1, U2, ив}. И={иs, ив}. 

о ➔ 
Граф, у которого И= И U И, а О= f2J, называется ориентирован-

• 

ным или орграфом. Заметим, 'ЧТО в орграфе И мож,ет быть пус-
тым подмножеством. На рис. 2.20 показан пример орграфа с пет-

➔ 
лями. Очевидно, что подмножество И можно представить как мно-
жество кортежей длины 2. 

Рис. 2.19. Смешанный .граф 
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Например, для графа на рис. 2.20 И= {\Х1 , х2), <х2, Х1/, (х2, хз),

<хз, х 1), <х4, х2), (хз, Х4/, \Х4, Х4), <х2, х2)}. Здесь к,аждое ребро UiE И
представляется парой соединяемых вершин, приrч:,ем первой в кор
теже стоит вершина, из которой выходит дуга, а второй - верши-
на, куда дуга ВХ!одит. 

0 

Граф, у которого И = О U И, называется неориентированным, 
или неорграфом. Пример неорграфа с петлями показан на рис. 2.21. 

о 

Заметим, что в неорграфе И мо*ет быть пустым подмножеством. 
В дальнейшем неорграфы с петлями и беэ петель будем назы

вать просто графами. 

Рис. 2.21. Неорграф с пет
лями 

Рис. 2.22. Мультиграф 

Граф, у которого существует хотя бы одна пара вершин, соеди
няемых т ребрами UiEИ, называется мультиграфом (m>l), а 
максимальное т - мультичислом графа (mEM = {2, 3, ... }). Реб
ра, соед�иняющие одну и ту же пару вершин, называются крат
ными. На рис. 2.22 показан пример мультиграфа. 

Если ребро UkEИ графа соединяет вершины Xi, XjE.X, т. е. 
Uk = (xi, Xj), то говорят, что ребро Uk инцидентно вершинам Xi, Xj. 
Вершины xi, Xj в этом случае называют инцидентными ребру Uk. 

Любые две вершины Xi, XjE.X графа называются смежными, 
если существует соединяющее эти вершины ребро UkEИ, т. е. Uk= 
= (xi, Xj). Если два ребра uk, и1Е.И инцидентны одной и той же 
вершине, то они называются смежными. Следовательно, отноше
ния инцидентности и смежности могут ,иметь место как на множе
стве И, так и на множестве Х. Смежность является отношением 
между элементами одного и того же множества вершин или ребер, 
а инциде'l:lтность - отношением между элементам•и разных мно-

, жеств, т. е. множеств р,ебер и вершин. 
Основными способами задания графа являются геометрический, 

аналитический и матричный. 
Основой геометрического способа задания графа является ри

сунок, дающий изображение графа. Изображение графа в виде 
i,)исунка наглядно раскрывает содержательный смысл представ
ляемого объекта. 
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Рассмотрим аналитический способ задания графа. Говорят, что 
задан граф, если даны множество вершин Х, множество ребер И
и ·инцидентор F, определяющий, какую пару вершин (х;, Xj ) ЕХ 
соединяет ребро и1,, = (х;, Xj ). 

Большинство задач автоматизации конструирования схем удоб
но решать при использовании матричного представления графов. 

l(вадратная таблица R= llri, jlln х п называется матрицей смеж;.
1-юсти, если ее элементы образуются по правилу1 1, если вершина xi соединен

_
а с Xj 

ri, j= ребром, т. е. х; смежна Xj,

О в противном случае. 

Заметим, что для мультиграфа lq, если вершина х; соединена с Xj 

ri, j= q ребрами;
О в противном случае. 

Очевидно, что для неорграфов r;,j=Гj,i, и для задания графа 
можно использовать треугольную матрицу R. Для графа на рис. 
2.23 матрица смежности 

Х1 Х2 Хз Х4 Xi; 

Х1 о 1 о о 1 

Х2 1 о 1 о 1 

R=Хз о 1 о 1 о 

Х4 о о 1 о 1 

Х5 1 1 о 1 о 

а треугольная матрица R для этого же графа запишется 

Х:.11 Х2 Хз Х4 Х5 

Х1 о 1 о о 1 

Х2 о 1 о 1 

R=Хз о 1 о 

Х4 о 1 

Х5 о 

Строки и столбцы R соответствуют вершинам графа. На пере
сечении i-й строки и j-го столбца ставится элемент ri, j, соответст
вующий числу ребер, соединяющих вершины х; и Xj. Заметим·, что 
строки 1и столбцы матрицы R также можно нумеровать числами 
натурального ·ряда, •сооrгветствующими индексам помеченных вер
шин графа. Петли в графе соответствуют элементам r;, j, располо
женным по главной диагонали матрицы R. Преимущество исполь
зования матриц смежност-и - это простота выполнения преобра

зований и операций над графами как для конструктора, так и для
эвм. 
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Основной недостаток применения матрицы смежности заклю
чается в том, что для ее хранения в ЭВМ требуется память для 
IXl 2 чисел, даже если она содержит только нулевые элементы. 
У,странить этот недостаток для �разряженных матриц можно пред
ставлением ·графа в виде ,списков. Та·к, с,писко1м ,смежности для 
вершины Xi является совокупность всех вершин, смежных с xi,

а) 

х, [il3--[ili] 

Xz
� 

X3[il3-{Ш] 

Xq03---[ill] 

Х5 � 
tf) 

Рис. 2.23. Граф l(a) и ·списки смежности для него (6) 

Тогда граф можно представить с помощью спис:к,ов ·смежности его 
вершин. На рис. 2.23,6 показаны пять ·списков смежности - по од
ному для каждой вершины графа на рис. 2.23,а. Представление 
графа в виде списков смежности требует памяти ЭВМ порядка 
О ( 1 Х 1 -t- 1 И 1). В основном таким представлением графа пользуют
ся, когда 1и1�1х1. 

Прямоугольная таблица вида 1 = llik, 1lln xm называется матри
цей инцидентности, если ее элементы образуются по правилу 

. { 
1, если вершина Xk инцидентна ребру иz; 

Lk z
= ' О в противном случае. 

Матрица инцидентности для графа, ,изображенного на .рис. 2.23, 
примет вид 

И1 И2 Из И4 U
r, и6 

Х1 1 1 о о о о 

Х2 l о 1 1 о о 
1= Хз о о о 1 1 о 

Х4 о о о о 1 1 

Xr, 
о 1 1 о о 1 

Строки матрицы I соответствуют вершинам графа, столбцы -
ребрам, а элемент ik, z указывает на инцидентность вершины Xk и 
ребра щ В каждом столбце матрицы I не более двух единиц, так 
как каждое ребро •соединяет ровно две вершины. При наличии в 
графе петель соответствующие им столбцы в матрице I будут 
иметь по одной е,rщнице, так как петля инцидентна только одной 
Lершине графа. 
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Матрицы R и I однозначно дают информацию о графе. Суще
ствуют простые способы перехода от одной матрицы к другой. При 
переходе от матрицы I к матрице R теряется нумерация ребер. 
Рассмотрим алгоритм перехода от I к R на примере графа, изоб
раженного на рис. 2.23. Просматривается пер'вый столбец 1. Он 
содержит ед'иницы в ·строках х 1, х2• Следовательно, в матрице R 
ставится элемент r 1 ,2,= 1. Просматривая второй, третий, четвертый, 
пятый и шестой столбцы матрицы 1, получаем единичные элементы 
матрицы R: r1,5= l; r2,5= 1; r2,з= l; Г3,4= l; r4,5= l. 

При пере:,юде от матрицы R к I необходимо предварительно 
пронумеровать ri, j соответствующими значениями ребер UkEИ. 

Определ,им смежностный (д'войственный) граф Gs= ,( И, V) для 
графа G = (Х, И) 'И построим его матрицу смежности. Вершинами 
Gв являются ребра G, а ребра�и - пары (ui, щ), причем ребро 
Vk= (иi, щ) соединяет вершины Ui, Uj графа Gs, если ребра Ui, Uj в 
!iрафе G смежны. Для построения Gs по ·графу G на каждом р·еб
ре UiEИ графа G выбирают точку и считают ее вершиной UiEИ 
11рафа Gs, Затем пару Ui, Uj соединяют ребром v= (ui, щ), если 
ребра ,ui, Uj имеют общую вершину в G. Для графа G на рис. 2.24,а 
двойственный ему граф Gs изображен на рис. 2.24,6. 

а) 

Рис. 2.24. 1Гр,аф G (а) ,и 'двойственный ему •граф G, (6) 

Следует отметить, что существуют различного рода матрицы и 
списки, производные от R и 1, которые используются при записи 
алгоритмов конструирования схем. 

Граф называется конечным, если конечны множества его вер
шин и ребер. Далее будем рассматривать только конечные графы, 
так ка1к схемы ЭА, представляемые графами, состоят из конечного 
числа элементов. 

Граф, у которого Х =1= eJ и И= eJ, называется нуль-графом, а 
вершины его называются изолированными. Нуль-граф обозначает
ся через Ga. 

Граф G= i(X, И), IXI =n, называется полным, если между лю
бой парой вершин Xi, XjEX имеется ребро UkEИ. Полный граф 
обозначается через Кп-
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Число ребер, инцидентных ·вершине XiEX графа, называется ло
кальной степенью вершины и обозначается р (xi). Тогда число ре
бер графа G= (Х, И) без петель с IXI =n, 1 ИI =m равно 

m= �-р(х;).
i=l 2 

Заметим, что если в графе имеются петли, то для 01пределения 
локальных степеней вершин каждая из них должна считаться 
дважды. 

Так как для полного графа с п вершинами р (х1) = р (х2) = 
= р(хп) =n-1, то в Кп m=n(n-1 )/2. 

Заметим, что в графе каждое ребро ,соединяет две вершины, и, 
следовательно, число вершин нечетной степени четно. 

Графы, у которых все вершины имеют одинако1вую локальную 
степень, называются регулярными. Регулярные графы степени 3 
называются кубическими. Число ребер регулярного графа с ло
кальной степенью r ра·вно m=nr/2. 

Подграфом графа G называется граф, у которого вс,е вершины 
и инцидентные им ребра принадлежат G, т. е. G'= (Х', И') есть 
подграф графа G= (Х, И), если Х'=Х, И'=И .и ребра G' инци
дентны только вершинам из Х'. Удаление из графа G вершины 
Xi со всеми инцидентными ей ребрами приводит к подграфу G' = 
= G-xi. Существует гипотеза, что набор подграфов G-xi несет 
полную информацию о графе. 

На рис. 2.25 показаны граф G= (Х, И) и два его подграфа 
G1 = (Х1, И1) и G2 = (Х2, И2); 

IXI = 6, 1 ИI = 8, Х = {х1, х ,  ... , хв}, 
И = {и1, щ, ... , ив}; 

IX11 = 3, 1И11,= 3, Х1 = {х1, Х2, Х4}, 
И1 = {и1, U1, ив}; 

IX2I = 4, 1 И2\ =4, Х2 = {х2, Хз, 
Xs, Х5}, И2 = {и2, из, щ, ив}. 

Заметим, что подграф G 1 можно получить, удалив •из G вершины 
Хз, Х5, Х5. 

Суграфом G'= (Х', И') графа G= 1(X, И) называется граф, для 
которого Х' = Х, И'= И (рис. 2.25,г) . 

Граф G называется дополнением графа G що по,лного, если мно
жество его ребер состоит из ребер полного графа Кп, не принад
лежащих G: G=·(X, й), й=·Иk '\. И, Кп = (Х, Uk) (рис. 2.25,д). 

Маршрутом в графе называется нек!Оторая конечная последова
тельность ребер вида s = 1(xo, х1), .(х1, х2), ... , (х1-1, х1), где х0, Х1-
соответ,ственно его �начальная и конечная вершины. Число ребер в 
маршту,ре s называется его длиной. Существует про·стой способ 
определения маршрутов длины q по матрице R графа G путем 
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возведения ее в q-ю степень. Например, пусть 
графа, изображенного на рис. 2.26: 

задана матрица R 

1 2 3 4 

1 о 1 1 о 

2 1 о о 1 
R=з 1 о о 1 

4 о 1 1 о 

Возведем ее в квадрат: 

1 2 3 4 

1 2 о о 2 

R2_2 о 2 2 о 

-з о 2 2 о

4 2 о о 2 

Каждый Гi,j-ЭЛемент R2 равен числу маршрутов длины 2, ведущих 
из вершины Xi в Xj. Например, rз,2 = 2, •означает, что ,в графе два 
ма1ршрута длины 2: s1 = (хз, х1), (х1, х2) и S2 = (хз, Х4), (х4, Х2). 

а) о) 6) 

г) 

Рис. 2.25. Г,раф G=1(X, И) (а), его подгра,фы G1 = G-{xз, xs, Xs} (6) 
и G2

= G-{x1, х4} (в), ,су,граф G' (г) и д()полнение G до полного К6 ·(д)

Возведение матрицы в степень производится ум,ножением матри
цы на себя •по правилу умножения матриц. Для определения эле
мента ri, j ма·трицы R2 произв.одится поэлементное перемножение 
i-й стро'Ки на столбец матрицы j и полученные результаты скла-
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дываются. Например, элемент rз,з матрицы R2 определится rз,з= 

= r1,з'rз,1 +,r2,зrз,2 + rз,зrз,з + r 4,зrз,4 
='2. 

Для определения маршрутов длины 3 определим матрицу R3 

умножением матрицы R2 на R: 
1 2 3 4 

1 О 4 4 О 
RS=2 4 О О 4 

3 4 О О 4 
4 О 4 4 О 

На:пр1им,ер, элемент матрицы R3 
r1,2= 4 

поК!азывает, что существуют четыре маршрута Рис. 2.26. Граф 
длины 3, �ведущие из ,вершины Х 1 в Х2 (,см. рис. 
2.26): S1 = (х 1 , Х2) (х2, Х 1) (х 1 , Х2); S2= (х 1 , Хз) (хз, Х4) (Х4, Х2); S3

= 

=,(Х 1 , Х2) (х2, Х4) (Х4, Х2); S4
= (х1 , Хз) (хз, Х 1 ) (х 1 , Х2). 

Маршрут, в котором нет повторяющихся ребер, называется 
цепью. Замкнутая цепь, в которой x0

=xz, называется циклом. Со
О'ГВетственно цепи и циклы называют,ся простыми, если они не со
держат повторяющихся вершин, кроме, разумеется, первой и пос
ледней в случае цикла. На рис. 2.25,а в графе G

S 1 
= (Х 1, Х2), (Х2, Хз), (Хз, Xs), (Х5, Х2), (х2, Х 1), (Х 1 , Х4) - маршрут; 

s2 =(X 1,X2), (х2,Хз), (хз,Хs), (хs,Хв)-цепь; 
s3

= (х5, х2), (х2, Х4), (х4, Х 1), (х 1, Х2), (х2, Хз), (хз, xs) - цикл; 
S4

= (х 1, х2), (х2, хз), ·(хз, Xs), (xs, Хв) -простая цепь; 
s5

= (х1, Х2), (х2, хз), (хз, Xs), (xs, хв), (хв, Х4), (х4, Х 1 ) -простой 
ЦИIКЛ. 

Две произвольные вершины Xi, XJEX графа называются связ
ными, если существует маршрут s, в котором вершины Xi, х; будут 
концевыми. Граф называется связным, если любые две его верши
ны связаны. В противном случае граф не связан, а каждый из со
ставляющих его связных подграфов G1, G2, ... , Gz называется ком
понентой связности. Из определения ,связности следует: в связном 
графе вершина Xi связана сама с собой; если Xi связана с х;, то х; 
связана с Xi, если Xi связана с х;, а х; свя1зана с Xk, то и Xi свя
зана с Xk (xi, х;, XkEX). Тогда отношение связности я,вляеrея от
ношением ЭК!вивалентности. В этом случае множество вершин Х

графа G = (Х, И), который моделирует схему, можно разбить на 
непересе1кающиеся клас,сы Xi, причем ребра графа будут соеди
нять только вершины внутри эт,их классов. Так,им образом полу
чим разбиение г.рафа G на овязные подграфы (компоненты связно-

сти) G= U Gi. Например, графы, изображеаные на рис. 2.24-2.26, 
f=l 

связные, а граф на р,ис. 2.27 состоит из трех компонент связности 
G1, 02 , Gз, т. е. не связан. Заметим, что связный граф состоит из 
единственной компоненты с,вязности. Бели граф имеет несколько 
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компонент связности, то он не связан, та·к как вершины из разных
компонент связно•сти нельзя соединить маршрутом. 

П р и к о н с т р у и р о в а н и и ч а с т о  н а д о з н а т ь, к а к о е 
н а и м е,н ь ш е е ч и с л о  с в я з е й  н еоб х о д и м о  у д а л и т ь  
и з с х е м ы, ч т о  б ы о н а п е р е с т а л а б ы т ь с в я з н о й. 

Одной из характеристик связных графов является число ребер 
в г,рафе с п нершинами и заданным числом k компонент с·вязно
сти. Оно удовл·етворяет неравенству 

n-k�m� (n-k) (n-k+ 1)/2.

Из неравенС"тва следует, что граф с п вершинами и более чем 
(п-1) (п-2)/2 ребрами связан. 

Пусть задан связ•ный граф G= (Х, И). Подмножество U'�U
называется разделяющим, если после его удал,ения граф становит
ся несвязным. Заметим, что разделяющее подмножество в графе 

всегда ,существует. Триви
альным разделяющим 
подмножеством G являет
ся И'= И. Если разделя
ющее множество состоит 
из о,щного ребра UiE И, то 
щ называется перешейком 
,или мостом. 

При решении задач ав
томатизации конструиро
вания ЭА ,важное значе-

Рис. 2.27. Г.раф G, состоящий из трех ние имеют графы специ-
компонент связности G 1 , G2 , Gз 

ального 1вида - эйлеровы
и гамильтоновы. 

Связный граф G = (Х, И) называется эйлеровым, если сущест
вует зам'Кнутая цепь (т. е. цикл), проходящая через каждое его 
ребро только 1 раз. Граф называется полуэйлеровым, если суще
ствует незамкнутая цепь, проходящая через каждое ребро графа 
только 1 ,раз. На .рис. 2.28-2.30 показаны 1неэйлеров, полуэйлеров 
и эйлеров графы. Порядок обхода графов (см. рис. 2.29, 2.30) по
казан стрелками. Известно условие существования эйлерового 
цикла: конечный G является эйлеровым, если он связен и все его 
локальные степени четны. Напр·имер, граф G на р�ис. 2.24,а не яв
ляется эйлеровым, так как степени всех его вершин нечетны. Граф 
G на рис. 2.27 также не является эйлеровым, так как он не связен. 
Обозначается эйлеров цикл Sэ. Та1к, для графа на рис. 2.30 Sэ = ' 
= (х1, х2) (х2, Х4) (х4, Х5) (хб, Хз) (хз, Xs) (xs, Х4) (Х4, Хз) (хз, х1) (х1, Xs) 
(xs, х2) (х2, х1) (х1, х1). 

Заметим, что связный граф является полуэйлеровым, когда 
в нем не более двух вершин имеют нечетные локальные степе

ни, причем одна из этих вершин будет начальной, а другая -
конечной вершиной цепи. 

З а пиш е,м и д е ю а л горит м а  Фл е р и  п о с т р о е н и я  
эй л е р  о в о й  ц е п  и в э й л ер о в о м r р а ф е. ПуС"ть G - эй-
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леров граф. Тогда необходимо выйти ,из произвольной вершины 
и проходить по ребрам G соблюдая правила: 

стирать ребра по мере их прохождения и стирать образую
щиеся изолированные вершины; 

по мосту можно проходить только тогда, r<:огда нет других 
возможностей. 

Рис. 2.28. Неэйле�р,ов 
граф 

Рис. 2.29. Полуэйлеров 
граф 

Рис. 2.30. Эйлеров граф 

Цикл, проходящий ПО всем вершинам графа G i раз, назы
вается гамильтоновым, а G называется гамильтоновым -графом. 
Например, граф на рис. 2.25,д не имеет гамильтонова цикла, а 
граф на рис. 2.30 имеет. 

В отличие от эйлерового цикла, для гамильтонова цикла не
известен общий критерий существования. Известны только тео
ремы, дающие достаточные условия существования или отсут
ствия гамильтонова цикла. 

Теорема 2.1. Если в графе с п (п�3) вершинами для любой 
пары несмежных вершин Xi, Xj р (xi) + р (xj) �п, то граф ,имеет
гамильтонов цикл. 

Теорема 2.2. В графе без гамильтонова цикла длина его наи-
больших простых цепей удовлетворяет неравенству l�p (хн1) + 
+ р (хн2), где р (хн1) и р (хн2) - две наименьшие локальные сте.
пени графа. 

Введем понятие жордановой кривой и приведем один из ва
риантов теоремы Жордана. Жордановой кривой на плоскости 
называется непрерывная кривая, не имеющая самопересечении. 
Соответственно замкнутой жордановой кривой называется жор
данова кривая, начало и конец которой совпадают. 

Теорема 2.3 (Жордана). Если 2 - замкнутая жорданова кри
вая, а Xi, Xj две различные точки, расположенные на ней, то лю
бая жорданова кривая, соединяющая Xi и Xj, должна лежатъ це,-
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ликом внутри !Z, или вне !Z (за исключением точек Xi, х;), •или 
пересекать !Z в некоторой точке, отличной от Xi, х3• 

Если вершины графа G = (Х, И) ра,сполож1ить на плосIЮсти так, 
чтобы гамильтонов цикл пре�ставлял собой самонепересекающую
ся замкнутую кривую, то гамильтонов цикл ,разделит плоскость на 
две области - внутреннюю и внешнюю. Естес-гвенно, что внут
р-енняя ,и внешняя области взаимно обратимы. �Вообще говоря, со-г
ласно те()реме Жордана любой простой цикл, расположенный на 
плоскости, разбивает ее на внешнюю и внутреннюю области, при
чем если ,имеются две вершины: х3, рас-положенная во внешней 
рбласти, и Xi, расположенная во внутренней обла,сТ1и, - то соеди
;Нить их ребром без пересечения ребер цикла невозможно (рис. 
2.31). При этом ребру (xi, х3) не разрешается проходить через 
любую вершину цикла. Здесь и дал,ее под пересечением понимает
ся с�единение двух ребер графа ,в точке, не соответствующей ни
J{акои вершине. 

Точка пересечения 
ребер 

®---- ----® 

Рис. 2.31. Прюм,е,р ,соед111ненИiя вершин Xi 
И Xj 

Рис. 2.32. Гамильтонов псевдо
цикл 

Если множество вершин графа G= (Х, И) расположить на са
монепересекающейся кривой, ребра, соединяющие близлежащие 
друг к другу вершины графа, образуют гамильтонов псевдоцикл, 
содержащий как ребра ИiЕИ, так и фиктивные ребра йiЕИ, ко
торые на самом деле отсутствуют. Например, гамильтонов псевдо
цикл показан на 2.32. Здесь Sгпц = Х1, Х2, Хз, Х4, Xs, Хв, Х7, Хв, х,, его 
ребра щ = ·(х1, х2), и3= (хз, Х4), иs = (xs, хв), U7 = (х7, хв), а фиктив
ными ребрами являются й2, й4, йв, йв. Очевидно, что полный граф 
всегда содержит гамильтонов цикл. 

Связный граф без циклов называется деревом ,и обозначается 
Т='(Х, И), \Х\ =n. Любое дерево Т имеет п-1 ребро. Рассматри
вают корневые и некорневые деревья. Начальная вершина, т. е. 
вершина с наименьшим номером, называется корнем, из которого 
выходят ребра, называемые ветвями дерева. Очевидно, что в де
реве любые две вершины Xi, х3 связаны единс-гвенной _цепью и в 
любом связном графе G можно выделить некоторое дерево Т. Для 
задач конструирования наибощ,ший интерес представляют де
ревья, у которых число вершин равно числу вершин графа, из ко-
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торого выделено это дерево. Такие деревья называются покрыва

ющими. Для одного и того же связного I1рафа можно выделить не
которое множество покрывающих деревьев. 

Теорема 2.4. Число t покрывающих деревьев в ,полном графе 
К

п составляет t=пn-2• 

Множество деревьев называется лесом. На рис: 2.33 показан 
лес, состоящий из трех деревьев: Т 1 , Т2 и Т3 • 

Рис. 2.33. Лес, со·стоящий из трех деревьев: Т1, Т2, Т3 

Задачи выделения эйлеровых и гамильтоновых циклов и по
крывающих деревьев связаны с зада·чами о лабиринте, коммивоя
жере и с построением деревьев минимальной стоимости. 

Задача о лабиринте в терминах теории графов формулируется 
как задача отыска,ния в связном графе G= (Х, И) маршрута с ,наи
меньшим числом ребер, который начинается в заданной вершине 
XiEX ,и приводит в искомую вершину XjEX. 

Рассмотрим метод Трема решения задачи о ла·биринте. От вер
шины Xi необходимо перейти ко всем вершинам, находящимся на 
расстоянии один. Каждое ребро Ui = (xi, xz) помечается 1 ,раз, ко,r
да оно смежно вершинам Xi и xz. В ,вершине Xi это ребро поме
чае-гся как «открытое». Есл1и ,окажется, что нет больше ребер, ин
цидентных xz, кроме щ, то, вернувшись ,в Xi, ребро Ui пом·ечается 
как «за·крытое». Если некоторое 'другое ребро Ui = (xi, xz) также 
ведет из Xi в х1, то оно также помечается ка•к за,крытое. Очевидно, 
если вершина Xj расположена на раостоянии одного ребра, то она 
будет найдена таким просмотром. Для попадания в вершины, ле
жащие от Xi на раостояНJИи два, берется открытое ребро и = ·(хi, xz) 
и снова помечается. В xz открытые ребра проходятся и помеча
ются как закрытые, если они ведут к уж,е пройденным вершинам. 
После просмотра всех ребер происходит возврат в Xi из xz по ра
нее отмеченному входящему ребру. Если не осталось ребер, от
крытых в х1, то это открытое ребро закрывается ,в Xi- После воз
вращения в Xi аналогичная операция .повторяется для других от
крытых ребер и процесс продолжается, пока все ребра в Xi не 
будут помечены дважды. Если искомая вершина Xj расположена 
на ра·сстоянии п, то цри ее дос11ижении все открытые ребра в Xi 
будут помечены п ра'З, открытые ребра в любой вершине Xz будут 
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помечены п-1 раз и т. д. Такой процесс поиска последовательно 
покрывает все вершинъi графа и всегда находит выход из лаби
ринта. 

Пусть нам необходимо проложить сеть проводов, связывающих 
п блоков вычислительной аппаратуры, причем так, чтобы из одно
го блока можно было связаться с любым другим. Если из эконо
мических соображений требуется, чтобы количество затраченного 
провода было минимально, то граф, вершины которого соответст
вуют блокам, а ребра - соеди1няющим их проводам, должен быть 
деревом. Задача состоит в определении одного из пп-2 возможных 
деревьев с минимизацией суммарной длины ,ребер (проводов). На 
языке теории графов эту задачу можно сформулировать следую
щим образом. Пусть G= (Х, И) - связный граф, каждому ребру 
которого и;ЕИ ставится в соответствие некоторое неотрицательное 
число v(u), называемое его мерой (весом). Необходимо найти ал
горитм построения покрывающего дерева Т, у которого сумма мер, 
взятая по всем ребрам, 

т 

� v (Иi) =min. 
i=l 

Пр и в е д е м  а л г о р и т м  Кр а с к а л  а решения данной за
дачи. 

1 °. В связном графе G = (Х, И), 1 Х 1 = п, определяется ребро с 
наименьшей мерой v (и 1). 

2°. Строится ,по инду�кции последовательность ребер И2, Из, ... , Ип-1, 
причем на каждом шаге выбирается ребро, не совпадающее с пре
дыдущим, обладающее наименьшей мерой и не образующее цик
лов с предыдущими ребрами и;.

3°. Получается подграф Т графа G с ,ребрами и,, ... , Ип-1, кото
рый и является искомым деревом с наименьшей суммой мер. 

Р а с с м о т р и м о с н о в н ы е п о н я т и я м е т р и к 'И г р а ф о в. 
Метрика графа основана на понятии расстояния. Назовем расстоя
нием d (х;, Xj) (для простоты будем также использовать обозна
чение d;, j) между вершинами х;, XjE.X графа G= (Х, И) длину 
кратчайшей цепи, соединяющей эти вершины. Под длиной цепи 
понимается число входящих в нее :ребер. Функция d (xi, Xj), опре
деленная на множестве ребер графа G, называется метрикой гра
фа. Определенная метрика удовлетворяет следующим аксиомам 
Фреше: 

't/ Xi, XjE.Xi[d (Xi, Xj) �О]; 

't/x;, XjEXi[d(x;, Xj)=O+->X;=Xj]; 
't/x;, ХзЕХ[d(х;, Xj)=d(Xj, Xi)]; 

't/x;, Xj, XkEXl[d(x;, Xj)+d(xi, Xk)�d(x;, Xk)]. 

Очевидно, что для нахождения метрики графа G достаточно 
знать его матрицу смежности. 

Функцию расстоЯ'ний для графа G удобно задавать матрицей 
расстояний D= lld;, Jlln или ее списком при большой разреженности 
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матр•ицы D. Элемент 1матрицы D определяется следующим обра
зом: 

d. __ ( О, если Xi= Xj ;
i, 3- \ L di, j, если Xi ==I= Xj , 

Если принять, что для графа па рис. 2.26 d1,2= d2,1 = d1,з= dз,i = 

= d2,4= d4,2= dз,4= d4,з= 1, то матрица расстояний имеет вид 
1 2 3 4 

1 О 1 1 2 

D
- 2 1 О 2 1
- 3 1 2 О 1 

4 2 1 1 О 

Спиоок расстояний можно записать в виде множества, состоя
щего из кортежей длины 3: D= {<1, 2, 1), \1, 3, 1), <1, 4, 2), (2, 3, 2), 
<2, 4, 1>, <3, 4, l )} . Первый элемент ,в кортеже соответствует Xi -
вершине графа, в-горой элемент - Xj также вершине, а тре11ий эле
мент кортежа соответствует расстоянию di, i· 

Диаметр графа d ( G) определяется как максимальное расстоя
ние между его вершинами: d ( G) = rnax di, i Xi, XjEX. 

Для задач конструирования представляет интерес нахождение 
расстояний для графов Gr частного вида, на13ываемых координат

с 

li) 

ной 1с•еткой. В.ведем дека,ртову систе
му координат с осями s и t, •в кото
рой ·расположим граф Gr, В графе 
Gr= (Xr, Иr) множество вершин Xr 
соответствует узлам ,сетки, а множе
ство ребер Иr - горизонтальным и 
вертикальным отрезкам, ·соединяю
щим узлы сетки. Пример коорди
натной с,етки, т. е. графа Gr, пока
зан на рис. 2.34. Очевидно, что граф 

s Gr удовлетворяет аксиомам Фреше. 
Расстояние между двумя смеж
ными вершинами в Gr, называе-

Рис. 2.84. Гр,аtф Gт - координатная :сетка 1(а), гр·аф (б) и 
его •отображение ;в ,сетке Gт (в)· 
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мое ,шагом сетки, обычно принимается равным единице. Расстоя
ние di, J между двумя произвольными вершинами в Gт можно 
определить по формуле di, J= 1 si-Sj 1 + 1 ti-tJ 1, где Si, SJ и ti, tJ -
координаты вершин Xi, XjE.Gr в сетке Gr с координатными осями 
s и t.

Обычно задаются размеры сетки р Х q, где р число узлов сет
ки по оси s, а q - по оси t.

Например, для .графа Gr на рис. 2.34, а расстояние de, 9 = \ Se
-s9 I + lte-t9I ='10-21 + 11-01 =3. 

Расстояние di, j, определенное таким образом, называют ман

хеттоновым расстоянием. 
Иногда расстояние di, j определяют как длину кратчайшей 

прямой, соединяющей вершины Xi, Xj, тогда 

di,j = V lsi-Sjl2 +lti-tjl 2
-

Для рассмотренного примера de, 9= VS::::::2,24. 
Заметим, что в первом случае использовать di, J проще, та·к 

ка,к при этом оно принимает толыко целочисленные значения. 
Любой граф G может быть отображен в сетку Gr, Для G = 

= (Х, И) при !Этом I Ха r 1 ;;;:::: 1 Ха I и �каждым двум вершинам G
соответствуют разные вершины Gт, Для подсчета суммарной дли
ны L ( G) ребер графа G = (Х, И), отображенного в сет,ку Gт, вве
дем понятие матрицы геометрии D

-.,
. Матрица геометрии D, 

графа G представляет собой часть матрицы расстояний D графа 
Gr, в которой исключены элементы di, J, если вершины Xi, XJE.X 
не смежны в графе G. Элемент 

dv. --{О, если ri, j = fгJ;
i, 3- di, J, если ri, J"F fгJ. 

Для построения матрицы геометрии D
-., 

графа G необходимо 
каждый элемент матрицы D умножить на соответствующий эле-
мент матрицы смежности R, т. е . .О

-., = llri, Jdi, Jlln. Например, на 
рис. 2.34, б показан граф, а на рис. 2.34, в его отображение в сетку 
Gr размером ·ЗХ2. 

,Матрицы R гра,фа G и D графа Gr (рис. 2.34) примут вид 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 

1 о 1 1 о о 1 1 о 1 1 2 2 3 
2 1 о 1 1 о о 2 1 о 2 1 3 2 

R= 
3 1 1 о о J о 

D= 3 1 2 о 1 1 2 

4 о 1 о о 1 1 4 2 1 1 о 2 1
. 

5 о о 1 1 о о 5 2 3 1 2 о 1 
6 1 о о 1 о о 6 3 2 2 1 1 о 

Тогда можно определить матрицу геометрии D
y 

= 1R®D. Здесь 
® - знак поэлементного умножения матриц; 
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1 2 3 4 5 5- ✓� 

1 о 1 1 о о 3 5 
2 1 о 2 1 о о 4 
3 1 2 о о 1 о 4 

Dv= 
4 о 1 о о 2 1 4 
5 о о 1 2 о о 3 
6 3 о о 1 о о 4 

Сумма элементов матрицы D
v 

определяет удвоенную суммарную 
длину ребер графа в G при данном отображении его в сетку Gr. 
Для рассмотренного примера суммарная длина ребер графа L ('G) 
составляет 12 усл. ед. 

При другом отображении· графа в сетку суммарная длина ре
бер L (G) изменяется, хотя в частном случае может совпадать с 
предыдущей. 

Заметим, что изучение свойств графов и оптимизация в алго
ритмах конструирования упрощаются при использовании таких 
числовых инвариантных характеристик графа, ,как числа цикло
матичеокое, хромати�чес,кое, внутренней и внешней устойчивости 
и др. 

Наименьшее число ребер, которое необходимо удалить из гра
фа G, чтобы он стал ациклическим (деревом или лесом, если О
состоит из нескольких компонент связности}, называется цикло
матическим числом графа. Для графа G= (Х, И), JXJ =n, J UJ =m, 
цикломатическое число y(G) =m-n+k, где k - число компонент 
связности графа. Очевидно, для графа, состоящего из одной ком
поненты связности, y(G)=m-n+l. Например, для графа G на 
рис. 2.34,6, y(G)=8-6+1=3, т. е. после удаления трех опреде
ленных ребер он становится деревом. В примере это могут быть 
ребра (х,, х2), (х2, Х4), (х4, хв). Тогда полу
чим дерево Т (рис. 2.35). 

За1метим, что формула определения цик
лома11ического числа ripaфa верна для ор
графов и мулнтиграфов. Из определооия 
'\' ( G) следует, что оно может быть только 
положитеш,ным или равным нулю. Граф 
(мультиграф) не имеет циклов тогда и 
только тогда, когда y(G) =0. Очевидно, 'Ч'ТО 
граф · (мультиграф) имеет единственный 
цикл тогда и только тогда, 1ког да '\' ( G) = 1. Рис. 2.35. Дерево Т

Чтобы узнать, какие конкретно ребра нужно удалять для 
устранения циклов, необходимо каждый раз удалять ребро, ко
торое разру�µает хотя бы один цикл. 

Раскраской . вершин графа называется разбиение множества 
вершин графа на l непересекающихся �классов (подмножеств) 

l 

Х,, Х2, ... , Xz; Х= U Xi; XinXj= fгji, jEl={l, 2, ... , l}, i=#=j,
i=I 
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та,ких, что внутри каждого подмножества Xi не должно содер
жаться смежных вершин. Если каждому подмножеству Xi поста
вить в соответствие определенный цвет, то вершины внутри этого 
подмножества J14:ожно окрасить в один цвет, вершины другого под
множества Xj .:_ в другой цвет и так далее до раскраски ,всех
подмножеств, причем раскраска выполняется таким обра1зом, что
смежные вершины окрашиваются в разные цвета. В ,этом случае
граф называется /-раскрашиваемым. Наименьшее число подмно
жеств, на которое разбивается граф при раокраоке, называется
хроматическим числом К (G). 

Очевидно, что полный граф Кп можно раскрасить только п

цветами, следовательно, К(Кп) =n. Для связного графа G= (Х,
И) с (п-1) �т�п(п-1)/2 ,верхняя оценка хроматического числа

K(G)=[з+V9+:(m-n) ]·

Нижней оценкой К ( G) является число вершин в наибольшем
полном подграфе графа -G. 

Хроматическое число обычно определяют аналитически с по
мощью методов линейного программирования (подробнее см.
§ 2.4). Пусть задан граф 1G= (Х, И), 1 XI =n, 1 ИI = m, в виде мат
рицы инцидентности / = llik, zlln х т. Рассмотрим один из возмож
ных методов определения q = К ( G). 

Будем считать, что 
1:. _ f 1, если вершина Xj о,крашена ,цветом р(р=1, 2, ... , q);
'::,J р-' 

l О в противном случае.
Тогда можно составить следующую систему линейных соотно-
шений: 

q 
1; sj, р = 1, i = 1, 2, ... , п;

P=I 
п 
1; ik, zsk, Р� 1, l= 1, 2, ... , т;

k=I 

Sj, р�О, р= 1, 2, ... , q.

(2.1)

(2.2)

(2.3)
_Соотношение (2.1) говорит о том, что каждая вершина окра

шена толыко одним цветом из множества всех цветов, система
неравенств (2.2), (2.3) - что любые две смежные вершины гра
фа не должны быть окрашены одним цветом. Проверим это. На
пример,. если бы вершины Ха и хь, образующие ребро Uc, были
окрашены ОДНИМ цветом, тогда Sa,p= 1, ia,c= 1; sь,р = 1, iь,c = I и

п 

сумма � ik,cSl<d = ia,cSa,p-tiь,csь,p= 2, что противоречит нера,вен-
k=! 

с-тву (2.2). Следовательно, первые и вторые уравнения паказыва
ют, что каждому способу раскраски вершин графа q цветами
при обязательном условии разноцветности смежных вершин соот
ветствует система целых чисел Sj , р, удовлетворяющих условиям
(2.1 )-(2.3), и, наоборот, каждому целочисленному решению си-
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.,�темы (2.1 )-(2 .. 3) с_оат�тствует один из способов рас!Fр_а.с:ки. 
, Нс:!f):Меньшее q, для которого система (2.1 )-(2.3) имеет ц�лочис
ленное ·решение,· будет искомым хроматически:м числом графа. 

. ;важное практическое применение имеют rчастный вид [-раскра-
шиваемых графов, 2-раскрашиваемые или двудольные (бихрома-

- тическце) графы. Обозначаеrся двудольный граф Gn1, п2 = (Х 1, Х2,
И), причем X 1UX2

= X, Х 1ПХ2,,,;,,0, а ребра И соединяют только под
множества Х 1 и Х2 между собой. На рис. 2.36 показан пример
двудольного графа

·Gп1, n2 = (Х 1 , Х2, И), IX1l = n1 = 3, IX2l =n2 = 2, Х1= {х 1,
Х2= {Х4, Х5}. 

Граф Kn 1, n2 называется полным двудольным графом, если лю
-бая вершина XiEX 1 смежна каждой вершине XJEX2 (i=;l:=j). На
пример, при добавлении к графу Gn 1 , n2 на рис. 2.36 ребра (хз, Х4) 

. он становится полным двудольным графом. 

г-------------, 
1 1 
1 1� 
' 1 
\__ - - ____ , 

Рис. 2.36. ДвудолЬllый 
г,раф· G п

1 
,п, =·(Х1, Х2, И) 

fj 

Рис. 2.37. Пример графа 

Очевидно, что в графе Gn1, п2 = (Х 1 , Х2, И) подмножество Х 1 

можно раскрасить одним цветом, а подмножество Х2 - другим. 
Число ребер т полного двудольного графа определяется выраже
нием m=n1n2. 

При разработке алгоритмов компоновки, размещения и трасси
ровки схем часто возникает необходимость определения двудольно
сти некоторого графа щш выделения в этом графе, если он недву
долен, максимальных непересекающихся двудольных частей. 

Теорема 2.5. Граф Gn 1, n2 является двудольным тогда и только 
тогда, когда он не имеет простых �циклов нечетной длины. 

Рассмотрим теперь число внутренней устойчивости. Если в гра
фе G = (Х, И) две любые вершины подмножества Х'=Х не смеж
ны, то оно называется внутренне устойчивым. Подмножество чr i= 
=Х графа G = (Х, И) называется ма1ксимальным внутренне устой
чивым или независимым, если добавление ,к нему любой вершины 
XiEX делает его не внутренне устойчивым. Подмножество чri бу
дет независимым, если 'f/ XiEЧ'i (ГхiПЧ'i = f2'J). Независимые под-
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множества различаются по числу входящих в них элементов. В 
произвольном графе G можно выделить семейство всех независи
мых подмножеств вида Ч'= {'IJ,1, 'IJ,2, ... , 'Фs}, Независимые подмно
жества, содержащие наибольшее число элементов, называются 
предельными. Тогда число внутренней устойчивости 'l'J (.О) опреде
ляется мощностью предельного независимого подмножества 

'l'J ( G) =·1 marx 'IJ,i 1.
,J,;e'l" 

Число внутренней устойчивости 'l'J (G) можно связать с хрома
тическим числом К (G) следующим образом: 'l'J (G)K(G) ;;;,.:п.

Рассмотрим вопросы построения семейства независимых под
множеств на основе матрицы смежности графа или ее списка. 

Идея алгоритма построения семейства Ч' = {'Ф1, 'IJ,2, ... , 'Фz} за
ключается в следующем. В матрице смежности R графа опреде
ляется строка, имеющая наи,большее число ненулевых элементов. 
Если таких стро.к несколько, то выбирается любая. Для опреде
ленной таким обраэом строки i записывается выражение Ci = 
= (xiVXk/\xь/\ ... /\хч), Здесь Xi - вершина графа, соответствую
щая выделенной строке i, а Xk, хь, ... , Xq - вершины, см,ежные Xi , 
Далее в R исключается строка ,i, а также �элементы с индексом i 
из всех оставшихся стро1К спис,ка. Указанная операция соответству
ет выделению из графа G звездного подграфа с вершиной xi , В R 
снова ОI]:ределяется строка j с наибольшим числом элементов и
записывается выражение CJ= (xJVXz/\xr/\ ... J\xv). Процесс повто
ряется до тех пор, пока оставшиеся строки R будут пустыми. За
тем составляется произведение П = cic i ... ck, в котором раскрыва
ются е,кобки, и в полученной сумме выполняется минимизация на 
основе операций булевой алгебры с учетом выражений 
Xi

n= xi; XiVXiV ... Vxi= Xi; XiVl = 1; Xi/\Xi/\ ... /\Xi= Xi; Xi/\1 = Xi , 
Для выделения семейства Ч' необходимо в выражении, полученном 
после минимизации, для каждого элемента суммы найти не вклю
ченные в него вершины графа, которые образуют независимое 
подмножество. 

Работу алгоритма покажем на графе, из·ображеНJно-м на рис. 
2.37. Запишем матрицу смежности R графа в несколько изменен
ном виде: 

Х1 (Х2, Х5) 
Х2 (х1, Хз, Х4) 

R,= х3 (х2) 
Х4 (х2, Х5, Хв) 
Х5 (Х1, Х4) 
х6 (х4) 

В R выделим строки 2 и 4, которые содержат наибольшее число 
элементов. Выберем строку 2, удалим ее и элементы Х2 из осталь
ных строк спис1ка. Запишем элемент с2 = (х2Vх1/\хз/\Х4). 
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Получим 
х1 (xs) 
Хз (,0) 

R' = Х4 (xs, хб) 
Х5 (Х1, Х4) 
Х6 (х4) 

В R определим строки 4 и 5. Выберем 
= (xNxs!\xб). 

Получим 
Х1 (хь) 

(.0) 
(х1) 

Хв (,0) 

х 
R" = з

Х5 

строку 4 и запишем С4 = 

Определим строку 1 и запишем С1 = (х1 V Xs). Получим 
Хз (,0) 

R"' = Х5 (.0)
Хв (,0)

На этом процесс преобразования матрицы смежности закончим. 
Сформируем произведение П = С2С4С1 = (х2 Vх1!\хз!\х4) !\ (x4Vxs!\xб) !\ 
(x1Vxs). 

Раскрыв скобки и ·выполнив минимизацию на основе выше при
веденных выражений, получим П = (х1!\х2!\Х4) V (x2!\X4!\Xs) V (х1/\ 
/\x2/\s/\6) V (х2/\Х25/\Х6) V (х21/\Х3ЛХ24) V (х1 /\ Хз !\ Х24 /\ Xs) V (Х21!\Х3!\ 
!\х4!\Х5!\Х6) V (х1!\Х3!\Х4/\Х25!\Х6) = (х1!\Х2!\Х4) V (х2/\Х4/\Х5) V (х2/\ 
!\хs/\хб) V (х 1!\хз!\Х4). 

Запишем П в виде П = К1 V К2 V Кз V К4. Записа,в вместо каждого 
слагаемого в полученной дизъюнк,ции недостающие вершины гра-
фа G, получим П = (хзЛхs!\хб) V (х1!\Хз!\хб) V (х1/\хз/\Х4) V (x2!\xs!\ 
!\х6). Тогда семейство независимых подмножеств будет иметь вид 
'Р'= {'Ф1, 'Ф2, 'Фз, 'I\J4}, 'Ф1 = {хз, Xs, хб}, 'Ф2 = {х1, Хз, хб},'Фз = {х1, Хз, Х4}, 

'IJ)4 = { Х2, х5, хб}. Число внутренней устойчивости 'YJ ( G) = 3. 
При раскраске множества вершин графа G для каждой верши

ны XiEX определяются множества Ki из П, в ,которые не входит 

В нашем примере X1f/=.K2VKз; X2f/=.K4; Xзf/=.KiVK2VKз; X4f/=.K3 ; 
Xs ф. К1 V К4; хб ф. К1 V К2 V К4. Заметим, что здесь Ki считаются бу
левыми переменными. 

После •этого составляется произведение П' = (К2 V Кз) !\К4!\ (К1 V 
V К2VКз) !\Кз!\ (К1 V К4) /\ (К1 V K2V К4), в котором раскрываются 
скобки и выполняется минимизация. В результате П' = К3!\К4. 

Число элементов Ki в конъюнктивном члене П' определяет 
число различных цветов, а ,каждый Ki - подмножество вершин, 
которые можно окрасить одним цветом. Тогда граф можно рас
красить двумя ,цветами, например красным и белым. В нашем 
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nримере Кз = {х2, Xs, Х5} окрашивается красным цветом; К4,:Ь {х1, 
.Хз, Х4} - белым. 

Заметим, что если П' будет состоять из нескольких дизъюнк
·тивных членов, то �каждый из них будет определять один из воз
можных способов раокраски графа.

По аналогии с числом внутренней устойчивости введем число
внутренней полноты, характеризующее ма1ксимальное число вер
шин в подмножествах взаимно смежных вершин. Подмножество
из максимального числа взаимно смежных вершин называется
кликой. Мощность клики, содержащей наибольшее число вершин
графа, определит число внутренней полноты Q (G) = lmaxQ i 1, 

Q;EQ 

где Q (G) - семейство клик графа G. 
В графе на рис. 2.38 имеем семейство из трех клик: Q1 = {х1, 

Х4, х5}; Q2 = {x\, Х4, х2}; Qз = {х2, Хз, Х4}, а число внутренней полно
ты Q(G) = 3. 

Подмножество вершин epi=X графа G называется внешне 
устойчивым, если V Xi $. epi (Гxinepi=#= eJ). Внешне устойчивое под-

Рис. 2.38. Граф, содер
жащий три клики: Q 1 , 

Q2, Qз 

множество называется минимальным, если 
удаление из ·него произвольной вершины 
делает его ·не внешне устойчивым. В каж
дом графе можно выделить семейство 
внешне устойч•ивых подмножеств ер = 

= {ер,, ер2, ... , ерп}, Неформально минималь
ное внешне устойчивое подмножество ( его 
еще называют д:оминирующим) - это под
множество, состоящее из наrименьшего чrис
ла вершин графа, смежных всем другим 
вершинам. Мощность доминирующего под
множества, имеющего наименьшее число 
вершин, называется числом внешней ус'I'ОЙ
чивасти 

qJ ( G) = 1 min epi 1. 
Ф;ЕФ 

В графе на рис. 2.38 имеем семейство ер, состоящее из пяти до
минирующих подмножеств ер = {ер,, ... , eps}: ер1 = {х4}; ер2 = {х1, х3}; 
qJз = {X2, xs}; ер4 = {хз, xs}; eps = {x,, х2}; ep(G) = l. 

В некоторых случаях подмножество А =Х может быть одно
временно внутренне и внешне устойчивым. Такие подмножества 
называются ядрами графа. Например, подмножество {х 1, х3} 
граrфа ( см. рис. 2.38) является ядром. Существуют граrфы, содер
жащие ядра и не содержащие их. 

При �конструировании ЭА многие задачи :Контроля схем могут 
быть сведены 1к различным тождественным преобразованиям ,гра
фов этих устройств. Тождественные преобразования графов путем 
переобозначения вершин и ребер, приводят к получению изоморф
н,ых графов. 

Два графа G = (Х, И) и G' = (Х', И') называются изомqрф
ными, если можно установить взаимно-однозначное соответствие 
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Х ++ Х', И++ И' 'НI.Кое, что если (xi, xi) ЕХ ++ (x'i, x'i) ЕХ', то реб
ро U= (Xi, Хj)ЕИ t+ и'= (x'i, Х'j)ЕИ'. 

Очевидно, что изоморфизм, есть отношение эквивалентности 
на графах. Графы G и G', изображенные на рис. 2.39, а, б, изо
морфны. Подстановка 

(
Х1, Х2, Ха, Х4, Х5, Хе 

) t= i i i i i i 
х'1, х'3, х'5, х'2, х'., х'6 

устанавливает соответствие графов G и G'. Для перехода от гра
фа G' к гра,фу G необходимо применить обратную подстановку· 
t-1 к графу G': 

(
х' 1, х'2, х'3, х' 4, x's, х' 6) 

t- 1 = t t i i t t • 

Х1, Х4, Х2, Х5, Х3, Хе 

Если изоморфные преобразования проводятся с графом, -заданным� 
матрицей смежности, то они сводятся к перестановке местами со
ответствующих строк и столбцов. В общем случае для определе
ния изоморфизма графов необходимо сделать п! сравнений или 
перестановок строк и столбцов матрицы. 

а) 
iJ) 

Рис. 2.39. Граф G (�полный двудольный 
граф G 1 (б) 

граф Кз,з) (а),

Например, матрицы см-ежности ·графов Gи G' на рис. 2.39, а, б
соответственно имеют вид: 

1 2 3 4 5 6 

1 о о о 1 1 1 

2 о о о 1 1 1 

R= 
3 о о о 1 1 1 

4 1 1 1 о о о 

5 1 1 1 о о о 

6 1 1 1 о о о 
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1' 
1' О 
2' 1 
3' О 

R'= 4' 1 

2' 3' 4' 5' 6� 
1 О 1 О 1 
О 1 О 1 О 
1 О 1 О 1 
О 1 О 1 О 
1 О 1 О 1 
О 1 О 1 О 

5' О 
6' 1 

Бели к матрице R применить подстановку t-1
, то получим матри

цу Rt" тождественную R'� 

1 4 
1 О 1 
4 1 О 
2 О 1 

Rt = 5 1 О 
3 О 
6 1 

1 

о 

2 5 
О 1 
1 О 
О 1 
1 О 
О 1 
1 О 

3 6 
О 1 
1 О 
О 1 
1 О 
О 1 
1 О 

При покрытии функциональной схемы на·бором стандартных 
схем (модулей) или при решении любой задачи типизации необ
ходимо устанавливать изоморфизм между графом G и .ка1кой-ли
бо частью другого графа •G'. Зада1чи та1кого рода называются за
дачами изоморфного вложения. Известно, что задача изоморфно
го вложения графов является NР-полной. 

Рис. 2.40. Граф G

6) 

Рис. 2.41. �Плоский граф (а) и изоморф
ный ,ему 'Планарный ,граф '(б) 

Пусть дан граф, показанный на рис. 2.40. Можно показать, 
что подграф Н= (Х', U'), IX'I =6, 1 U'I =9, Х1={Х1, Х2, Хз, Х4, Х1, 
х6}, выделенный жирными линиями, изоморфен графу на рис. 
2.39, а. Следовательно, последний изоморфно вложим в граф G 
на рис. 2.40. 

В общем случае для установления изоморфного вложения гра-
фа G 1 с п 1 вершинами в граф G2 с n2 вершинами требуется с�: n1! 
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сравнений. При конструировании ЭА к топологичеокому чертежу 
часто предъявляется требование расположения проводников схе
мы на плоскости без пересечений. В этой связи возникает задача 
определения планарности графа. 

Граф -G = (Х, И) называется плоским, если он расположен на 
плоскости та.ким образом, что ребра имеют общие точки лишь в 
вершинах. Граф, изоморфный плоскому, расположенный на пло
скости и имеющий пересечения ребер, называется планарным. 
На рис. 2.41, а по1казан плоский граф, а на рис. 2.41, б - изоморф
ный ему планарный граф. 

Область плоокости, ограниченная ребрами плоского графа, 
внутри которой нет ни вершин, ни ребер, называется гранью. Реб
ра грани образуют простой �цикл. Считают, что плоский граф 
имеет всегда одну бесконечную грань, не ограниченную ребрами. 
По сути дела это часть внешней плоскости, окружающая граф. 
Существует формула Эйлера, позволяющая установить связь 
между числами граней, вершин и ребер плоского графа п-т+ 

+f=2, где f -

число граней плоокогб графа. Для �графа G на
рис. 2.41, а получим 5-9+6=2. Здесь грань fв является ,беоконеч
ной гранью. Используя формулу для определения цикломатиче
ского числа графа, получаем f=y (G) + 1.

Минимальное число ребер, которое необходимо удалить из гра
фа, чтобы он стал планарным, называется числом планарности и 
обозначается 0(G). Для полного графа Кп с п�4 0(Кп)= 
= (п-3) (п-4)/2. Из формулы следует, что 0 (Кп) =0, когда 
n=4; 0 (К5) = 1, следовательно, чтобы полный граф К5 стал пла
нарным, из него надо удалить одно ребро. 

Очевидно, что верхней оценкой числа планарности является 
цикломатическое число 'V ( G), так как граф, не имеющий ни од
ного цикла, всегда планарен. Для полных графов 0 (Кп) = 
=у(Кп) - 2п+5. Методы определения планарности связаны с на
хождением минимальных раскрасок графа. Известна теорема о 
том, что каждый планарный граф может быть раскрашен пятью 
красками, т. е. K(G) �5. Одной из основных гипотез теории гра
фов является гипотеза о ,четырех красках. Лю б о й  п л а н а р
н ы й г р а ф  м о ж е т  б ы т ь  р а с1к р а ш е н ч е т ы р ь м я
к р  а с  к а•м и. 

Доказательство этой гипотезы, основанное на переборе на 
ЭВМ огромного числа случаев, предложили Аппель и Хайкен. 

Определение планарности графа можно производить на основе 
различных критериев. Рассмотрим два из них. 

Пусть задан граф G= (Х, И). Подразбиением ребра Иk= (xi, 
Xj) называется замена его двумя ребрами Ир

= (xi, хр) и U
q

= 

= (хр, Xj) с введением новой вершины Хр. Два графа называются 
гомеоморфными, если они обладают изморфными подразбиениями. 

Теорема 2.6. (Понтрягина-Куратовского). Граф планарен тог-
да и толыко тогда, когда он не содержит подграфов, гомеоморф
ных полному графу Ks (см. рис. 2.42, а) и полному двудольному 
графу Кз, з (рис. 2.39, а). 
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а) 

Рис. 2.42. Полный граф Кз,s (а), граф, стягиваемый в 
гра,ф Ks (6) 

Операция, обратная подразбиению ребра, называется стяги

ванием. В теории графов под элементарным стягиванием пони
мается замена двух смежных вершин Xi и Xj новой вершиной х1,, 
смежной вершинам графа, которые были смежны х; и Xj. Граф 
G 1 = (Х1, И 1) называют стягиваемым к графу G2 = (Х2, И2), если 
G2 можно получить из G 1 на основе некоторой последовательности 
элементарных стягиваний. Например, граф на рис. 2.42, б стяги
вается в граф КБ путем элементарного стягивания в новую вер
шину Х; пяти ребер (х,, Х5), (х2, Х1), (хз, хв), (х4, Xg), (хБ, х,о). 

Теорема 2.7 (Харари - Татта). Граф планарен, если он не со
держит подграфов, стягиваемых к графу КБ или к графу Кз, з. 

Известно, что любой граф может быть изображен без пересе
чений в трехмерном ев.клидовом пространстве. Пусть задан не
ориентированный граф с петлями. Тогда для каждой петли можно 
поставить в соответствие окружность, проходящую через ее вер
шину, а для �каждого ребра, соединяющего две вершины, сопо
ставить в соответствующей плоскости полуокружность, приходя
щую через эти вершины. Ника,кие из этих кривых не могут пере
сечься, так ка1к они находятся в разных плоскостях. 

Говорят, что граф G= 
= (Х, И) укладывается в про
странстве или может быть уло
жен в нем, если он изоморфен 
графу G' = (Х', И'), изобра
женному в этом пространстве 
с помощью вершин Х ... Х' и 
жордановых кривых, соответ
ствующих ребрам И ... И', при
чем ребра не пересекаются 
др-уг с другом. 

Теорема 2.8. Граф планарен 
тогда и только тогда, когда он 

Рис. 2.43. Приме,р стереографической укладывается на поверхность 
прое.кции из точки А сферы. 
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.. Предположим.; .ч:го граф ..G уложен на nоверкности _оф�р�r. По
местим. сферу на плоскость та1ким образом, чтобы ее «в�р_хняя 
:rоч.ка» (точка, противоположная точке ,касания) не соотве.тство
.вала ни одной вершине графа и не лежала ни на каком его реб
ре. Тогда иокомое плоское представление планарного .графа мож
�о получить стереографической проекцией из верхней точки, ка.к, 
например, показано на рис. 2.43. 

При конструировании многослойного монтажа необходимо ре
шать задачи планарного размещения графа в неокольких цлоЬко
стях с переходами по соответствующим вершинам графа. 

Граф G можно расположить в z плоскостях, если существует 
z 

z планарных суграфов G,, G2, ... , Gz таких, что U Gi= G. Haи
i=t 

меньшее число плоских суграфов, на которые можно разбить граф, 
называется толщиной графа и обозначается Q ( G). 

Очевидно, что толщина планарного гра,фа Q (G) = 1, а толщина 
графов К5 и Кз,з равна двум. Толщина произвольного графа удов
летворяет неравенствам 

Q ( G) ;;.: { 3nm 6 } ; Q ( G) ;;.: [ т :ti � ;- 7 ] '

где {d} - наименьшее целое число не меньше чем d, а [d] - наи
большее ,целое число, не превосходящее d.

Толщина полных графов удовлетворяет неравенству Q (Кп);;.: 
;;.:{ п+7 ]. 6 

Предполагается, что толщина Кп не превышает в�личины п/4.
Иногда в графе требуется выделять не пересекающиеся по 

ребрам полные непланарные подграфы. Максимальное число та
ких подграфов в G называется шероховатостью или .крупностью и 
обозначается v ( G). 

Для Кп при n = 3p 

v(Кп) = {С2

р, 
если р�5;

С2
р,+С5

р, если р;;.:10;

Cji - это число сочетаний из i по j; при n=З p+l v(Кп)=С2
р.+ 

+{р/ЗJ и при n = 3p+2 v(Кп) =С2р+{(14р+ 1)/5].
Число попарных пересечений ребер (иногда называется чис

лом скрещиваний) на плоскости обозначается р ( G) и для пол
ного графа определяется выражением 

или 

р (Кп) � { (п-1)2(п-3)2/64, если п нечетно;
п(п-2)2(п-4)/64, если п четно, 

к 
Р (Кп-1) р ( п) � ___ .:,_;,;;--=---

1 - 8/2n - 1 + ( - l)n 
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Qная, что р (К5) = 1, можно определить минимальное !Число 
пересечений для полного графа с любым числом вершин. 

Заметим, что если граф G евязный и плоский, то и двойствен
ный ему граф Gs тшкже будет плоским и связным, причем число 
вершин, ре�бер и граней этих графов ,будет связано следующими 
соотношениями: ns

= f; rs =r; fs
= n, где ns, rs, fs - число вершин,

ребер и граней двойственного графа Gs . 
Часто при описании соединений в схемах необходимо учиты

вать направление прохождения сигнала. 
Ориентированный граф будем обозначать D = (Х, И) и на

зывать графом. Маршрутом графа D считается чередующаяся 
последовательность вершин и дуг (хо, и1, Х1, ... , Ип, Хп), в кото
рой каждая дуга ui есть кортеж ui = (Xi-l, Xi). Маршрут, в ко
тором все вершины различны, называется путем. Замкнутый 
маршрут, у ,которого все вершины различны, за исключением 
пе�рвой и последней, называется конту�ром. Бели существует путь
из Xi в Xj, то говорят, что Xj достижима ,из xi·' 

Граф D 1на:зывается сильно связным, если любые две его вер
шины 1взаим1но :достижимы. 

Граф G, полученный 1из графа D заменой ·каждой дуги Ui= 
=<xk, х1) на соответству1Ющее �ребро ui = (xk, х1), т. е. устра1нением 
стрелок, называется основанием D. 

Два ор,графа на.зываются изоморфными, если ,можно уста,но
вить изоморфизм между их осно,ва·ния,ми при ,сохранении !Поряд
ка ст,релок 1На каждой дуге. 

:мат1рицей смеж,ности r1рафа D называется ,матрица
R(D) = llri,jll пхп, причем 

r .. -
{ 1, если \Xi, Xj) - ду�га D;

'l, 1- 0 в противном случае. 

Для графа D, показанного на рис. 2.44, ,матрица R (D) ,имеет 
вид 

,! 2 3 4 5 р (Xj) 
l о 1 о о 1 2 

2 о о о 2 
R(D) = 3 о о о о о о 

4 о о 3 
5 о о о () 1 . 

p-(Xj) \\ \2 \2 \21 J 1 

Так как r;, j=/;r_i, i, то матрица не С'имметрична относительно глаrв
ной диагонали. 

Дуга Иi = <xi, Xj), ,считается положлтель-но инцидентной ее к•о
неч,ной ,вершине Xj. Число дуг, положительно ,инцидентных верши
не Xj, ,на1зывается полустепенью захода и обозначается р+ (xj). 
Число дуг, от:рицательно ,инцидентных Xj, т. е. выходящих из Xj, 
н азываетсf! полустепенью ,исхода и обозначается через ,p-(xj). 

84 



Очевидно, что p(xj)=p+(xj)+p-(xj). Так 1ка'К любая дуга IПО
ложительно и1нцищент1На 1нtжото�рой нершине Xj ,и также отtрица
тельно инциденТ�на той же ,самой :вершине Xj, то 

Из ,ма11ри:цы R (D) видно, ч•то су.ммы элементов по ст-рока,м р•а1вны 
полустепеня,м захода ве�ршин D, а ·сум1ма эле.ментов по столбцам
полуетепеням ,исхода. 

Нео,рлраф G называется ориентируемым, ,если каждое его реб
ро мож,но ор1иентировать так, что полученный Г\раф D •будет силь
но связным. Такой п:роцесс обычно ·называют ,задан,ием ориента
ции гtрафа G. Очеви�дно, что .П1роизвольный эйлеров Г\раф может 
быть ориентируем, так как достаточно пройти ,по любой эйле1ро
вой цепи, ориентируя ·ребра гtрафа в на,щравлении движения. 

,Граф D называет:ся эйлеровым, если в нем ,существует за,мк
нутая цепь, ,содержащая каждую его дугу. 

Необходи,мым условие1м существов.а1ния эйлерова о:рграфа яв
ляется его сильная ,связность. 

Связный ,граф D= (Х, И) являе'tся эйлер,овым, когда V Х;Е 
ЕХ(р+(х;) =р-(х;)). 

ОрГ\раф на:зывается гамильтоновым, если в нем существует 
конту:р, содер:жащий ,каждую верши,ну 01ргtрафа. 

Теорема 2.9. Пусть D - сильно связный граф. Если V Х;Е 
ЕХ(.р+(х;);;:,::п/2 и ip-(x;);;:,::n/2)=?-D, то D-rа•мильтонов граф. 
Элементы матрицы и,нцидент,ности 1 (D) nрафа D п,ринимают .зна
чения О, +1, -1. Элемент :равен О, если вершина не инцидетша 
дуге, +,1, если дуга ориентщрована от ве1р:ши:ны, и -1, если дуга 
01риентщрована к ,ве1ршине. 

Для графа D на ,рис. 2.44 .матрица и,нцидент,ности имеет ·в,ид 

И1 И2 Из U4 U
r, Ив И7 Ив 

Х1 +1 о о о +1 -1 о о 

Х2 -1 +1 о о о о +1 -1

1 (D) = х3 1 -1 -1 о о о о о 

Х4 о о +1 -1 о +1 -1 +1

Х5 о о о +1 -1 о о о 

Рассмотршм метод Мальлранжа разбиения графа D на .мак,си-
1Мально ,с,вязные подграфы. 

Предва,рительно определим пря1мое и об:ратное т1ранзитивные 
замыкания. Цр,я,мым транзит1ивным ,замыканием Г+х; называют 
пощмножество ве1ршин Х'=Х, в кото1рые можно попасть из ве1рши
ны х; по ·некоторому пут•и. Обозначают его так: Г+х; = {x;}UГ+x;U 
U Г+2х; U Г+зх; U . . . Здесь Г+2х; = Г+{Гх;}, а Г+зх;, = Г+{Г+2х;} = 
=Г+{Г+{Г+х;} }, ... Обрат,ным транзитивным замыканием назь'�ва
ют подмножество вершин, из которых ,можно попасть в Х; ,по не
-которому пути, обозначает,ся Г-х;. 
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Например, дл� Г1Рафа D = (Х, И) I:Ia �рис. 2.4.5 рпрме�щ.1: пря
. м<;>е и обратное 11ра1нзитшвны� замыка,ния для вершинl?I х1: 
-Г+х7

= {x7}UГ+x1ur+2x1UГ+зx1, r+x1
= {х1, Х4, хв}, r+�х1 =:=Г+{Г+х1} = 

= Г+{х7, Х4, х6} = {х1, Х4, хв, Х2, xs}, r+зх1
= Г+{Г+2х1} = Г+{х1, Х4, Хв, Х2, 

Х5} = {Х1, Хв, Х4, Xs, Х 1 , Х2, Хз}; г-х1
= {х1}UГ- 1х1UГ-2х1; r-x1

= {X1, Х2}, 
г-2х1

= Г-{Г-х1} = {х1, Х2, Х4}, тогда r-x1
= {х2, ,Х4, Х1}, а Гх1

= {х1 , Х2, 
Хз, Х4, xs, Хв, х1} = Х. 

Рис. 2.44. �Граф D Рис. 2.45. Разложение гра
фа на максимально связ

ные подграфы 

Ос·новная идея алго�ритма заключает:ся в ,следующем. Выбщра
ется ,щро,извольная 1ве�рши1на XiEX в г,рафе D и для ,нее опр•еделя
ется r+xi, r-xi ,и C(xi) = Г+xinr-xi. Далее ·выбирается вершина 
Xj $. с (xi), и про1цеос продолжается аналогичiНо, пока �возможно. 

Раос,мотрим ра,боту ал,го:ритма на .щримере графа D= (Х, И),
зада,нного матрицей омежносТ1и 

Х1 Х2 Хз Х4 Xs Хв Х7 

Xf о о о о о о 

Xz о о о о о 1 
Х3 1 о о о о о о 

R= х, о о п о о о 

Х5 о о о о 1 о 

Хе о о о о 1 о о 

Х7 о о Q 1 о 

r-x1 !О 1 1 1 1 1 2 1 2 1 3 1 31

Стол,бец Г+х 1 с11роит,ся следующим об1разом. В клетке ,столбца. 
щротив ецр•елки х 1 ,ставит:ся О. ,В клетку столбца против СТ1роки 
х3 ставится 1, та.к ка,к •Стtрока Х 1 ,соде�ржит I на ,месте х3• Строка 
х3 •содержит I только на уже 011мечен·ном месте х1• То11да в остав
шиеся клетки столбца Г+х1 проставляются знаки «-». Числа в 
клетках Г+х 1 - это количест,во путей из вершины х 1 в другие вер
шины ГiРаФа D. Тогда Г+х1 = {х1, хз}. 
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. Ана·логич1но .за:nол1няются клетки ст:роки Г-х1. Против �столбца. 
х1 в клет.ке r-x1 •ставит:ся О. В клетках •строки r-x, ,прот,ив х2 и хз 
стави'I'ся 1, так ка,к .столбец :имеет I против Х2 и хз. 1В ,столбце х2 
,имеется 1 против ,с11роыи Х4, ,следовательно, :в �клетку r-x1 пр,оти1в 
Х4 записывается 2. В ,столбце хз имеем единицы П\Р'ОТИВ ,ст�рок Х1 
1и х5• Ст-рока х1 уже fРассмот�рена., а в клетке r-x1, �ра1оположенной 
пр·о'I'ив х5, стаВ>ится 2. Далее аналогично ,заполняю'I'ся оставшиеся 
клетки Г-х,. Тогда Г-х, = {х1, х2, хз, xs, хб, х1}, С (х1) = Г+х,nГ-х1 = 
= {х1, х3}. Теперь удали�м из графа D ,вершины х, и Хз. Получ1им 
МаТJрицу R' о•ставшегося графа D': 

Х2 Х4 Х5 Хв Х7 Г+х2 

Х2 о Q о о о 
Х4 1 1 о о о 2 

R'= Х5 о о о 1 о 3 

Хв о о 1 о о 2 

Х7 о о т 

г-х2 1 о 1 1-1-121
Аналогично, запол1няя клетки Г+хz и Г-хz, определяем r+x2 = {х2, 
Х4, xs, Хб, х1}, r-x2= {х2, Х4, х1}. Тогда С(х2) = Г+х2ПГ-х2 = {х2, 
Х4, х7}. Снова удалим из D' вершины х2, Х4, х7, получим граф D". 
Запишем его .мат1ри,цу смежности 

Х5 Хв Г+х5 

R"= :: 11 � � 11 1 � 1. 
г-хs I о 1 1 1 

Получим Г+xs={xs, х5}, Г-xs = {xs, Х5}, O(xs)={xs, Х5}. Следова
тельно, в результате работы алгор1итма получили 1ра:зложение nр•а
фа ,на 'I'ри части, показанные на 1рис. 2.45 шт1риховыми линиями. 

Замети•м, что любой 1неорграф G .можно перевест,и в орг,раф пу
тем замены каждого реб1ра дву�мя .п:рот,и,воположно на,правлен,ны
ми �дугами. В этой с1вязи многие результаты для неорr1р-афов ,мо
гут быть инте1рпре-nи1рованы на орnрафы. 

В описа1нных выше nрафах использовались бина,рные от,но
шения ,на ,множестве вершин. Заметим, что в общем случае на 
множестве ·вершин Х графа G= (Х, И) можно задать /(-ные 
отношения. Та•кое обобщение понятия графа поз,воляет строить 
объекты, в которых каждое :реб1ро -может соединять 1Не только две 
вершины, но и любое подмножество м1ножест,ва. В€\Р'ШIИ,н. 

Пусть Х = {х,, Х2, ... , Хп} - конечное множество и Е= {l,, l2, ... 
. . . , lm} - семейство подмножеств Х. Говорят, что с,емейст,во Е -
гипертраф на м,ножестве Х, если E=J=e5 и И li=X, / = {1, 2, ... 

iEI 

... , т}. Объект Н = (Х, Е) будем считать гиперграфом, еслн он 
состоит из множества вершин Х ,и множества �ребер Е, щричем 
каждое ребро liEЙ пр'едста,вляет собой некоторое подмножество 
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множества вершин. т. е. lic:::.X. Если V liEE ( l li 1 =2), то г:ишер
•граф Н является графом G без ·изолированных вершин. На рис. 
2.46,а показан П1риме�р гиперnрафа Н= (Х, Е), IXI =7, IEI =5. За
мет.им, �то ребро ls с l ls 1 = ·1 есть петля. Ребрами ги•пер•графа яв-

Рис. 2.46. ·Гюпер['раrф Н = (Х, Е) (а), двойственный ему ги-
:перграф Н* 1(6) и ,граrф К:ёнига К(Н) �(в) 

ляют:ся: 111 = {х1, Х2, Хз, Х4}; 12 = {х2, Хз, Хв, Х7}; lз{Xs, Х4}; [4 = {xs, Х7};
ls = {х1}. В г.иперграфе Н= (Х, Е) две вершины с1читаются смеж
ными, если существует ребро li, оодержащее э·ш ,вершины, д,ва
ребра считаются смежными, ,если их 1пересечение непустое под
множес·11во. 

Мат.рицей июцидент.ности гиперграфа Н называется :ма'11Рица 
1 (Н) = llhi,jllmxn, причем 

h. __ { 
1, если XjEli;

i, 3- 0, если х; $. li, 
Для ,ги,перI1Рафа Н ,на ,рис. 2.46,а ,мат�р,ица инциден11ности ,при

мет ·вид 
Х1 Х2 Хз Х4 Х5 Хв Х7 

l1 1 1 1 1 о о о 

12 о 1 1 о о 1 1 
1 (Н) = 13 

о о о 1 1 о о 

l4 о о о о 1 о 1 
, 1 о о о о о о 
·5 
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Любому ги1перграфу Н =!(Х, Е) соответ,ст1Вует ги1Перnр-аф Н* =
=\(Е, Х), вершинами которого являют1ся ребра Е= {l1, l2, ... , lm}, 
а �ребрами - ве1ршины Х1, Х2, ... , Хп . Гиперnраф Н* 1Называ,ет,ся 
двойственным Н. 1Мат:рица ин1цидентности гиперграфа Н* есть 
транспонированная матрица гиперграфа Н. Если два ребра li, 
ljEE в Н смежны, то соответствующие вершины li, ljEE в Н* 
та1кже смежны, то же ,выполняет;ся 1и для вершин Xi, XjEX в Н,
когда ОНИI становятся ре61рами Н*. Гипер:r�раф Н*, двойст:вен�ный 
Н, показа1Н на рис. 2.46,6,а, его ,ма11ри,Ца инцидентности запишет
ся ·в 1виде 

l1 l2 lз l4 lr, 

Х1 1 о о о 1 

Х2 i 1 о о о 

Хз 1 1 о о о 

1 (Н) *= Х4 1 о 1 о о 

Xr, 
о о 1 1 о 

Хв о 1 о о о 

Х7 
0 1 0 1 0 

В гиперr1раrфе Н = (Х, Е) цепь длины q определяется как по
следовательность вида s (Н) =х1, l1, х2, l2, • • •  , lq, Xq+I· Бели q> 1 
и Xq+I =х1, то цепь с такими 1па1рамет:рам,и называется циклом дли
ны q. 

ЕслИJ Н-гиперграф с п вершина,ми, т 1реб1ра1Ми и k связными 
компонента1Ми, то о:н является де,ревом, ,когда 

т 

� (llil-l)·=1n-k. 
i=I 

При �решении �задач автоматиза1ции кон1струи:рова1ния возника
ет необходимость сопоставлять гипер11рафу ·nраф. 

Гипе�р1граф Н = (Х, Е) 1мож·но ,представить в виде двудольного
11рафа Кенига К (Н) = (XUE, V), где Х - первое подмножест,во 
вершин двудолыного лрафа, ,соответст:вующее множеству ве�рши1н 
гиперr�рафа Н; Е - второе подмножество ,вершин �двудольного 
ripaфa, ,соответствующее 1м1ножеству ребер гипер11ра1фа Н; V -
множество ,ре6е1р двудольного графа, устанавливающее смеж-
1ность ,между двумя 1м,ножества,ми ,вершин Х и Е 1в графе К (Н) в 
·соответст·вии с 1инцидентност:ыю 1ве1ршин и ребе�р ,гипе�рnрафа, Н.

Заметmм, что в двудольном 11iрафе К (HJ �вершины В1Нутри под
множеств Х и Е не ·смежны, причем ·вершины XiEX и ljEE в 
К (Н) смеж·ны тогда ·И только тогда, когда в ги:пе�рnрафе Н вер
шина Xi принадлежит ребру lj. На рис. 2.46,в приведен граф Кё-

. ,нига для nипер,�,рафа Н. 
Отметим, что не только любой конеч,ный гипе�р11раiф представ� 

ляет,ся в виде К (Н), ·но ,и ка1ждый двудольный ·11раф является 
представлением некоторого гиперr�рафа. 

Под 1ра-скраской вершин ги1пе�р,графа Н = (Х, Е) понимается 
некоторое �разбиение множества его 1верши1н на, классы, не содер-
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жащие пустого под,множества, 1югда инциден11ные вершины долж
ны ,быть оюрашены в разные цвета, пр1ичем , каждому кла,ссу 
Xi(X1UX2U ... Xq=X; X1n;r2n ... ПХ

q=!О) отвечает ,определенный 
цвет, в который окраще,ны вершины, а q ·соот.ветствует, ,количеству 
различных ,цветов, которые ,можно использовать для ,р,а:скра,ски. 

В некоторых ,случаях для пост,роения моделей схем использу
JО'l'СЯ расплывчатые графы и гипе�р:r�рафы. 

Лраф G = (Х, И) называется расплывчатым, если для ,каждой 
.,зершины XiEX 1множество И является 1расплывча•тьюм множест,вом. 
Множество И ха1р•актери,зует,ся функцией принадлежности µu, п1ри-
11имающей ,знач-еНtия из от�резка [0,1]. Зна·чение µ(и) пока:зывает 
,ет,епень �принадлежности �р·ебра и к ,множест,ву И. Очевидно, что 
,если µu (х) для любых х, уе.Х 1щри,нимает значение О или 1, то 
расплывчатый nр,аф G ,станови11ся обы:кшовенным. Для _расплыв
чатого гиперт1рафа фу,нкция принадлежности определяется так же, 
J<ак 1и для рас,плывчатого 11рафа. 

Любая логическая или mринщипиальная ,схема ЭВА и РЭА •со
,стоит из ,набор•а элементов, заданным об�разом соединенных .меж
ду собой. Поэт,О1му ,схему мо�но ,рассмат.ривать ка.к некото�р,ое 
множест,во .элементов Х= {х1, х�, ... , Xn}, 1соединенных ·межщу •со
бой цепям,и из множества Е= {l 1, l2, • • •  , lm}. Та:�юе предста,вление 
,схемы обычно �называют схемой соединений. На ·р1ис. 2.47 показа1н 
условный ,фрагмент ,схемы. Ка,ждый элемент ·схемы имеет некото
рое множество соеди,нитель·ных выводов, кото�рые ·будем �называть 
м,ножеством контактов и обозначать С={с1, c2, ... ,cs}- Кроме 
контактов элементов •В -схеме имеют,ся -внешние ·контакты С0, кото
рые ·осуществляют ,связь ,рас,сма11риваемой схемы с другими схе
:Ма,ми .. 

Рис. 2.47. Условный фрагмент схемы 

Два ,контакта 1считают-ся связаНtными, если они объединяются 
одной элек'l'Jр1ической цепью. Под элект,р,ической цеп�.ю будем по-
1нимать ,некоторое м,ножест.во контактов, принадлежащих одному 
-эквипотенци алу.

Расс1мо11ри,м нескщrько ,способов задания схем 111рафами, гипер-
11р-а,фа1ми и их ,мат.рич1ными и ,с;писковыми представлеНtия.ми.

Зададим -схему 1в виде JlPaфa G= (XUBUC, И), где Х - верши
,ны JlPaфa, �соответствующие элементам ,схемы; Е - ,вершины, ,со
ответствующие цепям схемы; С - вершины, ,соответствующие кон
-та,кта,м .элементов. Множество ребер И =FUW сос·юит из р·ебер эле-
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,менТ1ных F и сиr:нальных W. Ребра подмножества F ощределяют 
принадлежно-сть контактов из С елемента,м Х ·и задают-ся па1ра1м,и 
(xi, Св). Ребра подмножества W .задают ·вхождение -контактов из 
С в цепи Е и описываются парами (Cs, 13). На рис. 2.48 показан 
граф -схемы р.ис. 2.47. 

Рис. 2.48. Г,раф G= (XUEUC, И) 

Обычно nраф G = (XUEUCU) .задается в виде двух мат�р-юц А1 ·И 
А2:-

А 11 1 II 1 { 
1, если конта•кт CiEl3; 

1 = а i,J 1в1х1с1 и а i,J = 

О в противном случае; 

А 11 2 II 2 rl,ecлиcjEXi; 
2 = а i,J 1х1х1с1 и а i,i = 1

0 l в противном случае.

Для графа G на �рис. 2.48 матрицы А1 и А2 запишуТlся 

Со,, Со,2 Со,з Со.4 Ct,I Ct,2 с,.з С2,1 С2.2 С2,з Сз,I Сз.2 Сз,з С4,1 С4,2 

l1 1 о о о 1 о о о о о о о о о о 

l2 о о о о о 1 о о 1 о о о о о о 

А_ lз о о о о о о 1 1 о о о 1 о о о 
1- о 1 о о о о о о о о 1 о о о о l4 

l& о о 1 о о о о о о 1 о о 1 1 о 

lв о о о 1 о о о о о о о о о о 1 

. 

Из матрицы А1 видно, что каждый столбец имеет только одну 
единицу, та,к ·как каждый �контакт в.ходит только в одну цепь. 

Со., Со,2 Со.з Со,4 С1,1 С1,2 С1,з С2,1 С2,2 С2,з Сз,1 Сз.2 С3,3 С4.1 С4,2 

Хо 1 1 1 1 о о о о о о OJ о о о о 

Х1 о о о о 1 1 1 о о о о о о о о 

As = Х2 о о о о о о о 1 1 1 о о о о о. 

Ха о о о о о о о о о о 1 1 1 о о 

Х4 о о о о о о о о о о о о о 1 1 
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На рис. 2.48 х0 соответствует у,словной вершине, объединяющей 
все ,контакты. Ка,тдый ,столбец А2 также имеет только одну едини
цу, так как любой ,контакт 011носится л,ишь к одному элементу. 
Так как матри,цы А 1 и А2 ,содержат большое ч1исло нулевых эле
.ментов, то хранить их в �памяти ЭВМ при •реализа,ции алгqритмов 
конс'Груи,рования более эффектив1но ,в виде ,списков. 

Граф G та,кже задают в 1виде ,матрицы цепей Т= llti,jlln xc, с11ро
км которой соотве11ствуют элемента,м схемы, а •столбцы - .контак
там. Если элементы ,имеют ,различное число конта•ктов, ·то в качест
ве с п.рини:мается max Ci, i = О, 1, ... , п. Элемент ti,j .щредставляет 
номер 1Цепи, -свя,занный ·с контактом Cj элемента Xi, заметим, что 
если в ,маТ1ри1це Т элементы ti,j=tp ,q = ... =ta,13, то это оз,начает, 
что контакты j, q, ... , �. расположенные 1на элементах ,с индексо,м 
i, р, . .. , а, принадлежат одной электрической цепи (од,ному у,злу) 
и, ,следователыrо, �могут ·в дальнейшем быть ,соединены �Между rсо
бой электричесюи произвольным образом. Для фрагмента ,схемы на 
рис. 2.47 ма11рица Т запишется в виде 

Х1 l1 l2 lз О 
х2 lз l2 ls О 

Т = Х3 [4 lз ls О 
Х4 ls [5 О О 

Х0 l1 [4 ls [5 

Наприм·ер, �лемент t3,3 матрицы Т озна•ча,ет, что цепь ls соединена 
с конта·кто�м 3 элемента ,схемы х3• �анrный .спо,соб удобен 1с точки 
з•рения экономии па1мя'Dи ЭВМ, ,но тр-ебует •Пiредварительной ну,ме
р,ации �цепей. 

При ·р,ешении защач ко,мпоновки и размещения конс11рукто�р 
должен устанавливать ,различия ,между входами и выходами лог�и
чеСК,ИХ элементо,в ,с�ем. Различ,ие между ,входа:ми и �ыходами 
мщк,но от.разить, приписав ,р-ебрам на,правление прохождения ,сиг
сНала, т. ,е. rпревратив граф схемы в орг.раф. Входной сиnнал логи
ческого эл,емента ,исходит из -соответст,вующей вершины, а выход
ной ,сигнал имеет направление к ·вершине. Каждому реб.ру припи
шем вес, равный номеру контакта, что позволяет полностью иден
тифици�ровать •схему ,коммутации. Тогда фра,гмент схемы на ри,с. 
2.47 можно ,пр,едставить в виде двудольного графа D (1рис. 2.49,а), 
кото,рому �Можно поставить ,в ,соот,ветствие I1ипер,г�раф (рис. 2.49,6). 
Основное п,реимущество такого задания - изменяющаяся инфор
мация о rцепях, .которые ,могут быть· конструктивно ,представлены 
любым из пn-2 покрывающих деревьев.

Иногда удобно задать ,схему в ·виде графа G = (XUV, И), где 
V - узловые точки ,схемы. Тогда для фрагмента,· изображенного 
•на р,ис. 2.47, такой граф прИ1мет .вид 1р-ис. 2.49,в.

Основное rпр,еимущество всех описанных моделей - адекватное
задание в -смысл,е планарности. Доказано, что •если граф ,схемы,
представленный одним из описанных ,методов, ,плана,р·ен, то пла
на:рна и; предста1вляемая им схема. Схема rсчитает,ся плана,рной,
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если ее проводники •могут быть рас.положены :на плоско,ст.и ,без 
пересечений. 

Сущес-гвует много модификаций описанных методов. Одним из 
них является ,построение 1мультиill)афа схемы. Для этого подсч,и
тывает.ся для каждой пары элементов число соединяющих ,их це
пей. Затем строится мультиг,раф G = (Х, И), ,в кото1ром ,вершины 

Рис. 2.49. Дву,�ольный OJprpaф D= (XUE, U) (а), ги;пер['lраф (б), 111>аф G= 
=·(XUV, U) (в) w муль11wграф {г) ф;раг,мента, сх>емы на рИ'С. 2.47

соотв,етствуют эл,емента,м, а �ребра Ui,j - числу цепей .между ,ним,и. 
Для фрагмента ,схемы на ,р,ис. 2.47 1мультиграф ,показан ,на 
рис. 2.49,г. 

Иногда ,используется ,способ пе�рехода от ,схемы к Г1рафу, ,когда. 
контакты элементов ,представляют,ся вершинами графа G = (Х, U), 
а соединения .ме:ж1ду НИIМИ- реб1рами. Цри этом ,полученный rр·аф 
представляет собой объедине
ние полных подграфов, соот
ветствующих узлам схемы. Ес
ли в каждом полном подграфе 
выделить деревья, покрываю
щие все вершины данного под
графа, т. е. выполнить «развяз
ку узлов», то граф G предста
вится м,ножеством несвязанных 
деревьев, т. е. лесом. 

1В настоящее время для воз- Рис. 2.50. Учет эквивалентных 
можного проведеюия цепей под тов 
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элекrро,ра1диоэлементами и �между конта,кта.ми ра,ссматр•иваются 
I)рафовые �модели для ,самих элементов. При этом каждый эле-
мент представляется .в виде цикла, как, нащрим,е�р, показано ,на 
рис. 2.50. Для задания пропускной способности каждого ,ребра, 
т. е. количества трас,с, которые ,можно ruровести �между контакта
ми, между ве�ршинами ,вводятся дополни'!'ельные (зачер.ненные) 
вершины. Такое представление элементов �резко увеличивает число 
вершин и 1р•ебе1Р [!Рафа СХ!емы, но позволяет учитывать эквива
лентные контакты. 

ПiРИ ,равработке алго,ритмов констру,ирования в настоящее вре
мя все описанные методы используются для формализащии о.писа
ния схемы. Основными критериями выбо1ра той 1или иной модел,и 
являют:ся ,необхощи,мый объем памяти ЭВМ, ,сложность 1реализа
ци,и вычислит,ельных процедур, БiРемя !Решения задачи, оптималь
ность получаемых �результатов кон•струи,рования. 

2.4. МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСRОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

ПРИ АВТОМАТИЗАЦИИ :КОНСТРУИРОВАНИЯ 

Многие задачи ,конструкторского проектирования получают 
более эффективное �решение щри использовании иера�рхичесюrх �ме
тодов, когда исходная .задача Q0 1разбивается •на некоторое ч·исло 
подзадач Q 1, Q2, • • •  , Q11. и делаются �попытки �решить каждую из 
них. Данный ,воцрос особенно актуален щри конструировании 
ИМС, содержащих сотни тысяч элем,ентов, так как ,в ,на.стоящее 
в1ремя без �разбиения их на подсхемы выполнить конс11руи�рование 
невозможно. 

Под решением .задачи понимаются: 
нахож,дение опти:мального решения; 
доказа'!'ельство, что 1Подзадача не�ра'Зрешима; 
доказательство, что значение полученного �решения хуже, чем пре
дыдущее. 

Такое ,разбиение обычно описывают деревом, изоб�раженны,м 
на ,рис. 2.51. Смысл ,разбиения ,состоит ,в том, что после �разбиения 

подзадачи легче решать, или они имеют 
знач,ительно меньший размер, или имеют 
новую структуру. Заметим, что каждую 
подзадачу можно снова разбивать на 
подзадачи. Очевидно, что есл·и разбиение 
окюнчено, то множество подзадач, на ко
торые разбита задача, должно представ
лять всю задачу. Из рrис. 2.51 видно, что 

Рис. 2_51_ Разбиение за- после окончания каждая подзадача пред-
дачи Qo на подзадачи ставляется вершиной дерева, которая на-

зывается висячей. Важной проблемой 
является нахождение оптимального решения на основе перебора 
путей на дереве решений. За•да·чи такого типа называют поиско
выми. А сам поиск связан с исследован·ием графовых структур. 
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Существуют три ооновных типа поиска 1в ,зави.оимости от того·, 
как 1выбщра1ются вершины де�р,ева для прохо·ждения ветвления. 
Это поиск с ,возвращением, поиск в глубину и поиск в 
ширину. 

Пои,с к с •в о з в р,а щ е н ие м. Он заключается в попытках �ра,с
ширить частное �решение. На .каждо1м шаге ,поиска, если расшире
ние текущего ча,стич·ного �решения ,невозможно, 1происход,ит •воз
в�рат ,к предыдущему частичному решению 1И ,предпринимает�ся по
пытка снова его продолжить. Другими словами, ,поиск •С ,возв�ра
щением - это продолжение 1расши.рения иссл•едуемого, ,р,ешения до 
тех по1р, пока ,это ,возможно. Когда решение нельзя 1ра,сширить, 
произ,водятся возв1рат назад и попытка ,сделать другой ,выбо1р на 
ближайшем шаге, где им,еется такая воз,можность. Поиск с воз
вращением от.носится к кла,с,су экспоненциальных алгоритмов. 

П о,и с к в г л у б и н  у. Нефор,мально ,поиск в глубину ,на дереве 
�решений ,как бы соот•ветствует «ньдрянию» в глубь дерева. Идея 
метода состоит в том,, чтобы в 
каждой исследуемой вершине 
дерева ·выбирать один ,из воз
можных путей ,и исследовать 
его до конца, причем другие, 
существующие пути решений 
лри этом не рассматр•иваются, 
пока •Сохраняет•ся возможность 
получить конечный результат, 
исследуя выбранное направле
ние. деvево поиска в глубичу 
показано на ,рис. 2.,52. Как еле- 05
дует из рисунка, при поиске в � 
глубину выбирает�ся опреде-
л,енный путь по дереву 1и про-
изводит�ся его продолжение до 

• получения решения или до тех - заоача решена 
пор, пока дальнейшее продви-
женше окажется невозможным. Рис. 2.52. Дерево поиска в глубину
Тогда процесс поиска возоб-
новляется от ,ближайшей вершины дерева, имеющей смежные не
исследованные вершины. 

РаGомотрим алгорит,м просмотра вершин графа G= (Х, И) 1на 
основе поис,ка в глубину. Выбираем произвольную ,начальную вер
шину xi, Затем �выбираем 1р•ебро (xj, Xi), инцидентное Xi, и п,ро
сма11риваем ,вершину Xj. Пусть Хр - последняя ,п�росМОТJренная 
вершина. Для щродолжения п,роiЦесса определяем произвольное 
нерассмо11ренное ребро (хр , Xs), инцидентное Хр , Если вершина х8 

ранее просмат,р,·1Валась, ищем ,новое ребро, инцидентное Хр . Бели 
Xs ,ранее ,не ,щросматр,ивалась, то идем в Xs и снова начинаем .по
·иск от х •. ,Пройдя все пут,и, ,начинающиеся ,в Xs, 1во•зв1ращаем,ся в 
Х

р. ,Затем 1про1должа,ем выбор нерассмо11р•ен,ных ребер, ИНlцидент
ных вершине Хр , пока не будет исчерпан их �список. ,Видно, что· в 
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�расамотренной процедуре поиск идет вперед (вглубь), пока это 
воз,можно. 

Поиск 1в глубину можно осущест,влять и на орграфе D. В этом 
случае, щройдя в ве�ршину Хр , ,выбираем �ребра <хр, xs), вююдящие 
из Хр . После 1иоследования ,воех �ребер, •выходящих из Xs, возв�ра
щаем-ся в Хр , даж·е если имеются нерассмотренные ,ребра, входя-
щие :В Xs. , 

' 

Для !Поиска •В глубину на 1несвязном графе G, состоящем из не
скольких ,кО1мпонент, необходимо исследовать каждую компоненту 
в отдельности. 

Рассмот�р,им построение пок1)ыва,ющего ,дер,ева в Г\рафе G (ри,с. 
2.53) 1на основе поиска ,в глу,бину. В ,качест�ве начальной возь,мем 
в•ер1Шину х1. Для проомот1ра вершин на каждом у�ро1вне ,будем вы
би�рать ве�ршины с ,меньшим ,номером. Тогда ,в ,соответствии с опи� 
са,нным ,методом получим ,поюрывающее дерево Т, 1со,стоящее из 
вер:шин х,, х2, Х4, х1_ xs, хз, Хб, хв 1и р•ебер и,, иs, и1, ив иэ, иб, из. По
рядок �поиска в глубину показан на рис. ,2.54. 

Рис. 2 53. Граф для по- Рис 2 54. Пример построения 
строения покрываюше- покрываюшего де.рева на ос-

го дерева . нове поиска в глубину 

Из опи,санного ,следу,ет, что щр,и поис!<'е ,в глубину :перебо�р ,сна
чала выполняется вдоль од,ного пути, пока не будет достигнута 
макоималь,но возможная глу6ина. Далее расама11риваются д1руг,ие 
пу'11и ·такой же или ,меньшей глубины, которые отличаются от пе�р
вого последним ,шагом, затем иссл•едуются пути, отличающиеся 
посл•едним,и: ,двумя ,шагами 1и т. д. Процесс повторяе-гся до получе
н,ия 11ребуемого �р,езультата. 

Основное достоин:сТ1во методов поюсжа 1в глубину то, что ,боль
шинство ,из них относится ,к классу ,полиномиальных алго�р,итмо·В 
и ,может быть в основно�м реализовано .за Вtремя О (п). 

Основной 'Недо,статок поиска в глубину 1заключа,ется ,в том, что 
прИJ исследовании дер,ева �решений ,с большой вероятностью ,мож-
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но .пр·ойти мимо той ветви, на которой �раньше всего появляется 
окончательное �решение. 

Поиск в ширину ·при ·иопользовании этого мет.ода ветвления 
происходит от у�ровня к у1ровню, пр,ич,ем если 1на у;ровне ! ·началь
ная задача Q0 1р,азбивается на подзадачи Q1, Q2, ... , Qk, то .каж
дая 1из них ,исследуется �раньше, ч-ем задачи у�ровня 2. Задачи в 
у1ровне, 1юторые трущны для �разрешения, ,разбиваются на подза
дачи уровня 2 1и ,процесс продолжает-ся аналогич,но. Цример-ный 
вид де�рева ,решений при поиске в шиrрину по,казан 1на 1рис. 2.'55. 
Для графа (ом. 1рис. 2.53) по1рядок пос'I!роения IПОК!рывающего де
рева ,методом поиска в ши,р,и,ну показан ,на рис. Q.56. 

УроОень Z 

!:/роОень3 

8-заоача решена.

Рис. 2.55. Дерево :поиска в ширину 

Поиск в ширину эффект-ив-но используется Пtри Jста·новлении 
изомо1рфизма ,И 1изомо1Р'Фного вложения гр,афов :при ,разбиении � 
�раз,мещении -сх,ем. Алгоrритмы поиска в ширину rв основно1м 1реали
зуются за ,в1ремя O(n2)-0(n4 ). Существует •много процедУiР повы-

4-144

УроОснь f

Уровень Z 

Уро8сньJ 

Рис. 2.56. Пример :пос'!'роения :покрывающего 
дерева на основе поиска в ширину 
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шения эффективности поисковых методов. Основные из них - это 
у,по�рядочивание ветвей, отходящих -от каждой ве1ршины, так что в 
первую очередь ,раосматриваются наиболее пер,спективные .ветви, 
и движение вперед из вершины, кото,рая я,вляется наилучшей ,из 
всех найденных независимо от того, где она р•аоположена, ,в де�ре
в-е. 

Заметим, что .нам.и описа,ны только общие ,схемы ,о,рганизации 
поиска. !Непосредственное их применение ,может привести к алго
�ритма,м, в,р,емя ,реализа,ции кото1рых ·велико. Поэто,му необходи�мо 
·щр,испосабливать эти методы к конк�ретным задачам конст�рrуиро
вания.

!Многие задачи конструирования схем ,сводятся к значительно
му перебору вар,иантов, приближающему,ся ,к полному. В ,некото
�рых случаях полный перебо,р удается за:м,енить перебором ,с отое
чения,ми. Наиболее упот·ребительным щри ,конс'Груировании выч,ис
л.ительным ,методом сок1ращения пер,ебора является ,м е т о д в •е т -
ве й и г 1р а н  и ц.

Метод основан на 1п•е1реборе оп,ределенных варианто•в р-ешений
задачи ,п,р,и услови,и, что чи,сло этих вариантов конеч·но. При этом
в общем ,случае ,полный перебор за,Меняется частичным, так как
используют,ся априо1р•ные оценки вариа,нтов, позволяющие отбра
сывать «непе1рапективные» •р-ешения.

'Метод ветвей и nра-ни1Ц ,состоит :из операций ветвления и О'ГСе
чения.

Оп ,е 1р а ц ,и я  ·в е т в л е н и я. Выбщраем произвольный ,способ
раз,биения множества: Q ,на подмножества Qi таксие, что UQi = Q,
QinQj =!O, V i =/=j. Зат-ем раз,биваем по такому же пра1вилу под
м:ножества и т. 1д. На каждо-м шаге ва�риант, оп'Ги,мальный для
м:ножества Q, будет принадлежать одному ,из Qi , Следовательно,
,решен.не задачи для 1мно·жества Q -сводится к ,решению задач для
составляющих его -множест•в Qi и опр,еделению о,пт,имального, ,ре
шения ,ореди найден,ных. Операцию ветвления ,можно осуществ
лять ,на основе методов поис,ка .как в глубину, так и в шщр·ину.

О п ер а ц и я о т,с е ч е н и  я. От,сечение ,вариантов �решения за
дач,и: выполняется ,с помощью оценочной фу,нюции, которая зада
ется на вершинах ,дерева 1пе1ребо1ра и дает верхнюю или ,нижнюю
границу значений функции для 1Ва,риантов 1р•ешений, входящих в
м,ножество Q. Оценочная фу,нкщия, дающая ниж-нюю гра,ни,цу ,в
процессе разбиения множества, не убывает, а оценочная фунюция
с ,в,ерхней nраницей не воз,растает.

За1метим, что точность оценки зависит от способа ,разбиен.ия
множества Q, по-этому ,необходимо выбщрать такой ,спо,соб 1раз·бие
ния, п,р·и котором оценки получаемых подмножеств ,были ,бы бли
же :К оп11и�маль:ной.

СуРJеству�ют три основных -способ,а отсечения ветвей: 
по результатам ,с1ра·внен:ия текущего значения с уже найден

ным; 
по ,результата,м ор·а•внения двух о,ценок; 
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,mр,ещр,ащен,ие ветвления в •вершине, не •содержащей оmтима,ль
ного решения. 

Поря.док щродолжения ,ветвления ·выби1рается 1на ос.но1ве после
довательного посТ�роения ветвей, или по мин�имальной нижней 
(,верх.ней) г,ранище, ,или на основе .их комбинаций. 

Рас-сМОТ\рИ:м тепе�рь общую 1СХ!ему ,метода ветвей ,и гр,ан,и1ц для 
·нахождения !р,ешения ,с на,имею,шим значением ,целевой функции.
Пусть необходимо ,решить Оlдну из задач консТ1Руирования -схемы,
заданной в .виде гр·афа ,или лИJпе�рграфа. Пусть также ,из·в-есТ1но,
что Q -это конечное ·множество ,решений данной .задачи. :Каждое
�р•ешение qEQ ,мо:жет ,быть оценено с ,помощью оценочной (цел,е
вой) функции f (q). Т1р·ебуется ,най-ги такое решение .tEQ, для ко
то�рого f(t) -наименьшее ор,еди ·всех f(q), qEQ. Использование
спецИJфики ко,нкр,етной задачи ,консТ�руирования позволя,ет ,в ряде
случаев найти ,н:и:жнюю гр,анИJЦу значения �целевой функции f, �или
ее оценку ,на ,множест�ве 1р,ешений Q, или ,на каком-либо ,его под
,множеств-е Qi=Q. Ниж.ней гранИJцей 0 (q) .целевой фу,н,кции f -бу
дем :называть значение, которое ,меньше или равно значению це
левой функции f (q) для JDюбого �решения qEQ ил1и q'EQ'. Метод
ветв•ей ,и гр-а.ниц наибол,ее эффективен, есл�и при �ра.з,биен,ии 1множ,е
ства 1решен,ий .на подм,ножества Qi 'У1дается улучшать о�ценки, т. е.
получать строго не�р,авенство 0 (qi) >'8 (q).

Разбиение множества 1р•ешений на подмножества• mредставляет
ся, ,как было лока.зано выше, ,с 1пО1мощью де�рева ,решений, кото,рое
можно ,зада�ать в nрафическом ,или ,матр�ичном �виде. �В .качестве
исходной ,вершины де�рева �решений ,принима•е11ся м,но,:жест,во Q. За
тем вычисляет,ся :нижняя ,rр•а,ница 0{q) множест:ва Q. За,мети,м,
что вычисление нижней _г�раницы ,щр-и решеН1ии задач проект,иро
ва-ния 'В 011р-омной ,степени зависит от искус,ства конс11р'Уктора, Пf>И·
чем чем ближе оценка .к точной, тем бысТ1рее ·будет ,найдено опти
мальное ,р,ешение. Если ,будет ,найдено та,кое р,е:шн,ие t, что f (t) =
=0(q), то t- иско1мое о,пТ1имальное �решение. Если 1Найти -сразу
такое ,решение н,е удалось, то 1мно:жество Q разбиваем ,на �ряд :под
множ,еств, об1разующих на пер,вом шаr,е ,в,ершины дер,ева, которые
обозначаются Q 11, Q 1 2, •.. , Q 1

s , Верхний индек,с щр,и Q ,соотве11ст
вует ном,е�ру шага 1р,аз.биения, ,нижний - определяет номер ПQД·
множества множес11ва 1р•ешений ,на данном шаге. Оmр,еделяюТ1ся
нижние nра·ниды 0 (Q1

j), j= 1, 2, ... , s. Есл,и найдено- такое ,реше
ние tE.Q 1p, что f(t)='8(Q 1p), ,причем 0(Q 1 p)::=:;;;;0(Q1

j), j=l=p, j=l,
2, ... , s, то t - искомое оптималь�но•е �решение. Если ,его ,найТ1и ,не
удалось, то выбираем ,из подмножесТ1в Q1

1 , Q 12, ••• , Q 1
s подмно

жество Q1 i по правилу 0 (Q1 i) =min 0 (Q1 j), j = 1, 2, ... , s и разби
ваем его на о,пр•еделенное число подмно,жест:в Q1 i = Q 1 i 

1 
UQ1i

1 
U ... U

U Q1i 1• Все подмножества Q1
1, Q1

2, •.. , Q1
i-I, Q1

н1, ... , Q1s, Q1
i" 

Q1 i, , . . .  , Q 1; z, ра'нее не rюд�верга1вшиеся разбиению, перео60'знача
ются Q21, Q22, ... ' Q2

,,.
Производится переход ко ·второму шагу и ОПf>еделяю'l'ся ниж

ние границы 0 (.Q2 j), j = 1, 2, ... , v. Если найдено такое решение
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tEQ2
p, что f (t) = 6 ( Q2

p), ·rqричем 6 ( Q2
p) ::;;;в ( Q2

3), j=l= p, j = 1, 
2, ... , v, то t-,искомое ,р•ешение. Бели .найти его не удалось, то 
онова 1выб,и1рается ,из подмножеетв Q21, Q2

2, ... , Q2
v подмножество 

Q2
i по правилу 6(Q2

i ) =min6(Q23), j=l, 2, ... , v, ,и щроазводит-
ся раз,биен:ие Q2

i ,на опр,еделен.ное число подмножеств Q2i=Q2ilU 
UQ2

i2U ... UQ2iw- Все под.множества Q2
1, Q2

2, ... , Q2
i-l, Q2н1, . . •  , 

... , Q2v, Q2
i1, ... , Q2iw, ранее не подвергавшиеся разбиению, пере

обозначаются Q3
1, Q3

2, ... , Q3
2 и произ.водится ,переход к 11Ретьему 

шагу и т .  д. Процеду;ра п�родолжает,ся до v-ro шага. Бели ,среди ре
шений v-го шага удается найти ,решение tEQvp такое, что f (t) =
=6 (Qv

p) =:;;;;е (Qv3), j=l=p, j= 1, 2, .. . , v, то t- и�с1юмое опт,имальное 
,решение. В противном случае ,процесс продолжается . Так как м·но
жество �решений Q конечно, то в .результате ,последовательных 
ветвлений получаются подм,ножества, состоящие из одного ,реше-
•НИЯ. С1реди 1них будет найдено оптимальное решение.

!Метод ветвей и nраниц позволяет также находить квазиопт,и
.мальные ,р,ешения ,с зада-иной точностью Л. Если на ,произвольном
шаге µ ветвления дерева найдено �решение t' такое, что f (,t')
-6 (Qµr) =:;;;;л, где Qµr _ подмнож,ество с �наименьшей ,нижней
nр,анюцей ,среди всех ,подм·ножеств данного шага, то t' - искомое
квазиоптимальное ,решение.

Рассма.трим пример ветвления дерева ,р·ешений задачи определения соответ
ствия принцюпиальной ,схемы и ее реализации на ,кристалле интегральной мик
ро,схемы. Пусть известно, что множество решений Q . .Разо,бьем ,Q на три !ПОД

м1tожества: Q11, Q1
2

, Q13. Среди них оптимальное решение t не найдено. Из оце
нок границ определено, что должна ветвиться вершина Q 1

2• Подмножество ре
шений Q1

2 раз.бивается на три подмно•жества: Q 1
2 ,1, Q1

2 ,2, Q1
2 ,з. Нулевой и пе,р

вый шаги показаны на рис. 2.57. Вершины Q 1 i, Q 1з, которые не ветвились, а
таtКже Q 1

2 ,1, Q1
2

,
2, Q1

2 ,3 переобознаrчаем соответст·венно Q2
1, Q2

2, Q2з, Q24, Q2s.
Со·гласно специфике задачи определения соответствия схемы и ее ,реализации
нахо,дятся нижние границы для этих :подмножеств. Если не найдено о,птималь
ное ,решение t, то ветвится, например, вершина Q2

1 следующим оtбразом: Q2
1 =

= Q2
1 , 1 UQ21.2 -
Дерево решений для вто,рого шага ал.г,оритма tnа.казано на ,рис. 2.57,б. Да

лее переобозначаются вершины и находятся границы для полученных [!Одмно
жеств решений третьего шага. Если ,о,птимальное решение t, т. е. по,дстановка
между схемой и ее реализацией на кристалле, не найдено, ветвится, на,пример,
вершина Q3

6 (рис. 2.57,в). Процедура повторяется до получения оптимально,го
или квазио,птимального ,решения.

СледОiвательно, для эффект,ивного пр1именения ,м,етода вет,вей
,и nраниц ,необходюмо, учитывая ,специфику ,рассмат�р,иваемой за
дачи, вычислять границы цел,евой функции как можно ближе к
оптимальному з·начени,ю. Это 01rqределит ч:исло ,ветвящихся вершин
'ИI соответ,ственно •степень ,сокращения ,перебо1Ра ,при �решении за
дачи.

При описании конкретных алгоритмов ,консТ1руирования сх·ем
будут показа,ны при1меры и,спользова,ния м,етода ,ветвей и г�ранИJц.

Часто :пр,и решении ,задач а,втоматизации консТ1руи,рования
схем требуется .найти таwие ,з,начения действительных пер,ем,енных
q1, q2, • • •  , Qn, щри которых .целевая функ;ция F нескольких пере
менных обра,щает,ся в макоимум ,или минимум. Причем Qi = {qi 1, 
qi

2, ••• , qi
n} - э·ю решения из множества Q=·{Q1, Q2, ... , Qn}.
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Задачи опр,еделения •значений пщрам,ет,ров, обес.печювающих 
э:к;стремум (ма,:к:сюмум ·или ,минимум) функции .пр,и заданных оnра
н1ич,ениях ,на а1р,гу�менты, называю11ся за,дачами ,математического 
проnра,мми,рования. 

о) 

Рис. 2.57. Нулевой и 
первый ша,rи ветвления 
(а); второй шаг ал•rо
ритма (6); третий шаг 

алгоритма (в) 

Основными щр,едставителями класса .задач математического 
проnра,мм,ирования я·вляю,тся задачи линейного, ди,на1мического и 
нелинейного проr,рам,мщро·вания. 

Задачи линейною 1щрогра,ммирования я-вляются наиболее про
стыми. Они ха1рактеризуются тем, что ,показатель эффективно
.сти: (цел,евая фу,нкция) F линейно зависит от па,ра1метро,в ,реше
ния Q1, Q2, ..• , Q1i, •и оnраничения, ,налагаемые на па,ра,метры �р-е
шения, ,имеют ·вид л,инейных р-авенств или ,неравенств о•тноситель
но элементов ,м,ножества Q. 

Рассмотрим пример задачи линейно['О ,программирования. Цех завода вы
пускает многослойные печатные ,платы (МГЪП) и двухслойные �печатные платы 
(ДПП). В соответствии с планом он дмжен выпустить МПП в количестве не 
меньше а1 и не больше �1, ДПП - не меньше а2 и �не �больше �2- Для изго
товления [!Лат необходимы три вида ,комбинированного сырья 'Yt, 'У2, 'Уз, за[lасы 
которого о•rраничены числами Л1, Л2 и Лз. 

До•пустим, что на ю�rотовление одной платы требуется ац сырья вида 
у; (i=l,2,3; j=ll,2). Индекс j означает вид,изделия, индекс i - вид сырья. 
Величины а;,; можно. представить в виде матрицы следующего вида: 
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Сырье мпп ДПП 

1'1 a1�J а1 ,2 

1'2 а ,r] 2, 1 а2,2 
-- ---

Уз аЗ,1 аЗ,2 

При использовании ·в аmаратуре МПП ,цриносят прИiбыль Ь 1, а ДПП - Ь2• 
Необходимо так ооланировать производство, что,бы �план был выполнен и 

перевыполнен без зато,варивания, а суммарная прибыль от реализации была 
маl!i!симальна. (Заметим, ,что данный пр,имер описывает у,прощенную и идеали
зи,рованную ситуацию в производстве печатных плат, но тем не менее позволяет 
оценивать реальные ,ситуации.) 

Будем считать, что элементами решения .будут количества произведенных 
МПП и ДПП, ·соответствен.но, q1 и q2• Требование выполнения плана можно за
писать в виде ог,раничений: 

(2.41 

Недопустимость лишней продукции 
ствами: 

можно выразить следующими неравен-

(2.5) 

Тогда трем комбинированным видам сырья будут соответствовать три ог
раничительных неравенства: 

{ 
a1,1q1 +a1,2q2=s;;;y1; 
�.1q1+a2,2q2=s;;;y2; 
аз,1q1 +аз,2q2=s;;;уз, 

а при�быль, получаемая от реализации rпроду,юции, 

П= Ь1q1+Ь2q2, 

(2.6) 

(2.7) 

Таким о·бразом, ,составлена задача линейнего про,11раммирования, которую 
можно сформулировать следующим о,бразом: определить такие неотрицательные 
значения q1 ,и q2, чтоrбы они удовле_творяли всем неравенствам-ограничениям, а 
также обращали в ма,ксимум линейную функцию этих 1пе,ременных П: 

(2.8) 

Неравенства ,системы (2.6) представляют 1со1бой полу.плоскости с граничной 
прямой анq1 +ailq2 = y1. У·словия неот,р,ицательности определяют полуплоскости 
с граничными а::l!рямыми q1 = a1, �1; q2 = a2, �2- !Система ,совместна, поэто•му полу
плоскости, пересекая,сь, образуют общую часть, ко-торая представляет собой па
ры точек, являющих,ся решением данной оистемы. Объединение этих точек на
зывают МНОJ'ОуtГольником решений. Геометрическая зада,ча линейното програм
ми,рования сводится к определению такой точки мно1Гоу,гольника решений, ,коор
динаты которой дают линейной функции экстремальное значение. Отметим, что 
все точки мноrо,уrольника р•ешений являются допустимыми. 

Предположим, что система (2.6) п,ри 1у,словиях (2.4) и r(•2.5) совместна и 
ее мно·гоугольник решений ОtГ•раничеи. Тогда существует такая угловая то,чка, 
•в iКоторой линейная !функция задачи про.граммирования достигает оптимума.
Линейная функция (2.7) при фиксированных значениях является уравнением 
,пр,ямой линии b1q1 +Ь2q2 = const.

Построим твперь МН()IГоутольник решений ,системы (�.4)-,(2.6) и график ли
нейной фунюции :при П=О и найдем то,чку многоУ1Гольника решений, ,в которой 
ПJJ•ямая b1q1 +Ь2q2 = const является •QПо,рной и ,фуНКПiИЯ П достигает максимума. 
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Построим мноrоу,rольник решений (рис. 2.58). Для этого в системе коорди-
нат q1 О q2 на плоскости rпостроим граничные 1Прямые: 

a1,1q1 +a1,2q2='Y1, (А1)

a2,1q1 +a2,2q2='Y2, (А2)

аз,1q1 +аз,2q2=vз, ,(Аз)-

q1=·(а1, �1), (А•)

q'lJ= ( а2, �2), (АБ).

Рис. 2.58. Многоугольник решений 

Полуплоскости, определяемые неравенствами, ,показаны стрелками. Много
уrольнико-м решений данной задачи является шестиугольник OBCDEF.

Для построения •прямой b1q1+Ь2q2= 0 ·строится радиус-вектор N= (Ь1, Ь2) 
и через точку О проводится прямая, перпендикулярная ему. Прямая перемеща
ется параллельно самой се:бе в направлении вектора N. Из рис. 2.58 следует, 
что в точке D функция П принимает мак·симальное значение. Точка D лежит 
на пересечении �прямых Аз и А2. Тоа-да для оrпределения координат точки D не-
обходимо решить систему уравнений 

a21q1 +a22q2=v2; 

аз1q1 +аз2q2=vз } (2.9) 

и 01Пределить переменные q1 и q2. !Подставляя зна,чен.ия q1 и q2 в линейную 
функцию П = b1q1 +Ь2q2, ,получаем Пmах, Следовательно, для -получения макси
мальной прибыли Пmах необходимо за,планировать выпуск найденных значений 
ql МПП И q2 ДПП. 

Зам,ети1м, что любая задача линейного прог,рам,мИJРо,вания сво
дится к ,ста:нда•ртной ,фо,р,ме, называемой ооновной задачей лин·ей
ного програм,мИJРован,ия. Она ,фор-мулИJРуется так. 

Оrnр-еделить ,неотрицательные значения перемен·ных q,, q2, • • •  , 

•.. , Qп , .кото�рые удовлетво,ряют у,равн,ения�м
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а1, 1Q1 +а1, 2Q2+ +а1, nQn=y1; 1
а2, 1Q1 +а2, 2Q2+ +а2, nQn=y2;

ат·, 1�1-�а�."2;2� 
.

.
. ·. ���. �;n���.

(2.10) 

и обращают ,в ,максимум линейную фу,нщию этих 

П=Ь1Q1 +b2Q2+ ... +bnQn=?-max.
переменных 

(2.11) 

Оптимальные решения ооновной задачи линейного п,роnра1ммщро
вания достигаются при· такО1м на-боре Q1, q2, ••• , Qn, -когда, по 
:к,р•айней мере, l и.з них обр,ащаются в нуль, а n-l ,неот�ри�цатель-
1ны. 

За,дачи линейного програм,м·ирования, в кото.рых значения пе-
1р•еменных должны быть обязательно целыми числами, 1называют
•ся задача,м,и �целочисленного 1програ1ммщрова,ния. Заметим, что �ре
шать задачи ,целочисленного п�роnра-мми�рова,ния ,в общем ,случае 
т,руднее, ч•ем обычные задачи линейного 1проnра1ммирова,ния. 

Многие ,задачи 1разм,ещения 1при автоматизации -конс11руи,рова
ния сх·ем •аводятся к так ,на.зываемым задачам ,нели,нейного ,цро
граммирования. ,В ,них необходИJмо определ·ить ,неот�рицательные 
значения переменных Q1, q2, • •• , Qn, удовлет,во1ряющих заданным 
оnраничениям щроизвольного вида и об�ращающих ,в ,ма:к;е:иму;м �Н•е
л,и.нейную функцию этих переменных F=F(q1, Q2, . .. , Qn )=>max. 

Задачи, в ,К'От0tрых о:пт,имальное решение ищется ,в у;словиях 
неполной оп,редел,енности, а пар•аме11ры, входящие в ,целевую 
фунюцию, 1и огр,аничения п�редста•вля:ют •собой ·случайные в-еличи
ны, называются задачами ,стохастичеокого проnр,а,ммирова,ния. 

�Многие ,задачи автоматизации констр:уи�рования, такие, как 
Т1ра,ссировка, компоновка, �раэмещение, "Ia-C'IO 1раз·бивают ·на этапы 
ил1и шаги. Метод ,м,ногоэтапной 01пти.миза1ции называется м•етодом 
дина,мического проnраммирО1ва·ния. 

РассмоТJрим задачу 11рае:си1ровки (подробнее ,ом. разд. 3) ,· �ра,с
падающуюся на т этапов. Пусть эффек11ивн0tсть ,каждого этапа, 
хар,актеризуе11ся «выиnрышем» f i- Предположим, что выиnрыш F 
по ·всей задаче ,состоит из ,выигрыша на отдельных этапах 

т 

F=�k
i=I 

За1дачу ТJра,ссщровюи можно пред,ставить как у:щр,авляемый про
цесс выбора па,рамеТJРОВ, •вл,ия�ющих •на ход ,решения, причем на 
каждом этапе ,выби�ра,ется такое решение, от которого .зависит вы
иnрыш на этапе. Этот процеос ,называет,ся этапным управлением. 
,Множество вс•ех эталных упра,влений называется управлением за
дачи в целом. 

Требуется найти такое управление q из множества всех у,щр,ав
лений, ·при кото1ром •выиnрыш F о6ращает�ся в •Ма:к;си,мум: 

т 

F= � fi=?-max. 
i=I 
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Управление q*EQ, щр,и котором достигае11ся этот ма:к;сИ1мум, назы
вае11ся оптимальным. Максимальный ,выиnрыш, который дос11ига
•ется п,ри этом, обоз,начае11ся F*=max{F(q)}. 

В основе �методов дина,мического цроnр·аммирования лежит 
построен,ие оптимального ущр-а,вления ,на ,каждом •этапе. 

Рассмотрим 'Пример �nрокладки трассы между двумя контактами А, В ин
тегральной микросхемы на ,координатной плоскости (рис. 2.'59), ,причем трасса 
может пр-оходить только в горизонтальном или вертикальном направлении. 
Необходимо проложить трассу, для которой сумма весов вошедших в нее ре
бер из графа ,сетки Gr будет минимальной. 

Рис. 2.59. Пример прокладки т.рассы между 
1юнтактами А и В 

Для исполнзования метода динамическо,rо прог,раммцрования разделим про
цесс перехода из А в В на отдельные шаги (один ща,г >--- подключение к трас
се ,одною _ребра �:,рафа ,сетюи Gr) ,и ОIП11ИIМИ1зиру,ем ,уцра·вле1rn,е по ша,r,ам. 
Процедуру оптимизации ВЬJ[!Олним от конца к началу, т. е. от В .к А. Сна,чала 
произведем о,птимизацию последнего N-,го шага . .Рассмотрим, куда должна быть 
доведена трасса на ·(N-1)-м шаге, чтобы на N-м шаге мы могли закончить ее 
построение. Очевидно, что· только- в вершины, из которых можно за один шаг 
попа,сть в В,, т. е. в х1, х2 или хв. �Если мы находимся 'В х1, то при попадании ·в 
В 'сумма ,весов воз,растет на десять единиц, если в Х2, то на пять единиц, а если 
'В х6, то на ·20 единиц. Следовательно, условная осrпимизация сделана и ВЫИIГ· 
рыш для 1вершин х1 и х2 соответственно равен ·10 и 5 усл. ед. Теперь перейдем 
к оптимизации ,предпоследнего (N�l )-•го шага. После (N�)-го ша,га трасса 
могла оказаться в одной из четырех вершин: хз, Х4, х5, х10. !После анализа по
лучим -следующие фрагменты тра,сс: Х10-Х1-В •- сумма весов 20; xs-X1-iВ -
20; х3-х2-В - 10; х4-х2-В - ·15. Как -видно, наибольший выигрыш будет 
в вершине х3• Продолжая аналогично, о,пределяем выи,грыш на всех вершинах 
графа сетки и находим путь, ведущий из контакта А 'В контакт В (на рис. 
2.59 показан •жцрной линией). 

Пр,ИJ выполнении условной оптими.зации ,воз1можен неоднознач
ный _�выбор оптимального у,пра,вл,ения. Это гово�рит о том, что во 
многих задачах математического щроnра,ммирования �решение -в 
общем ,случае не ,единственное. 
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Приведем теперь принцип оптимальности, ,на основе которого 
решаю-гся все задачи динамического проr�рамм,ирования: :при лю
бом состоянии системы пе�ред очередным этапом необходимо вы
бирать ущра,влен,ие на этапе таким образом, чтобы выигрыш 1на 
нем в ,сумме с оптимальным выиr�рышем на всех ,следующих эта
пах был ,максимальным. 

2.5. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ 

,1. Опишите •опособы ·задания множеств. 
2. В чем отличие между понятиями [Iринадлежности множеству и в,ключе-

ния в мно,жество? 
3. С[Iраведливо ли, что {1,2,З}Е{{l,2, 3}, Щ, {2}, {3}, 1,2}?
4. Верно ли, что {l,2, 3}c{{l,2, 3}; 1, 12, 3, ,{'!}}?
'5. Привести пример таких множеств А, В, С, D, что- AcB(\BcC(\C,t:.

,t:.D(\BcD. 
6. Доказать, что (А ".B)UB=A, �(АПВ)ПС=АП(ВПС).
7. Что понимается под термином «высказывание»? 
8. Доказать или опровергнуть методом от противного следующие выраже

ния: ((АПВ),U (АПВ)) ".А= 0, АП (В'\.А) = 0; (А '\,.В)'\. (АПВ) = 0 . 
9. Приведите пример раз,биения трехэлементного множества А= {ЭВМ, 

ЭВА, РЭА}. 
10. Приведите множества А, В, для которых справедливо АХВ=ВХА. 
111. Оп,р•еделить, ,чему равно А'\_ (А'\_ В). 
·12. Доказать или 01Провергнуть следующие выражения: (АПВ) ХС= 

= (АХС)П(ВПС) · (А ".В) ХС = (АХС)П(ВХС). 
13. Доказать, что для •графиков Р .i Q ,ап,раведливо ,(POQ)-1=Q-1OP-1•
14. Какими ·общими свойствами о,бладают �бинарные отношения, заданные 

в некотором коллективе людей Х и выражающие соотношениями (х;, х;Ер): 
х; уважает х;; 
х; ненавидит х;;
х; подчинен х;; 
х; родственник х;?
15. Приведите примеры рефлексивных, симметричных, транзитивных отно

шений эквивалентности и 1Постройте их матрицы. 
16. Докажите, что если отношения А и В есть отношения эквивалентности, 

то отношением эквивалентности •будет и АПВ. 
17. На множестве В= {11, 2, 3, 4} заданы отношения: 

(JJ1 = ({<!l\l), �1,2,), ф,3), <!1,4)}, {1, '2, 3, 4}); 
(!)2 = ({(1,4), (2,4), (3,4)}, {1, 2, 3, 4}); 

(J)з = ({ф,2), <!2,1), (1,3), (3,1), (4,4)}, {1, 2, ,3, 4}); 

(j)4=({(1,4), (1,3), (2,2), (2,4), �2,3)}, {1, '2, 13, 4} ); 
(J)s=<{(l ,3), ( 4,1), (4,2), <!4,3)}, {1, 2, 3, 4} ). 

Определите, какие из них являются соответствием и :функцией? 
118. Определите, какие из ,цриведенных отношений являются отношениями 

эквивалентно,сти и почему: 
взаимозаменямо,сть ИМС в ,схеме •РЭА; 
равенство ,размеров ИМС в ,схеме РЭА; 
равенство весов элементов в схеме РЭА; 
1Принадлежно,сть к одной ,группе 1Плат в множестве плат РЭА; 
кратно·сть размеров ,имс в ,схеме РЭА. 
19. Чем отличается понятие отношения от понятия соответствия? 
20. Приведите примеры функционально.го, инъективного, сюрь�ктивного, 

всюду определенного и биективного соо,тветствий. 
21. Найдите достаточные условия, которым должны удовлетворять ,соответ

ствия Г и Л, ,что1бы ГОЛ ,было всюду о:п.р·еделенным, сюрьективным, инъектив
ным, биективньl'М (взаимно-однозначным). 
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22. Определите Г(А) и Г-1(8), если

Г=(Ф, Х, У); Ф={(l,а), (2,Ь), (3,с), (4,d)}; 
X={l, 2, '3, 4}, У={а, Ь, ·с, d}; A={l, 3}; 81=.{а, с, d}. 

23. Дайте о,сновные определения ,расплывчатого множества.
24. Пу,сть Х=('l,2,З,4), постройте ·пример раоплывчатоrо множества А 

на Х.
25. Определите основные операции над расплывчатыми множествами и

приведите примеры их иопользования. 
26. Определите расплывчатое отношение на множествах А= {ТЭЗ, ИМС}; 

В= {ашата, стойка}. 
27. Определите ра,сплывчатое соответствие и !Постройте ,прим�ры.
28. Пусть Х = {х1, Х2, хз}, У= {У1, У2, Уз, у4}. Задайте расплывчатое отноше-

НИ'е (J) м,а,т,р1ицей, элемента"М,н юо11орой буд,ут с-оопени п,р,ИIН'В�Ц,ЛежнJОIСТИ µ(xi, YJ), 
29. Опишите три основных ти,па универсальных алrо,ритмичеоких моделей.
30. Дайте определение алгоритма как алфавитного оператора. 
3·1. Постройте схему машины Тьюрин['а и о'Пишите 1ПринцИ[I ее работы. 
3"2. В, чем ,состоит один из основных ,результатов Тьюринга? 
,3З. Приведите классификацию решаемых и нерешаемых !Проблем. 
34. Определите алгоритмы 1подклаосов Р, NP, NPC.
35. Составьте операторный алгоритм �Ван Хао, реализующий операцию

объединения двух произ·вольных множеств. 
36. Составьте алгоритм пои,ска минимального элемента из множества М,

заданно,го в виде М = {4, 8, 9, 12, 7, 3} на основе ЛСА. 
37. Составьте алгоритм поиска максимально,го элемента из множества М = 

= {,1, 8, 5, 7, lQ} ,на основе ГСА. 
38. Составьте логическую схему ал,rоритма упорядочивания массива из п

чисел в порядке убывания элементов. 
39. Составьте лотическую схему алгоритма вычисления l!Io формуле

n 

С1,,= � Ai-b1,, (k=I, 2, ... , т). 
i=l 

40. Составьте ст,руктурную схему алгоритма вычисления по формуле 
n 

П Ci, 

i=l 

41. Составьте структурную схему алгоритма вычисления значений функции
Y,,J = X;Z;, Xi = X1, ... , Х5; Z;=Z1, Z2, ... , Z10, 

·412. Составьте ГСА алторитма вычисления IIIO формуле 
n n 

П ПciJ. 
J=l i=l 

43. Составьте словесный алгоритм определения 
5 4 

у= Lj � а;, Ь;.
i=li=l 

44. Определите расплывчатые ал,горитмы и !Приведите ,их кла·ссификацию. 
45. Постр1ойте С11ру�ктурщую 1охему раоолыв<ьа�тог.о аJ.И10!j)JИ1тма «�размещение 

разнога·баритных элементов» на к;ристалле интегральной микросхемы по, крите
рию минимизации площади кристалла. 

46. Постройте смешанный граф, оргрЗJф и неор!'раф G=,(X, U), \ Х\ ='10,
\V\=114. 

47. По·стройте структурные •схемы алгоритмов выделения из ,графа су.гра
фов и по.дграфов с заданным числом ребер. 

48. В ПGЛНОМ r,рафе Kn , n=7, выделите одно из п n -2 покрывающих де
ревьев. 
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49. Для полно-го графа с четырьмя ве,ршинами ,постройте все покрывающие 
неизоморфцые деревья. 

бО. Пост.ройте •произвольный мультиграф G = (X, И), •IXl=n, •IИl=m с n= 
=8, m = 14, •О[Iределите его мультичисло. 

5.1. По,стройте граф G = (Х, И) с n = 7, m = ·13. Задайте его с помощью 
матр!!IЦ смежности и инцидентности. Постройте граф-схему алгор1iт>,1а перехода 
от одной мат,р,�щы к другой. 

-52. Подсчитайте ,число суграфов, включая изоморфные, в графе G = •(X, 
И)- IXI = n. 

-53. Разра,ботайте •структурную схему алгоритма О[Iределения связности гра
фа фрагмента ,схемы ( см. рис. 2.47). 

54. Предложите ·методы построения графов с эйлеровыми и •гамильтоновы
ми циклами на заданных наборах •вершин и ре1бер. 

55. Пост,ройте алгоритм построения двудольных графов ,с заданным числом
вершин. 

56. Постройте произвольный граф G=·(X, И), IXl=n=110, IИl=m=l8, оп
ределите его цикломатическое число. Укажите, ,какие ребра должны быть уда
лены из г,рафа, чтобы он ,стал ациклическим. 

57. Определите хроматическое ,число неполного связного графа G= (Х, И) 
с n = 8, m= 118.

58. Постройте алгоритм раскраски графа схемы 1( см. рис. 2.47).
59. Определите множество полных �,рафов, ,соде,ржащих одновременно

эйлеровы и гамильтоновы циклы. 
60. Постройте ЛСА ·выделения компонент связности на примере фрагмента

схемы (см. рис. 2.47). 
6'1. Пост,ройте ·граф Gr размером ЗХ4 и опре,делите dз,12-
62. Для •графа на рис. 2.411 ,6 определите семейство •внутренне устойчивых

подмножеств. 
63. Для графа, 1На .р,ис. 2.24 опр,еде.л,и1'е оемейство К.ЛИIК. 
64. Для !)!Jафа на рlИ,с. ,2.24 •апределwге семейство 1в,нешне устойчивых под

множеств и ядра графа, если_ они имеются. 
65. Определите число планарности полного графа с 26 вершинами. 
66. Определите толщину, шероховатость и ·число ,скрещиваний полного r,ра

фа с 37 вершинами. 
67. Задайте граф D = (X, И), IXl=7, jVj=,15, постройте его матрицы 

смежности и инцидентности. Одределите для ,каждой вершины р+ (х;) и 
р-(х;). 

68. Пос'!'ройт,е алrю,ритм р,аюк:ра,ски rи1Пер,графа Н = (Х, В), изоб,ражен:ноrо
на рис. 2.46,6. 

69. Задайте фрагмент ·схемы и для него постройте ,г,раф G=,(XUEUC, И),
матрицы А 1, А2, Т, граф G= (XUE, И), •гишерграф Н, двудольный орграф, муль
тиграф, ,граф G =1(Х, И). 

70. Задайте ,rипе,р•г-раф Н = (Х, Е), 1 X.I = 7, 1 Е 1 =.6, постройте его матрицу
инцидентности li(H) и соответствующий ему г-раф Кёнига. 

71. Задайте фрагмент схемы и для него, tпостройте •граф, в котором бы
учитывалась возможность nрохождения трасс под элементами и между кон
тактами. 

72. Опишите •методы поиска в г.лубину и ширину.
73. На основе :поиска .в глу,бину ·и ширину определите в произвольном гра

фе G = ·(X, И) кратчайшую цепь.
74. Нарисуйте схему метода ветвей и границ.
75. В произвольном графе G на основе метода ветвей и границ определите

семейство внут,ренне устойчивых подмножеств. 
76. Пост,ройте алгоритм раскраски графа с использованием поиска в ши

рину. Рассмот,рите его на примере фра.гмента схемы , (см. рис. 2.47). 
77. Постройте алгоритм выделения в графе по,крывающего дерева с ис

пользованием метода ,ветвей и .границ. 
78. В графе G = (Х, И), заданном следующей матрицей смежно·сти: 

108 



11 2 3 4 5 6 7 

1 11 о о о -11 

2 1 о о о 

3 1 о о '1 о 1 

R= 4 о 1 о 1 о 

5 о 1 1 о 11 '1 

6 о о 1 о о 
7 1 1 о о о 

определите эйлеров цикл на основе поис-ка в 1гл:убину и ширину. 
79. Постройте схему метода ветвей и ,границ для О'Пределения существова

ния гамильтонова цикла в графе, заданном в !Предыдущем примере. 
80. Сфо,рмулируйте за.дачу ра-скраски ,графа как задачу линейного про

граммирования. 
8·1. Опишите метод линейно-го про-граммирования. 
82. Приведите :n,риме,ры решения задач линейного программирования гео-

метрическим методом. 
83. Сформулируйте основную задачу линейного про,граммирования.
84. Дайте определения нелинейного и стохастического прщраммирования.
85. Дайте •О[]ределение о[]тимального• управления.
86. Опишите метод динамического :программирования. Постройте [],риме,р.
87. Сфор·мулируйте зада,чу определения кратчайшего пути в графе -как за

дачу линейна,го программирования, задачу динамического про,rраммирования. 
Постройте примеры для ф,р·а,гмента •схемы на •рис. ·2.47. 

3. АЛГОРИТМИЧЕСКОЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ СХЕМ

3.1. КОМПОНОВКА 

На этапе конст,руи1рова,ния �решаются •вО1просы, с-вяза,нные ,с 
компоновкой элементов логической схемы в �модули, модулей в 
яч,ейки, ячеек ,в ,панели и т. д. Эти задачи 1в общем ,случае тесно 
связаны между ,собой, и их �решение ,позволяет знач·ительно -со
кратить времен.ньr-е зат,раты и трудоемкость указаююго этапа ,в 
САПР. Обычно задачи rюм�поновки рассматриваю'Гся ка,к про-цес-с 
принятия решений в определенных или нео,пределенных условиях, 
в результате выlПолнения 1юторого чает-и логичес1юй схемы раопо
лагаются ·в �конструктивных элементах i-го уровня, а эти элементы 
,размещают,ся в конст,руктивных элем-ентах (i+l )-го у1ровня ·и т. д., 
пр,ичем ,раоположение выполняется ,с опт,и1миза1цией по вы6ра,н,но
му критерию. 

Компоновкой электрической схемы ЭА ,на конст,рукт,ивно за
конченные части называет,ся 1щроцесс ,распр-еделения элементов 
низшего конструктивного у�ровня ,в высший ,в -соотв-е'Гствии с ,вы
бранным ,к1рите1рием. Ооновным для компоновки являет,ся юрите-
1рий элект,ромагнитотепловой ,совместимости элементов низшего 
)'iровня. Данный .к,ритерий опр,еделяет обла,сть допустимых разбие
ний схемы, на которой фо1р1мулирую11ся �другие крите�рии. Такими 
,щрит-е�р-иями могут быть: ,Мiинимум типов конс'Груктивно, закончен
ных част,ей, ·ПЛОТНО-СТЬ компоновки, IМИНИМУ,М ,соединений -между 
усТ\ройства.ми, 1п1ростота диагностирования схем и д,р. Очевидно, 
что 1внешние -соединения ,между частями ,схем являются одним из 
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важнейших факто:ров, определяющих надежно,сть ЭА. Поэтому 
1Наиболее ра,спросТ1раненным ,юри'Ге�рием являе11ся ,критерий мини
мума числа внешних ,связ,ей. Выполнен,ие ,это1го кр·итерия обеспе
чивает минюмиза1цию взаимных на,водок, у:щрощени-е кон-с11рукдии, 
повышение ,надежно,сти и т. д. В ,с,вязи с этиlМ 1р,а·осмо11рение ,Мето
дов компоновки элекТ1рич,еоких сх-ем будет пров01диться ·в основ
ном на щриме�ре критерия миниму,ма числа внешних ,связей. 

Исходной для решения задачи ко,мпоновюи ЭА являе11ся элек
трическая ,схема соединений. Для алгоритмиза,ци,и 1и фо1р1мального 
р•ешения ·задачи �производится пер,ехQд от элект:рической схемы 
соединений ЭА к r:рафу, к ,мультилрафу, ,к гиперr�рафу одним :из 
методов, описанных выше. 

Сфор,мулируем теперь задачу компо,новки схемы ЭА как зада
чу ра.збиения ripaфa G = (Х, И) ,на части Gi = (Xi, ·Иi), Xi=X; 
Иi= И, iEI = {1, 2, ... , l}, где l- число ча.стей, ,на кото�рое разби
вается граф. 

Совокупность ,частей В (G) называ,ется :разбиением (1раз·реза
нием) nр•афа G = (Х, 1U) ,если 

'f/GiEB(G )  (Gi=,ЬeJ), iEI; 'v Gi, GJEB(G)[Gi=,ЬGJ=?-XiПXJ= 

=eJ/\(UiПИj=Иi,NИinиj = eJ)], U Gi=G. (3.1) 
€Е/ 

Друnим,и ,словами, ,совокупность В ( G) = { G 1 , G2, ... , G i, . . .  , Gz} 
являет,ся ,разбиением nрафа G, -если любая ча,сть 1и.з этой ,со,вокуп
ности не пу,стая, если для любых д1вух частей из В ( G) пе�ресече
.ние 1м,ножества ,вершин пусто, а :пересечение множества ,ребер, ,мо
жет ,быть не пустым, а также если объединение всех частей в точ
.н,ости �равно графу G. 

В -вЬ11ражении (3.1) Ui.J определяет подмножество p·e6eip Ui ,j= 
=И, попадающих ,в ·разрез (,сечен,ие) ,между ча,стям,и Gi и G; ripa
фa G. Наmр.им,ер·, пусть задан гр,аф G, -содержащий 18 вершин ,и -17 
�р•ебер. Одно из возможных :ра·збиений лрафа· G на три части по,ка
за.но :на рис. 3..1. 

ОбозначИ1м I Ui,JI =ki.J и на.зовем его числом реберного соеди
нения частей Gi 1и GJ графа G. Число ребе�рного соед,инения ,всех 
ча,стей ripaфa 

l l 

К= 1/2 � � ki, J, i=,Ь j. (3.2) 
€=1 J=l 

В ,рассмотренном ,пр-им-ере число •реберного с;оед,инения в,сех 
11р,ех ,ча,стей лрафа К= 12. 

Задачей :разбиения r:рафа G = (Х, И) являет,ся нахождение та
,кой ,совокупности ча·стей, при кото1рой число, ·ребер-ного соедине
ния ,nра.фа G удовлетво�ряло за,да,нно,му критерию оптимально,сти. 

Пусть ripaф G �разбит ,на ча,сти G 1 , G2, ... , Gz. В соответствии с 
этим разбиением множество �ребер И графа G ,можно пр,ед,ста1вить 
в ,виде 

l 

И= И1UИ2U ... UИz = U Иi. 
i=l 

(3.3) 
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Тогда каждое подмножество Ui за1пишем следующим образом: 

И1 = И1, 1UИ1, 2U ... UИ1, i ... UИ1, z; 

И2 = И2, 1UИ2, 2U ... UИ2, i ... UИ2,1; 

(3.4) 

Иz = Иz, 1UИz, 2U ... UИ1, i ... UИz, z, 

где Ui - подмножество всех �ребер, инцидентных верши,на1м Xi 

часТ�и Gi; Ui,i - под�множество �р•ебер, соединяющих :под,множ•есТ�во 
,вершин Xi внутри Gi между ообой; Ui, j ( Uj ,i) - подмножество ре
бер, соединяющих ча,сти Gi и Gj ,между ,собой. 

Рис. 3.1. Раз•биение ,графа G (а) на три части: G 1 , G2, G3 (6) 

Назовем отношение •сумма1рного числа ·внут,ренних 1р•ебе�р (,ре
бер под,множ•ест,в Ui,i) к сумма,рному ·числу ,соединяющих �ребер 
(ребер подмножеств Иц) коэффициентом разбиения .Л(G) гра
фа G: 

(3.5) 

Коэффициент разбиения Л(G) •служит для оценюи �разбиения ,гра
фа G на части, его 1мож,но также использовать для аравнения �раз
биения графов. Так, для графа •на рис. 3.1 Л(G) =,5/12::::::0,4. 

Под оптималь·ным 1р•аз1биением графа G = (Х, И) ,будем по.юи
мать такое �разбиение В( G), пр,и ,кото,ро-м ,выпол,няет,ся у,слов·ие 
К. =min, т. •е. юритер,ием О1птимальности я,вляется ,минимальное 
число �ребер, ,соединяющих ча,сти r:рафа между собой. 

Задача ·разбиения графа G на части отно,сиТ�ся к задачам КОIМ
бинато�рно-лоnического типа, получение оптимального- решения 
кото1рых ,связано с .полным перебо1ро,м 1р-азлич,ных ,вариантов �раз
биения. 

Раэбиение может быть выполнено дву;мя путями: упо1рядочен
ным 1И1 неупорядоченным. Лр,и упо�ря1доченном разбиени1и nр,афа 
G= (Х, И) для полученных частей устанавливается определенный 
порядок. Число упО1рядоченных разбиений Ву графа G= (Х, И), 
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1 XI =n на l частей G1 = (Х1, И1), G2= 1 (X2, И2), ... , Gz= (Xz, Иz) с 
чи,слом вершин в каждой части ,соответственно IX1I = n1 , IX2I = 

= n2, ... , IXzl = nz ,и 
[ 

n1 +п2+ ... +nz= LJ ni= n 
i=I 

определит,ся по фор,муле 
[ 

By
= n!/ П (li!). (3.-6) 

i=I 

Например, число упорядоченных ,раз6иений графа на рис. 3.1 
на тр'и части по 3,3 и 2 вершины в каждом равно 

в -

В! 
560 

у- 3! 31 21 
= . 

Число неупорядоче,нных раз,биений ,nрафа G = (Х, И), 1 Х 1 = п 
на l ча,стей G1, G2, ... , Gz(n1+n2+ ... +nz= n) 

п 

Вн= Ву/ П Pj!, (3.7) 
j=l 

где Р j определяет ч1исло ча.стей, ,имеющих 1по j элементов. Вели
п 

чина 1/ П (Pj!) �введена ·В вьдражение (3.7) для учета эквивалент-
j=I 

ных �разбиений, ,связанных ,с упорядочением ча·стей nрафа. На
пример, комбинации подмнож,ест,в вершин Х1, Х2 1и Х2, Х1 при ,раз
биении графа G = (Х, И) на G1 = (Х1, И1) и G2= (Х2, И2) я-вляют
,с эквивалентными ,неупорядоченными разбиения-ми, и считать их 
�различ·нымr:t при ,раз,биении моделей схем ,нецелесообiр,азно. На
Пiр,и,мер, для I1рафа на рис. 3.1,а число неупорядоченных разби,е
ний ,составит 

[ 

Вн= Ву/ П (Pj!) =560/2!1!=280. 
i=l 

При раз,биении nрафа -схемы на конструктивно законченные 
частш: необхо1ди,мость учета экв,ивалентных разбиений очевидна, 
так как ушорядочение ,в разбиении ,не приводит к изменению чис
ла внешних ребер. rПо,это1му в дальнейшем будут ра,сома11ривать
,ся только неупо1рядоченные разбиения. 

Поскольку число возможных ;разбиений, .как видно из (3.6), 
(3.7), достаточно велико, ·возникает задача отыокания та�юго раз
биения, п1ри котором либо Л ( G) Пiринимает ,наибольшее значение, 
либо К - �наименьшее. 

Для получения оптимального результата ,при ,разбиении I]ра
фа G на части можно предложить тривиальный метод, заключаю
щийся ,в шолучении всех возможных разбиен,ий и �выборе из него 
наилучшего. Такой путь для кон·с11руктора неприемл,ем, так как он 
чрезвычайно затруднителен даже для соВJременных ·быстродейст-
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ву�ющих ЭВ/М. На,ибольшее ПJРи,менен�ие нашли •эв,ристические ал
горитмы �разбиения. Они позволяют .за ,конечное число шагов п'Ь
лучать локальный ,м,ин:иму�м, котQ\рый в общем случае tдостаточ-ен 
для практических целей. 

Введем :некоторые .кла,ссы разбиений. Поэлементным назовем 
та.кое раз,биение ripaфa G = (Х, ,И), при котором �в каждую ча,сть 
Gi= (Xi , Ui} ,попада,ет по од,ной вершине. �В этом ,случае число, �ре
берного ,соединения всех частей :равно общему ч,ислу �ребер· гр•а
фа, т. е. К=т.

Разбиение назовем целым, если В ( Gi} = { G}. Число ребе�рного• 
соединения -всех частей 1пр,и целом разбиении ,ра�вно нулю. 
Для 111Рафа G, изображенного на рис. ,З.1,а, поэл,ементное и ,целое 
,разбиения показаны �на р,и,с. 3.2. Очевидно, ,поэлементное 1и целое 
,ра.з6иения 'I'р•ивиальны, ·но играют важную �роль ,Пiр·и разр,аботке 
э1В1ристич,ео:к;их алгоритмов. В ча,стности, ,на практике, если� это 
·воз1можно, нужно СТ1р•ем,ить,ся к цел-ому �разбиению ,схемы. Друnи
ми •слова.ми ,размещать •BCIIO ,схему •В одном ко1рпу;се ИМС.

а} 

Рис. 3.2. !Поэлементное 1(а) и целое (6) раЭlбиения •графа на рис. З.11,а 

Существует большое число алгоритмов �разбиения flpaфa, кото
рые можно условно 1под:разделить следующим 06р,азо1м: :последо
вательные; ,итерационные, основанные на идеях ,математического 
проnраммирования; ,е,меша,нные. 

Суть последовательных алгори11мов разбиения nрафа заключа
ется в выбо:ре по ощределенному правилу ве�рши,ны •или r,руппы 
.ве�ршин, к ,которым затем ,щрисоединяю11ся д:руnие ·вершины гр,афа 
с целью образо,вания первой части. Далее процес,с [IОвторяется 
для �второй ча,ст,и и т. д. 

Пр·и ,использовании ,ит-ерационных алгор,итмов ,сна.чала nраф 
�разбивает,ся ,на о,ПJРеделенное число частей произ;вольным об�ра
зом. Затем по ,некоторым пр,авилам производи11ся перестановка 
ве�ршин •ИЗ одной части ,в другую ,с целЬ1Ю минимизации числа 
,внешних �ребер. 
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В алго-ритмах разбиения, 01пирающи�ся на идеи математиче
ского проJ1ра1ммирования, в основном используются методы ветвей 
и nраниц и 1р•ешение .задачи о на.значении. 

Алгоритмы разбиения, использующие методы ветвей и границ, 
со,стоят из •следующих этапов. Сначала ощр,еделяется нижняя 
оценка ,разбиения графа на заданное •число частей. Затем произ
ВО!дит,ся пост.роение дерева �решений и осущест,вляется поиск оп
тимального р-езультата. Задачу �разбиения Гlрафа ,схемы на ча,сти 
мож,но овест,и ,к ·задаче о ,назначении так. Ищется ,назначение 
кандидатов (вершин графа) на 1все части, дающее ,минимальные 
сумма·рные за11раты, причем каждая вершина nрафа может быть 
назнач-ена только в одну ча,сть и ·в каждой ча,сти должны соде�р
жаться �различные ве�рши,ны г�р,афа. 

К: ,кла,с•су смешанных алгоритмов �можно от,нест,и алгоритмы 
разбиения, не вошедшие •В �рас.омотренные. 

Важной задачей в общей про,блеме конструирования является 
покрытие, т. е. преобразование функциональных схе.м ,в ,принци
пиальные. !Под поюрытием схемы понимает,ся •представление функ
циональной схемы конс11руктивным,и элементами, на ,которых она 
будет �реализована, и с,вязя-ми ·ме2Юду НИIМИ. 

К:ак 1щравило, фо�рма и �результат конструктивной реализации 
сх,емы 1в значит-ельной •степени предощределяет ·надежность рабо
ты уст�ройст,ва. Решение задачи пок,рытия дает возможность n:р·ед
ставить функциональную схему проектируемого у,стройства ,в ви
де ,прин�ципиальной схемы соединения элект,ричесКiих элем•ентов. 
Однако элементы могут быть ,различными (резистоъ,ы, конденса
то1ры, транзисторы, интеnральные схемы и т. д.). :Поэтому щри 1р-е
шени,и эадачи покрытия �можно �ра,осматривать •вопросы выбо,ра 
кла,с.са элементов и минимизации числа их типов. Конечной �целью 
пок�рытия является •выбор оптимальной элемент-но-технической ба
зы проекти,р,уемого у,стройства. 

Обычно функциональная ,схема представляется J1Рафом D=
= (Х, И), множество ,вершин Х кото1рого инте�р,щретирует логиче
ские элементы, а. ,м,нож,ество ребе�р И - связ.и. Пусть функцио
нальные схемы ЭА необходимо пощрыть заданным ко1м,плеюсом 
интегральных миюросхем. Тогда ,каждую компоненту интеграль
ной ,мищро-схемы можно ·представить 1в виде подграфа D'i• ,В �ре
зультате получ,им ·некото,рое множес11во подnрафов, ,соответствую
щих ·интеграль�ным микъ,осхема1м заданного комплеКiса. 

Задача покрытия ·сфо,рмул,и�рует,ся теперь как пок:�рытие графа 
D подграфа,ми из �множества ,М = {D'1, D'2, ... }. Можно пр·едло
жить следующий ,путь 1р•ешения этой задачи. К:аждой вершине 
nрафа D присва,ивается ,вес Shq, где h оп�ределяет номер вершины 
nрафа и q - тип элем-ента логической ,схемы, соответс11вующего 
выб,ранной в-ершине J1рафа. К:аждому ребру nрафа ,ставится в со-
ответствие значение-функции веса 

q. __ { 1
, если ребро иi, j инцидентно однотипным вершинам;

i 3-, О в противном случае. 
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ВНУТ\РИ интеГ)ральных ,ми,юросхем о-быч,но объединяются одно
типные компоненты. Поэтому из ,нескольких �вариантов �покрытия 
с�емы выбир,ает,ся тот, для кото.рого, 

п п 

q= 1/2 !, !, qi, 3 
i=l J=l 

м,инимальна или близка к ,миниму�му. 
С целью улучшеН1ия �р,езультата покрытия, полученного ,на пре

дыдущем .этапе, ,можно п�роизво,дить па,рные перестановки элемен
тов. Для этою ,необходимо ,менять ,м,естами однотипные ,эл·ементы 
�раз•ных интеnр·альных ,м,икрос�ем так, чтобы это �приво�ило к уве
личению их •вну'l)ренних связей. После перебо,ра, .переста,но�вок по
лучается окончательный ва�риант ,пок�рыт,ия, который представля
•ется ,в форrме, пригодной дщ1 �использования на �цальнейших эта
пах конструкто,р,ского п�роекти1рования. 

Во 1мноnих ,случаях ,совр,емен,ная те�нология ,выдвигает 11ребо
вания, свя"Зан,ные ,с унификацией и ,стандартизацией ,методики по-

- крытия. Для интеnр,альных м,ищросхем ,важнейшим ·становится
этап представления фунюциональных, а чаще :П�рин,ципиальных
сх,ем электронной аппа,ратуры ,в виде ,на,бора типовых ячеек. Это
позволяет ,сощр,атить ·В1Р•емя ,проектирования.

Как ,пра·вило, типовой элемент ·СТ\ремятся ,спроектировать •В ,ви
де од1ной ,специальной 1интеГJРальной rми�росхемы. Однако ·слож
ность ,и объем принципиальной ,схемы, а также недостаточно �раз
витая база ,приводят к необходимости изготовл,ения типо,вого эл•е
мента в виде неокольких микросхем, распол,ож;ен,ных на одной
подложке . В связи с тем, что число таких микросхем невелико,
задача ра"Збиения может быть решена .метода,Ми линейного про
г,ра,м,мирования.

В тех случаях, когда rгр,аф •схемы •соде1Р21шт ,небольшое число
ве�р,шин n< 100 ,и ограничение во 'Времени 1Решения не являе-гся
юритiИческим, можно rстаrвить задачу получения точного ,результа
та ПJРИ �разбиении. Для эrой ,цели эффективно ,и,спользуют,ся мето
ды ,математического проnра,ммИrрования. Указанное ,разбиение ,наи
более целесоо,б,разно осуществлять .на, выошем иер,архическом уров�
не для ра,gби,ения ,схем ИМС4, ИМС5.

Пусть дан I1раф ,мищросхемы G = (Х, И), где XiEX -элем·ент
множества вершин, iE/= {l, 2, ... ,п}; n= IXI, UрЕU-элемент
множест,ва �р•ебер, рЕР= {1, 2, .. .  , т}, m= 1 ИI. Г1Р•аф G обычно
задается мат,рицей •смежности R= llri,ill или ,списко,м ,р,ебе�р.

Необходимо �ра"Збить •ею на l частей: 

G1 = (Х1, И1, 1); G2= (Х2, И2, 2); ... ; G1� (Х1, И1, 1); 

X1UX2U ... UX1= X; И1UИ2U ... UИ1= И; Иi
= Ui, iUUi, т, 

где Ui,i -,множество ,р,ебер, п,р,и,надлежащих Gi; Ui,m - множест
во ребер, ,соединяющих Gi ,с остальными частями графа G, i, m= 
= 1, 2, ... , l. Г,раф G •надо �разбrить на ча,сти так, чтобы мощность 
,множества 
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была -минимальна. 

l 

1 u ui,n,I =К, i=l=m, 
m=l 
1:=1 

(3.8) 

Разобъем множество :ребе1р И лрафа G на подмножест,ва Ui, 
причем в подмножество Ui вкл,юч,им 1р-ебра, инцидентные :вершине 
Xi, U1UV 2U . .. UUiU ... UUn= и, Ui= {ui

p, иi
s, ... }. Эти подмножества 

могут быть определены по i-й ·строке матрицы смежности R гра
фа G. 

Пост�роим специально-го -вида лраф V, который О1пределяется 
м.ноже,ст,вом -вершин F= {И1, И2, ... , Un} и условием: Ui и UJ 
смежны тогда и только тогда, когда i=I= j и UiПUj=I= е5. Далее бу
дем оперировать r�рафом V.

Задачу �разбиения графа G ,можно ,свести к задач-е о назначе
ниях множества ве�ршин F графа V в l групп при выполнении ,сле
дующих условий: каждая ,вершина может быть назначена только 
в одну группу, в каж1дую лрушпу долж,но быть наз,начено задан
ное число ве�ршин nz. 

Введем -булеву !Переменную 
f 1, если вершина ui назначена в q-ю группу; 

Yi q
= l' 

О в противном случае.
Согласно описа.нным условиям должны выполняться ,следую

щие ограничения: 
1 п 

� Yi, q
= 1; � Yi, q

= nq; Yi,qE{0,1}, (3.9) 
q=l i=l 

i= 1, 2, ... , п; q= 1, 2, ... , l. 
Так как каждое реб�ро nрафа может быть ,инщидентно только двум 
ве1ршина,м Xi, Xj, то о·но входит ,в :соста·в двух ,и толь•ко двух ,под
множеств Ui, Uj, i=I= j. Если ,fюдмножест-ва Ui ,и Uj, -которые явля
ют,ся ·вершина,ми гра,фа V, ,будут назначены в одну группу, то реб
ро Ир будет внутренним. Бели �подмножества Ui и Uj поместить 
в 1разные группы, то 1реб1ро Ир будет ,соединительным, ,связываю
щим эти nруппы. Заметим, чтобы р·еб1ро Ир было внут1ренним, ,не
обходимо, что•бы в ,соста�ве подмножеств, пом-ещенных •в Од!НУ nруш
пу, оно веnречалось 2 �раза, а для того, чтобы о·но было соедини
тельным, - 1 ·раз. 

Если п1росу,ммировать элементы пощмно-жеств Ui, помещенных 
в одну группу, по модулю 2, то получим число kq соединитель
ных ребер ,рассматриваемой Г!руппы, кото1рое запишет.ся так: 

п 

kq= � (�ui
p
)y;, q'(mod2), 

i=l р 

ui
p EVi. (3.10) 

Бели Xi и Xj - смежные ве1ршины, то ui
p =Ujp =up . Так как не

обходимо минимизи.ровать общее число К, то целевая функция 
примет ,вид: минимизи1ровать 

116 



п п 

К=1: (1;ui
p)Yi,1(mod 2)+ +1: (1;ui

p)Yi, q(mod 2) (3.11) 
i=I р i=I р 

щр,и выполнении огр,а,ничений (3.9). Бели о-бщие эл,ем,енты, •входя
щие -в подмнож-ества Ui, ,вынест.и за •скобки, то выражение (3.11) 
примет ·вид: ,минимизировать 

т т 

K = 1; up(Yi,1+Yj,1)(mod 2)+ . .. + 1: 1lp(Yi, q+yj, q)(mod2).
p=I P=I 

Так как Yi,q - булева, ,пер-емен,ная, то .можно утвер,ждать, что 
(Yi,q+Yj,q} 1(mod 2) = 1 Yi,q-yj,q 1. В этом ,случа-е целевая функция 
запишется следующим образом: минимиз,и�ровать 

т т 

к = 1: Up,I Yi, 1-Yj, 1 I + ... + 1: Up'I Yi, q-Yj, q,. 
p=I p=l 

(3.12) 

Для •однозначного ,решения у�р,авнения (3.12) •в,ведем дополнитель
ные переменные Zp,q, 1I1риня1в 

1 Yi, q-yj, q 1 �zp, q; zp, q-(Yi. q-yj, q) ;;;:,,о и zp, q + (Yi, q-yj, q) ;;;:,,о.

(3.13) 
Тогда за.дача минимизации ч,исла соединительных 1р•ебер· графа. 
щри его :разбиении окажет-ся э�вивален'I\ной: ·следующей задаче це
лочисленного щрогра,м,мир,ования: ,м,ин,имизи1ровать 

т 

К = 1; UpZp, 1 +
P=I 

П1р.и опра,ничениях (·3.9) и (3.'13). 

т 

+ 1; UpZp, l
P=l

Бели ,ра,с,положение .некото.рых вершин ,в о.щределенных груп
пах задается за�р,анее, т. е. Yi,q = •1, то число олраничений умень
шается ,и решение задачи упрощает,ся. Соврем-ен,ные ЭВIМ могут 
р-ешать задач·и ,математического программщрования, ,со�де�ржащие 
несколько сотен огр,аничений, а в некоторых ,случаях - ,и 11000. 

Пример. Пусть задан граф (рис. 3.3,а), который необходимо разбить на 
три части с п1=3, п2= 1З, ns = 12 числом вершин в каждом. ,Тогда целевая фуН,К
ция запишется следующим образом: К= и1 IУ2,1-Ув.гl +И2IY2,1-Y4,1 I +иslУв,1-

-Уы l +и4IУ1,1-Уз,1I +иslY5,1-y3,1I +ивlУ1,1 - Ys,11 +и1IУв.1-У1,1I +ивlУв,1-У4,1I +

+иslУв,1-Уыl+и1IУ2,2-Ув,2I + и2IУ2.2 - Уыl + изlув,2-У1,2I + и�IУ1,2- Уз,2I+

+иslYs,2-Ys,2l+ив lY1,2 - y5,2l+щlyв,2-Y1,2I + иslУв.2 - Уыl + и0IУв,2-У1,2I+

+и1IУ2,з- Ув,зl+ и:ilY2,3 - y4,3I + из1Ув,з-У4.31 + U4ly7,3-Ys,s•I + иslYs,s-Ys,sl+

+ивlУ1,з-Уs,зl +и1IYв,s-Y1,sl +ив1Ув,з-У4,зl +иslYв,з-Y1,sl;

У1,1+У1,2+У1,з= l; Y2,1+Y2,2+Y2,s = 1l; Уз,1+Уз,2+Уз,з = l; Уы+Уы+у4,3 = 'l;

Ys,1 + Ys,2+ Уs,з = 1; ,Ув,1 + Ув.2+ Ув,з = 1l; У1,1 + У1,2+ У1,з = 1; Ув,1 + Ув,2+ Ya,s = ·l; 

У1,1 +У2,1 + Уз,1 + У4,1 + Ys,1 + Ув,1 + У1,1 + Ув,1 = 3; У1,2+ У2,2+Уз,2+ Уы+ 

+уs,2+ув,2+у1,2+Ув,2,= З.

Полагаем Up = 1. �Решая данную задачу, наХО\ЦИМ значения [!еременных, ми
нимизирующих целевую фун!Кцию Ув,1 = 11; У2,1 = 11; У4,1 = 1; У1,2 = 1; Уз,2 = ·1; 
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Ys,2 = 1; У1,з = 1l; Ув,з= l. Остальные значения y;,q - нулевые. В соответствии со 
значениями ,переменных y;,q ра,3,биваем граф. Вершины х2 , х4, х8 ,помещают,ся в
первую ['ру�Пlпу; Хз, Xs, Х1 - во вторую; х 1, х6 - в третью. �На рис. '3.3,6 пред
ставлен граф разбиения. 

Отметим, ,что приведенная модель ,решения задачи ,р·аз.биения графа при
годна и для ,разбиения мультиграфа. Для 'этого в уравнения 3.1·2 вместо u p 

нужно подставить соответствующие ,значения кратности ребер. 

а) 

Рис. 3.3, Граф до (а) и после (6) раз1биения на три части 

Выше был ,сфо1р•мул,ирован юритерий �разбиения nрафа на части 
о ,м,инимизацией числа ,соединяющих ,ребер. Если так фо,р,м,щро
вать части Gi= (Xi, Ui) ,графа G, чтобы каждая содер,жала воз
можно большее число р,ебер в множ,естве Ui ,i, то нетру:дно видеть, 
что �при этом ,будем получать локальный �минимум К. 

Фо1рмирован:ие частей графа схемы 1В ,соответст,вии ,с записан
ным положением ,составляет ,суть последовательных алго,ритмов 
разбиения. О,п иш ем ·н ,е,с к о л ь,к о а л г о1р ,ит,м о в п о с л едо
в а т е л ь 1н о г о т и п а,. 

Пусть задан граф схемы G= (Х, И), который необходимо ,раз
бить на l частей G1, G2, • • .  , G1 с числом ве�ршин в каждой соот
в,е11ственно п1, n2, ... , n1(п,+п2+ ... +nz= n).

Работа начинае11ся ,с фо1р,ми,рован,ия первой части G,. В графе 
G оп�ределяет,ся в,ершина XiEX с ,наим·еньшей локальной ,степенью 
fJ(Xi) = min. Если таких ве�ршин несколько, то ,п�редпочтение отда
ет,ся той �вершине, которая имеет большее число кратных р,ебер. 
С этой вершины начинается 1посТ1ро,ение. С этой 1Цель1Ю в G1 пер
•во,начально включаются xi и ,все вершины, ,смежные ей. Обозна
чим это множес11во Гхi. Бели полученное число ,вершин ра1вно п,, 
то 0 1 об1разо,вана. Бсл:и это число больше п1, то у,даляем «лиш
ние» вершины, ,свнзанные ,с остающимися ,вершина,ми G меньшим 
чи,слом ,ребер. В ,случае, когда мощность ,множества Гхi ,меньше 
п1, то ,из Гхi выбирается вершина, удо,влетво1ряющая у,словию 

,a(xj) =p(Xj,)-aj
= шах a(xj), 

хjЕГ xi 

118 



где aj - число �ребер, ,соединяющих в-ершину Xj ,со всем,п невы
бра,н.ными вершинам,и. Строим �множество вершин Гхj, ,см,ежных 
x.i, и ПJРОщесс ,выбор,ки вер,шин G1 повторя-еТ;ся. Об:разованный под-
граф G1 исключаем из исхо�ноrо·. Получаем rр·аф G*=,(X*, И*),
гд1е Х .. =Х"-Х1, И*=И"-И1. Далее в графе G* выбирается верши
на ,с наименьшей локальной степенью. Производится ее помещение 
в G2, и ,процесс повторяется до тех пор, по1ка граф G не будет раз
�р•езан на l частей. 

Нетрудно видеть, что описанный алгорит,м, .прост, поз,воляет 
быстро получать результаты ра'З·биения, однако в ·общем случае 
может 'ПJРИвести к нео1птимальным ,результата,м. Наибольшая эф
фективность данного метода последователнного разбиения irpaфa 
,имеет ,м,есто, когда чи-сло вершин Г1Ра,фа G :значительно больше 
числа Веjршин в любой части ,разбиения п:;:рп1, n2, ... , п1. 

Рассмотрим 'Пример раrботы алrоритма. ,�усть -граф G (рис. 3.4) задан мат-
рицей смежности 

Х1 Х2 Хз Х4 Х5 Xs Х7 

Х1 о 2 3 о о о О' р(х1) =5, 

Х2 2 о ,1 о о о р(х2)=4, 

Х3 3 1 о о о о р(хз) =5, 
R= 

Х4 о 1 о о 1 4 о р(Х4) =6, 
Х5 о о о ,} о 1 5 p(xs) =7, 
Хв 

о о 1 4 1 о 1 p(xs)=7, 
Х7 о о о о 5 1 о р(х1) =6. 

Необходимо разрезать граф G на т,ри ча,сти: G1, G2, Gз, содержащих соответ
ственно З, ,2 и 2 вершины. Определим локальную степень вершин, []утем ,сум
мцрования элементов ,строк матрицы R. Выбираем вершину х2 , обладающую 
наименьшей локальной степенью, и строим множество Гх2 = {х2, х 1, хз, х4}. Так 
как мощность множества /Гх2/ >n1, то, неО1бходимо удалить лишнюю вершину. 
Для это,rо произведем условное у,даление каждой вершины из Гх2 и подсчи
таем число ребер, связывающих эту вершину ,с оставшимися 1вершина-ми Гх2• 

П,р,и удалении вершины х1 число ребер, -соединяющих ее с Гх2 '-х1, равно 
z"1=5, анало1rично для Хз z"3=4, для Х4 z"4 =11. Следо·вательно, из множества
Гх2 удаляется вершина Х4. Получаем G1 =1(Х1, И1), Х1·= {х1, Х2, хз}. 

Рис. 3.4. Пример графа G для 
последовательного разбиения 
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Из графа G удаляем G1, []Олу,чаем граф G*, изображенный на рис. 3.5, 
матрица ,смежно,сти R* которого примет вид 

Х4 Х5 Хв Х7 
о 4 о р(Х4) =5, 

R*= 1 о 5 p(xs) =7, 
4 1 о 1 р (хв) =б, 
о 5 1 о р(х1)=6. 

Определяем локальные степени ве_ршин. Выбираем вершину Х5 и о,бразуем Гхs= 
= {х4, х5, х6, х7}. Получаем, что, 1 Гх5 \ >n2, поэтому произ'во,дим условное уда
ление вершин из Гх5 и определяем zx4 =6, zx6=6, Zx7 =6. Удалим 'вершину Х4.
Но · и для оставшегося подмножества Гх5 '\_Х4 мощно·сть ,больше n2. Поэтому 
снова производим условно-е у,даление ,вершин из {xs, хв, х1} и оп.р,еделяем 
Zx i =12, Zx ;=6. Следовательно, G2 'СО•стоит из вершин Xs и Х7, а Gз соответст
венно ,будет содержать 'Вершины Х4 и Хв. 

Искомое -раз·биение iГрафа G 1По.казано на рис. 3.6. Число ,реберного соединения графа /( ='5, а ко,эффициент •раз,биения Л ( G) = 3. 
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Рис. 3.6. Раз,биение графа на 
рис. 3.4 

Рис. 3.7. Раз1биение графа на 
,рис. 3.4 с минимизацией С

Можно предлож,ить и другой ыритерий для задачи ,разбиения 
графа 1на ча,сти. Это миниму�м числа .внешних контактов С, через
которые nроиз·водится ,соединение ча,етей между собой. 

Сходство .и ·отличие К и С покажем .на ,примере. На ,рис. 3.6 и 
3.7 ,цри,ведены два одина,:�ювых 1ва�риа.нта �разбиения nрафа G (,см. 
рис. 3.4) на тр,и части по критер,ию К и различные ,по крите<рию
С. При разбиении графа рис. 3.6 С= 10, а для варианта разбие
ния �рис. 3.7 С=6. Видно, что ,минимизация К ·ведет к у�меньше
нию С. 

За,метим, что объединение ребер воз,мож,но лишь в том ,случае, 
если они принадлежат к одной и той же цепи. 

Ча.сто п�ри �разбиении ставится Тtребо.вание получения равных 
по числу вершин ча1стей nрафа. :Кро,ме того, как правило·, неко
тоJРые вершины графа жестко закрепляют,ся ,3а определенными 
ча,стям.и. Такие ,вершины называю11ся запрещенным.и. 

Опишем последовател:ыный алго:ритм �разбиения графа, приво
дящий ,К .получен,ию локального минимума числа �реберного ,соеди
нения за ,конечное число шагов щри ,наличии оnр,аничений. 
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Пусть заданы 1гр,аф схемы G = (Х, И) ,и ,подмно,ж,ество заIIJРе
щенных элементов QsX, 1 Q 1 =q. Т�ребуе11ся найти такое �разбие
ние B(G) графа G ,на l о:ди,наковых ча,стей G1 , 02, • • •  , 01, чтобы 
суммщрное число соединяющих ·р,ебер .было минимальным. 

Основная идея метода закл1Ючается !В ,следующем. Перед ,нача
л,ом работы в каЖJдой ·ча,сти нет ни одной 1Веjршины 11рафа. Сна
чала 1р-асп1р·еделяются защр,ещенные ве�ршины. Ф01рмиро,вание ffiep
вoй част.и начинается 1с ,в,е�ршины Хв EQ, которую ап,риор,но, счита
ем ,входящей ,в 1мно,жество •вершин Х1 ,из. 0 1 = (Х1 , ,И 1). Составле
ние ча.стей разбиения ,будем вести по уровня,м. Ве�ршина х в 1в G1 
образует первый у�р,овень. На п-ер1вом уровне ,множество Х1 =

= {х в}. Для О!Пределения вершины следующего у�ро,вня, т. е. rвто
nюй �вершины, ,котQlр,ую �необходимо ,поместить в G 1 , ,строит,ся мно
жество вершин, ,см,еЖJных Хв, еЕЕ = { 1, 2, ... , q}. Обозначим это 
множ,ест,во Гх8 • В.ведем :понят,ие относительно веса для любой вер
шины 11рафа, 

(3.14) 

п, 

где � ai,11. - число ребер, соединяющих вершину х11. с вершинами 
k=l 

подмножества Х1, IX11 =n1. 
Из опр,еделен,ия ,кр�ите�рия компо.но.вки следует, •что для �полу

чения 11ребуемого �ра.збиения из 1м·ножества Гх8 ,необходимо вы
брать ,вершину •с :минимальной величиной б (xi), т. ,е. такую �вер
шину, 1для кото1рой ·б (xi) = min б (xi), где iE/ = {1, -2, ... , ,t}, t= 

x,erx8 

= IГхв]. ,Верши.на Xi является ве�ршиной 1вто,роrо• уро1вня. На вто
�ром уровне Х1 = {хв, xi}. 

Дал,ее ра,ссма'I)ри,вается множество Гхв UГxi, и для ,каждой ,вер
шины х11.Е (Гх8 UГxi) ОIIJРеделяет,ся относительный вес по· фор.муле 
(3.14). Выбирая ве�рши.ну Х11. ,с минимальным •весом, получаем Х 1= 
= {х 8 , Xi, х11.}. У,каза,нный ,про,цесс продолжается до тех пор·, пока 
множество Х1 ,не ,будет •содер,жать n1 элемента.в. Полученная ча,сть 
G 1 удаляется из ripaфa G. Фор,ми,рование последующих частей ве
дется аналогично. 

Бсл1и щри фо1р1миро.ва.нии •час11и Gi 11рафа G несколько про,омат
�р.иваемых вершин и�м,еет наименьший отно-сительный �вес, то в эту 
ча,сть необходимо 1помещать ,вершину, ,и,меющую большую локаль
ну�ю ,степень. Покажем это. Пу;сть для ве�ршин Xi, х3ЕХ г�рафа 
G=(X, И) локальные ,степени ,p(xi)>p(x3), а по определению 

t t 
p(xi)- � ai,11.'=p(x;)- � а3,11., т. е. &.(хi)=б(х3). (3.15) 

k=I k=I 

Из 1р•а1венс11ва (3.15) ,следует, чтQI 
t t 

� ai,11.> � а3,11.. 
k=I k=I 

Общее число соединяющих ·р•ебер Gi .до внесения в него вершины 
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Xi обоз,начим чер,ез {i. Тогда 1при помещении в Gi вершины Xi но
,вый отнооительный вес 

r 

бн (xi) =б (xi) + f i- � ai, k, (3.16)k=l 
а при помещении ·ве�ршины XJ в Gi ее ,новый относительный ,вес 

r 

бн(ХJ) =б (XJ) +fJ- � aj, k- (3.17) k=l 
Сравнивая {3.16) ,и (3.'17) ,с учетом того, что б(хi)=б(х3), полу
чаем бн (xJ) >бн (xi). Следовательно, в G 1 необходимо поместить 
вершину Xi, имеющую ·большую локальн)1iю степень, ч-ем XJ, 

Итак, задача �разбиения nрафа G свелась к 1пост�роению на 
каждом ша,ге �множества Гхi, его у:порядочиванию ,и пом,ещеНИIЮ в 
Gi ,ве�ршины из Гхi ,с ,минимальным значением б (xi). Проанализи
,руем •работу алго1ритма на примере. 

IТТу�сть дан г.р·а,ф G= (Х, И), изобiраж•еншый ,на рис. 3.8, м•а�р,ица см,ежно
сти которого имеет вид 

Х1 Х2 Хз Х4 Х5 Хв Х7 Хв Х9 Х10 Х11 Х12 
Х1 о 1 4 о о о о о о о р(х1) = 7, 
Х2 о о 1 2 о о 1 о 1 р(х2) =8, 
Х3 4 о о о о 1 о о 1 2 о о р(хз)=8, 
Х4 о 1 о о 2 о ,1 о о о 3 1 р(х4) =8, 
Х5 о 2 о 2 о о 11 3 о о о о p(xs) =8, 
Хе о 1 о о о о о о о о 3 р(Х5)=5, R= 
Х7 о о о 1 о о о 6 р(х1) = Ы 
Xs о о о о 3 о о о о о о р(хв) = 4, 
Х9 1 о о о о о о о о о р(хэ) =3, 
Х10 2 о о о 6 о о о о р (X1o )=ll

Х11 о о о 3 о о о о о о 1 р(х11) =5, 
Х12 о о ,1 о 3 о о о 

1 р(Х12) =8. 
Необходимо разбить •этот J"ра,ф на три части ,по четыре вершины в ,каж-

дай. Задано множество запрещенных вершин Q= {х1, xs, Х10}. rПо-счюим G1. 
Выбираем вершину х1 и за�писываем Х1 = {х1}. Далее рассматриваем множество
Гх1 = {х1, Х2, хз, хэ}. Вершина Х10 в Гх1 не включается, так как она является
запрещенной. По, фо,рмуле (3.1 14) определяем относительные веса вершин из
Гх1, кроме •вершины х1, уже вошедшей в Х1 : 

IX1I IX1! 

б (х2) =р (х2)- � а2,1<=8-1=7; б(хз)=8--4=4; б(хэ)•=р(хэ)-� ац=3-•1=2. 
k=l k=l 

Вершину хэ включаем в G1= 1(X1, И1). �Получаем Х1= {х1, х9}. 
Построим теперь множество Гх1UГхэ= {х1, хэ, хз, х2} и определим относи

тельные веса для вершин хз, х2: 
IX1I 

б(хз) =р(хз)- � аз,1,= 8-5=3; б(х2) =8-2=6. 
k=l 

Вершину хз с наименьшим весом 1Помещаем в G1, тогда Х1 = {х1, х9, х3}. Со
ставляем множество Гх1UГхэUГхз= {х1, хэ, хз, х2, Х5} и записываем б(х6 ) = 
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=5-,1 =4, б (х2) =8-2 =6. Ве,ршину Хв включаем JJ G1, получаем Х1 = {х1, х9, 

Хз, х6}, на этом о.бразование в G1, заканчиваем. После удаления ело из графа 
G получаем граф G' = G'\_ G1• Аналогичным обра,зом проведем раз.биение графа 
G' и выделим IИЗ него части G2 ,и Gз. Из .множества Q •берем запрещенную 11е,р
шину Xs, следо·вательно, Гхs= {xs, Х2, Х1, Хв, Х4}, Х2= {xs}. Относительные веса 
вершин из Гх5 ,О1пределяются б(х2) =5-2=3; б(х1) =Ы-.1= 110; б(хs)=4-3 = 11; 
б (xi) =6. В Х2 помещается вершина Хв, так как у нее относительный вес мень
шнй. Тогда заmишем X2 = {xs, ха}. ОtроИlм м,ножесmо Гхs U Гхв = {хs, Х2, х1, хв, 
Х4} и определяем новые относительные веса б1(x1) = ltl-2 =9; б(х2)=5-2 =3; 
б (х•) =8-2=6. В n�О1дм,:нюжеtе'N!!О Х2 .помеща,е1м вe,Pl!Illillll'Y х2, X2={Xs, х2, хв}. 3,а
писываем ГхэUГх2UГхв= {xs, Х2, Х1, Хв, Х12, Х4} и 01пределяем б (х1) = 1\1-2 =9, 
б(Х12)=5----11 =4, б(х4) =8-3=5. Следовательно, Х2= {х5, Х2, Хв, Х12}. То,гда под
множество вершин третьей ·части Хз = {х10, х7, х11, Х4}. Г,раф после раз.биения 
показан на рис. 3.7,б. Число реберного соединения К=,19, а ,коэффициент раз
биения Л(G) =24/19. Алгоритм наИ1бо1Лее аффективен, если матрица, цредстав
ляющая граф, ,содержит мало нулевых элементов. 

Ра,осмо'Гр,им алгоритм �разбиения �схем на подсхемы с ,исполь
заванием ,маТJРицы цепей. Критерием 1р,аэ'6иен�ия являет,ся ,мини
мум числа в.нешних ·соединений между �подсхемами. Исходной ин
фо�рмаций для выпол•нения алгор,ит,ма являю11ся 1ма,т�р,и�ца, Т ,и ,епи
сок запрещенных элем,ентов. Оптимальному �разбиению г�рафа ,схе
мы соответ,ст.вует р,азбиение ма11ри1цы Т на поДJмат�ри,цы Т1, ... , Т1 
такие, что T=UTi; � ITiПT;I =K-+-min. 

i,j 

Для подсчета числа связей ki,j м-ежду частями графа ,схемы и
числа конта,ктов электрического ,соединителя каждой ча,сти вве
дем вспомогательную ма11рицу S = llsi,jll P xz, где l - число частей 
раз,биен�ия; р - число эл,ект,ричес:юих цепей .в схеме; 

s· ·-{�.если в Gi= G имеется вершина, инцидентная j цепи;
i, ,-· О :е противном случае. 

!Матрицу S удобно ,строить ,непос�рЕЩственно по ,МаТJР•Ице Т, так 
как ,построение по ,ее г�рафу ,схемы т�ребует •з.начительных заТ)рат 
pytrнoro т,руда. 

Например, пусть задана матрица 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Х1 1 о о о о о 2 4 о о о о о 3 
Х2 5 о о о о о 6 8 о о о о о 7 
Х3 о о о о о о 9 10 о о о о о 11,5 
х, 14 4 13 2 ,11 3 15 12 115 •15 о \1.5 о

Х5 19 6 18 8 17 1 ·115 16 ·5 15 15 о 15 о

Хо 20 ,10 211 9 о о о о о о 15 о 15 о

Х7 о о ш о 22 о 11 о о 24 о о 23 о

Ха о о 13 24 22 23 14 о о 26 о о 2·5 о

Т= 
Хо о о 16 '26 22 25 :17 о о 28 о о 27 о

Х10 о о 18 128 22 27 19 о о 30 о ,О 29 о

Хн о 31 21 30 22 29 20 о о о о о о о 

Х12 о о о 31 о о о о о о о о о о· 

Х1з о о о ·О о о о о о о о о о 22 
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не1юто,ро'Гlо фрат,м.ента �схемы (,р,ис. 3.9), 1ю11Qрую 1необхюдiИIМО р•аз611ть на три 
части. Произвольно •разобъем ·схему G на три части: 

G1 = •(Х1, И1); G2 = (Х2, И2); Gз = r(Хз, Из), Х1 = {х1, х2, Хз, Х4}; 

Х2 = {xs, Х5, ·Х1, хв}; Хз = {х9, Х10, Х11, Х12, Х1з}. 

Иопо-льзуя ал·горитм, ,по, матрице Т определяем матрицу S: 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 lil 12 13 114 15 16 l 'i 

1 1 11 1 1 ,1 11 о о 

S= о о о о 1 1 11 1 1 1· ,1 11 1 · 1 1 -+ 

о о о о о о о о о о о о о о о 1 

18 19 20 21 22 23 124 2,5 26 27 28 29 30 31 

о о о о о о о о о о о о о о 

-+ 1 1 1 о о о о о 

1 о о 

Подсчитаем теперь число связей между ,частями, []Олученными при таком раз
биении. Определение число, связей К осно-вано на том, что цепь, инцидентную 
s частям, ·всегда можно провес11и так, что:бы она образовала не более чем 
(s-1) внешнюю связь ( соединяющее ре1бро). 

а) 

Рис. 3.8. Граф G до (а) и после (6) раз,биення с ис�пользованием запрещенных 
вершин 

Рассмат,ривая матрицу S, можно заметить, что число единиц в любом нз 
столбцов матрицы равно числу частей Gi, инцидентных цепи, номер кото,рой 
совпа,дает ,с ,но.ме,рюм с110111�бlца. Пое'!iому для нахождения К необх,01д.имо 1Найт·н 
сумму элементов каждо,го стол�бца, уменьшенную на единицу, и полученные 
результаты �просуммировать. По матрице S легко о,пределить число контактов 
соединителя каждой части -ра.з,биения. Для это.го достаточно подсчитать число 
единиц в стро-ке, соответствующей ,рас-сматриваемой части, и -сумму. уменьшить 
на ·в•еличmшу, ,равн�ую ·чис·лу еюл,бцо.в, 1В 1юторЬLХ и,м,ее"!1ся ед1И1н1ств-ен:ная едИIНIИ
ц·а, на,ходящаяся в э11ой ,с11роке. После •рав,б:иен.ия ,схемы (,см. •рТDс. 3.9) цро1из
вольным образо-м на три части по матрице S найдем, что К =

120, а число ,кон
тактов соединителя каждой части ,соответ,ственно равно k1 = Ы; k2 = '20; k3 = 9. 

Рассмот:рим ,идею алгор,итма ·разбиен1ия 1по ,матрица:м Т и S 
пугем последователь·ного форм,и,рован,ия ча,стей �разбиения ,с мини
•Миза1Цией /(. 

124 



Сначала ,(число элементов в ка,ждой подсхеме пу,сто) ,распре
деля1ются за!ПJрещенные элементы. Если таких нет, то :разбиение 
начинается с пр,едва�рительного �раоцределения остальных элемен
тов. После этого осущес11вляются .последоватеш,ная �выбор.ка ст�рок 
iqET и определ·ение той Gi, nipи mомещении в кото,рую элемент 
XqEX дает наименьшее при·ращение внешних ,связей. Процеос по
вторяе11ся, пока все -элементы матрицы Т ,не будут 1ра,спределены. 

Ра•ссмо11р•им ,более подробно про1Цеос оп�ределения црщращения 
числа свя-з·ей ЛKi

j , Пусть в каждой части им,еется .некото�рое ч,исло
элементов. Любая ,цепь q ·схемы о•бразует свя,зь �между 0 3 и ос
тальными ча,стями, если она инциден11на элем•ентам ,из 0 3 ,и хотя 
бы одному элементу из любой д1ругой ча·сти. В матрице S это,му 
случаю ,соответствуют наличие •единицы 1в ,с11роке s3 на пересеч•е
нии ее со ,стол,бцом q и присутствие ед,ини1цы ср,еди остальных 
элементов этого столбца. 

Каждой •строке xi· матрицы Т можно сопоставить ,с11року si0= 
=llsi ,-,ll1xp, ,где-si,6 -,принимает з,начение 1, если элем,ент Xi 
подключен к �цепи б, •И О ,в 1п�роти,в,ном случае. 

Покажем на ,примере схемы, изо,браженной на рис. '3.9, т!llпичный шаг ра1бо
ты алго,ритма ком�поновки. Исходной ,информацией являются граф схемы G= 
= (Х, И), IXI = 11,З, Х = {х1, х2, ... , Х1з} и е•го ма'I'рица 11-�пей Т, которая для рас-

.1 

Рис. 3.9., Фрагмент ·схемы 

сматриваемой схемы ,цриведена выше. Граф схемы необ:,юдимо раз.бить на три 
3 

части: G1=1(X1, И1); G2= (Х2, И2); Gз= (Хз, Из), U G; = G е минимизацией 
i=I 

числа ·соединительных ребер. Число вершин в частях должно 1быть соответствен
но равно IX1l = 4; IX2I =4; IХз 1 ='5. 
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Пусть после нескольких шагов ра1боты алгоритма наiщено, что элементы 
Х4, х,, Х7Е:Х1; Х2, Х5Е:Х,2; Хз, Х5еХз. В-опомогательная матрица в ·этом •слу,чае 
примет следующий вид: 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 111 1Q 13 14 15 ,16 1 'i 
1 1 1 о о о о о о .1 1 1 о о 

S= 2 о о о о 1 1 1 о о о о о о 1-
3 о о о о о о о о 1 о о о о о о 

18 19 20 21 22 ,23 124 25 2б 27 28 29 во 31 
о о о о ·1 о о о о о о о 

-1 1 о о о о о о о о о о о о 
о о 1 о о о о о о о о о о 

Согласно ал,rоритму разбиения из матрИ1Цы Т выби,раем строку t8 , соответст-
вующую нерассмот,ренному элементу х8 , и строим для нее ·вектор-строку 

s8
0 = ЮООООООООООШ 100000001111100000. 

Далее находим цриращение внешних связей IIIfИ расположении элемента х8 в 
G,, G.2 и Gз, т. е. 01Пределяем ЛК81, ЛК82 и Л,К 3. Для этого сначала определяем 
поразрядную дизъюmщию ,вектор-стро,к s2 и sз, s, ·и s3, s 1 и s2 : 

s2= 0000111 ЮО,00001Ы,1100000000000 

Sз= 00QQQQQ011QQQQ1000011QQQQ0QQQQQ 

s2 V Sз = 000011 lilbl 0000111111,11110000000000; 

S1 = 111100QQQQ11'111QQQQQQ:1110000000 
s з = 00000000,1 1000010000110000000000 

s1 Vsз = Н 1100001 l!l l'lil'lOOOOl И 110000000; 
S1= 1111QQQQQ011111QQQQQ0111QQQQ00Q 

S2= 000011 Iil,QQQQQQl lJ l lQQQQQQQQQQQQ 

s1 Vs2= ,11111 l'l l lOOЫ 11111111001110000000. 
Затем ооределяем инверсии строк s,, s2, s3 матрицы S: 

s, = 00001,1,11lll'lIOOOOOHl,HIOOOlil llbl 11; 
s2

= 1l'1'11000011! llllbl OOOOOlbl 11111'111111!; 

sз= 1l ы 1,111,ыооы 110111:ноо,111,11111.111111. 

Для вычисления ЛЮ; находим ,поразрядную конъюнкцию строк (s2Vsз), 
S8Ds1; (s,Vsз), S8os2; (s,vs.2), S8

0, sз; 
(s2 V sз) s80§1 = 0000000000000000000000000000000 ; 

(s1Vsз)s8os2= 0000000000001100000001110000000; 

(s1 Vs2)s8os3=0000000000001100000001110000000. 

Суммируя число единиц в каждом из ,полученных вы.ражений, имеем 
ЛК8 1 = О; ЛК82= 5; ЛК8з= '5. Так как ЛК81 = О, то элемент Хв IПОмещается в G,. 
При этом ,qисло ·внешних ,связей не изменит,ся. Далее строка s, матрицы S мо
дифицируется 'Поразрядным о,бъединением со ст,рокой s8

0• Заметим, что при вне
сении х8 в G 1 число элементов оказалось равным заданно�1у. На этом форми
рование G, закончилось. Осталось ,р,аопределить элементы Xg, Х10, х11, х12, х1з 
между G.2 и Gз. 

Из матрицы Т выбирается ,строка х9, соответствующая элементу х9, и вы
полняются те же О1Пераци,и, �что и для строки хв. 

Анало,rично �пост,у,паем ,с оставшимися ст.раками Х10-Х1з, пока не будут 
сформированы G2 и Gз. 
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В рассматриваемом •примере в результате работы алгоритма ,были сформи
рованы следующие части: G1= 1(X1, U1); Х1= {х1, Х4, х1, хв}; G2= (X2, U2); Х2= 

= {х2, х5, х9, Х10}; Gз= •(Хз, Из); Хз= {хз, хв, х11, Х12, Х1з}. Число внешних ,связей 
уменьшилось с К=20 (для произвольного разбиения) до К=В. Окончательный 
вариант компоновки графа схемы рис. 3.9 показан на рис. 3.10. Алгоритм наи
более эффективен, когда схема содержит значительное число разв-етвлен.ных це
пей и элементов. 

Бели свеет.и задачу ,разбиения к последовательному фо�р,м,щро
ва,нию выделяемых конст�ру.ктивных единиц, то на я-зыке гипергра
фо�В эта задача фо1р1мули�руется ;следующим обра,зом. Необходи,мо 
разбить ,множество -вершин Х гиперграфа Н = (Х, Е) на два под
множества Х1 и Х\. Х 1 так, чтобы •м1иним.изировать значение цел,е
вой функции 

т 

f= � pj, q;; (3.18) 
J=l 

Таким о,б,разом, произ,ведение Рз, Qj •равно единице, если вершины 
peбtrta lj щрина1длежат как Х1 , так и Х \. Х1 , т. е. элек11рическая 
цепь, представляемая l;, ра-зрыва,ется. Ина•че го,во,ря, f - это ч,ис
ло 1ребе1р гиперnрафа Н, кото,рые ,содержат хотя бы одну верши
ну из Х1 1и хотя бы одну �вершину из Х \. Х1 одновременно. 

Рис. 3.10. Окончательный вариант компоновки (К=В) 

Для ,построения по,следовательного алгоритма ра.з·биения мно
жества •вершин Х гипе�рг�рафа на Х1 и Х '\. Х1 необходимо вв-ести 
оценку каждой вершины гиперI1рафа 011носительно уже ,сформиро-
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ванной части �множества Х,. Для :получ,ения оценок удобно ис
пользовать матр,и.цу ,иН1Цидентности гиперr1рафа Н = (Х, Е) 

1= llri, jllnxm, r· ·- { 1, если XiElj; 
i, 3-1 

О, если Xi $. lj, 

Пусть гипер,r�раф задан следующей ,матрицей 

l1 l2 lз l4 lБ lв 11 lв /9 l10 lн

Х1 1 о о 1 о о о о 1 о о 

Х2 о о 1 о о 1 о 1 о о о 

Хз 1 о о 1 о о 1 о о о о 

Х4 о о о о 1 1 о о о 1 о 

1= 
ХБ о 1 о о о о о о 1 о 1 

Хв о о о 1 о о 1 о о о о 
. 

Х1 о о 1 о о о о 1 о 1 о 

1 1 о о о Хв 1 о о о о о 

Х9 о о 1 о о о 1 о о о о 

Х10 о о о о 1 о о 1 о 1 1 

Пусть некото1рые ,вершины Х
а.

ЕХ уже ·вошли в ,множество, Х1• 
Тогда для произвольной ,вершины XtEX \ Х 1 ,предлага·е'Гся оценка
а (xt) ,следующего ,вида: 

а (Xt) = � Гt, j (q'j-pj), (3.19) 
i=I 

где Гt,j - элемент ма'Гр,ицы 1;

q'j= { 1, если ljn [X'\. (X, n {xt} )]= eJ;
О в противном случае. 

Из эт,ого видно, что ,величина q'j �равна единице толмю в то,м -слу
чае, если �ребро lj •кроме •вершины Xt соединяет хотя ,бы одну IВeJP· 
шину ,из Х '\. Х1, -т. ,е. электрич,еская ,цепь, представляемая �ребром 
lj, при пе�р,ено,се эл-емента Xt в вьщеляемую обла,сть ,раз,рывает,ся. 
Величина pj �равна единице, есл,и хотя бы од.ин элемент из lj уже 
включен в множес11во Х1• Таким образом, оценка а (xt) отражает 
и31менение числа 1р•аз•реза·емых �цепей щри ,пе�реносе элемента t схе
·МЫ из одной о-бласти •В другую ,и может ,пр,и,н,и,мать з·начения поло·
жительные, •011ри,цательные ,и 1равнь1е .нулю. Исходя из ,содер,жа
тельного омысла оценки а (xi) каждой вершины XiEX '\. Х,, п�ред
лага·ет,ся ·включать •в ,множес'Гво Х1 на �Данном шаге ту вершину 
Xt, для ,которой 

a(xt)= min (a(xi)). 
Х;ЕХ'\_Х1 

Запишем алгоритм ,в виде логической схемы алго�р,и'ГМО·В 

АоА1t 1А2АзР1t'Ак, 
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где А0, Ак - опер,ато�ры ,начала :И ,конца алгор,итма соот.ветственн� 
А 1 -,вк.mючен,ие ,в Х1 вершины ХаЕХ; А2-оп,ределение a(xi) для 
всех XiEX \ Х1 ; Аз - определение Xt ,на. основе ·(3.20) и включе
ние ее ,в Х 1; Р1 - лоl'ичеокое условие; есл,и Р1 =.1 ( «1Да»), то •после 
оператора Аз выполняется Ак, есл,и Р1 =0 («нет»), то �после Аз вы
полняется А2. Логическое у,словие провеqтет, �равно ли \Х1 1 =n1. 

Рассмотрим .работу алгоритма на примере раз1биения rиперграфа, мат,рнца 
ИНIЦИдентности I которого записана выше. Пусть необходимо выделить .множе
ство Х1, /Х11 =5. Включим rпроизвольно ·вершину Х1 в множество Х1. Опреде
лим по (3.20): а(х2) = З; а(хз) =l; а(х,) =3; a(x5)=l; a(xo)=l; а(хт)=3; 
а(х8) =2; а(х9) = 2; а(х1о) = 4 . .Следовательно, rможно вЫ\брать вершины х3, х5, 
Х5. Для определенности выберем вершину с меньшим iИНдексом и включим ее 
в Х1, На втором шаге Х1 = {х1, хз}. Определим а.(х2) = З; а(х4)=3; a(xs) = l; 
а(хо)-1; а(хт)=З; a(xs)=.1; a.(xo) =l; а(х10) = 4. По (3.20) определяем, чrro 
в множество Х1 необходимо включить ,вершину х6• На третьем шаге получим 
Х1 = {х1, Хз, х6}. На.ходим а(х2) = 3; а(х4) =З; a.(xs) = rl; а(х7) = 3; a(xa) =l; 
a(xu)=O; а(х10),= 4. В множество Х1 включим хо, тогда Х1={х1, Хз, Хв, Xg}. iПо
лучим а(х2)='2; а(х4) = 1З; a(xs) = ll; а(х1) =2; a.(xa) =l; а(х10) = 4. В множест
во Х1 включим Х5. Получим Х1 = {х1, хз, xs, хв, х9}; Х\Х1 = {х2, Х4, Х1, Xs, Х10}, 
Р,азб�rенiи�е SЗ!К!ОНЧе�но. 

Нетрудно видеть, что результат использования последовательн<Jго алrорит• 
ма существенно зав,исит от выбо,ра ,первой вершины и последующих верш.ин а 
равными оценками. 

·Выше ,были �рассмо11рены методы раз-биения, nrp,и. кото�рых ча,с
ти ,раэбиения фор,м,щруются .путем последовательного, пр,ис,оед:ине
ния ,вершин по опр,еделенным к11жтер,ия,м. Цредста,вляет ,интер,ео 
ра,сомо'flРение такого ,по,следователыного ,метода, .пр-и кото�р,ом об
равуются в·севозмож.ные ра.збиения данного nрафа G с ,м:и,нимиза
цией чrи,сла 1ребер,ного ,соединения. 

П�р,едварительно введем 1поня-гие ,ма,ссива ,вершин 1в 1;р-афе G= 
= (Х, И). Любой массив ве�ршин Н представляет ,собой подм,но*е-, 
ст,во множества в-е�ршин Х, т. е. Нс=.Х. Естественно, что вершины 
хе:Н ,соединены внут,ренними 1ребра,м-и ,между собой и. -внешн,и�ми 
�р,ебрами ·с остальным,и ве�ршина,м,и Х \. Н г,рафа G. Число �ребер, 
соединяющих ,вершины 1масси1ва. Н ,с •вершинами Х \. Н, будем 
обозначать ,малой буквой h.

Массив Н называется минимальным, если для любого, .щр-угого 
мае-сива В, Вс.Н, ,выполняется условие ,h<b, т. е. удаление ка
�их-либо вершин ,из Н :приводит к у,величению числа внешних р·е
бе�р. По О1пределен,ию �минимальный ,мас,оив не ·мож,ет быть пус
тым. Кtроме того, �принимается, что ,каждая ве�ршина l'р-афа G об" 
�разует ,минимальный ,ма,ссив. Напrример, ,на �ри,с. 3.11 по,казан, ми
нималыный ,ма•соив Н, для -которого h=,3. Нет�рущ.но видеть, что 
выделение -в-сех минимальных ,ма-ссивов •воз,можно ,с пО1мощью рас
смот�р-ения ,всех подмножеств ,множества Х. Если мощность ,м,но
:жест,ва IXI =n, то изв-естно, ·что число подмножест,в ,мно,жества 
Х соста,вляет 2n. Следователыно, ,возникает необходи,мость и,ссле
довать -свойства минимальных 1ма,ссивов ,с ,целью существенного 
сокр,ащения числа ,рас,с,ма11р,иваемых .подмножеств. 

,Введем ,некото�рые обозначения. Пусть Нс.Х - ,некоторый ма-с
сив, состоящий ,из непересекающихся маооивов Н1 , Н2, ... , Н11 
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l 

причем _,u Hi= H. В о-бщем ,случае Hi может щредставлять ,собой 
i=l 

отдельную ,вершину. Обозначим че�рез Кнi число р•ебе�р, соединя
ющих Hi ,с 1вершина1ми Х "- Н, т. е. число внешн,их р·е6ер относи
тельно ,в.сего массива Н. Обозначи,м через Кнi , н i чи,сло �ребер•, со-1 
единяющих масоивы Hi и Hj м•ещду •собой. Тогда число h= � КНi. 

i=I 

На рис. 3.12 показан ·ма,осив Н, ,состоящий из Н1, Н2, Н3 , Н4 • 

Сфо,р,мулиvуем основные ,овойства м,инимальных ма,ссивов. 

I 

l 

\ 
\ 
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Рис. 3.11. МиюИ1м.а,ль1Ный 
массив Н (h=3) 

Рис. ,3.12. Массив Hi

Теорема 3.1. Если массивы Hi и Hj минимальны и не включа
ют 1друг д1руга, т. •е. Hir;t.HJ и HJr;t.Hi, то HinHJ

= eJ, т. е. они не ,пе
ресекаются. Покажем это. 

IПp�,!i!IIOJJIOЖИIM, Ч'Ю Н; n H;=M=#;,QJ. Т,огда нетрудно �Иlде11ь, Ч110 Н;=Е U М 
1И H;=FUM, ,где Е и F - два непустых ма,с-сива, дополняющих массив М со
ответственно до Н; и Н;. Описанная ситуация изображена на ,рис. 3.13. Ис
пользуя введенные обозначения, подсчитаем число, ·внешних ребер массивов 
Н;, Н;, Е и F: h; =KE+Kм+KEF+KмF; h;=KF+Kм+.KFE+KмE; l=KE+ 
~+КЕF+КЕм; f=KF+KFE+KFм-

ffп 
' ..... ,_.,,. / 
,-.., _____________ .,,;,,. 

Рис. 3.13. ПрИ1Мер 1ма1Dа�ов Н;, Н; 
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Рис. 3.14. 1Ма1с,СJИ1вы М1, 
М2, F1, F2 



Так ,как массивы Н; и Hi минимальны (по определению), то hi<l, h;<,f. 
Тогда за111ишем Кв+Км+J(вF+КмF<Кв+J(в,+Квм; КF+Км+КвF+, 
+Кмв<КF+КFв+КFм. Проведя сокращения, �получим

{
Км+КмF<КЕм; 
Км+КмЕ<КFм, 

так как КмF = КFн; Квм = Кмв по о�пределению, то 

{
Км+КмF<КмЕ; 
Км+КмЕ<КмF, 

Полученные неравенства являются протwворечивыми, т. е. ,предположение, чтD 
M=i= !Z5, ложно, тогда НiПН;= !Z5. 

Расомотр,им соотношения, ,воtЗника,ющие между мас,сивами .и 
минимальными ,ма,с,сива,ми в 11Рафе. 

Следствие 1. Пусть Е, F и М - непустые непересекающиеся 
массивы, 1щрич-ем Hi = EUM --минимальный ,мас�сив, а, Hj

= FUM -
-неминимальный мае.сив. В -это,м ,случае h/�f-

Следствие 11. Теперь рассмотрим случай (рис. 3.14), когда Н. 
и Н2 -минимальные ·ма,с,ои�вы, а М 1 сН1 и. М2сН2 - непустые 
ма,ссивы и tМ =M1 UM2 - маосИ1в. В .этом случае m>lh1 и m>h2 • 

Ра,сомотрим тео1рему, 01п1р-еделяющую отношения ,между ми,ни" 
мальньъми 1ма,ссивами. 

Теорема 3.2. Пусть Н1 и Н 2 - два минимальных массива. Если 
P = H1UH2 и p<h1, p<h2, то массив Р таrоже я-вляется МИIНИ1маль� 
ным. 

Докажем эту теорему от противного. Пред111оложwм, что массив Р=: 
=H1UH2 не являет-ся минимальным, т. е. •содержит в себе такой масси.в QcP. 
что р;;з,q. При этом массив Q может быть обра'3ован ,следующим -об.р·азом: 

а) Qr;;;;H 1 (,Qr;;;;H2). Так как Н11(Н2) - минимальный массив, то q;;з,h1 (q;;з,, 
;;з,h2). Но р;;з,q, т. е. р;;з,h 1 (р;;з,,h2). Пришли к ,противоречию с условием тео� 
ремы. 

:б) Q=M 1UM2, где М 1 сН1, а М2сН2 , Из следствия II •получаем q>h1 , 
q>h2, т. е. p>h1 , p>h2• Пришли к ,противоречию с усло11ием теоремы.

в) Q::::JH 1 •(Q::::JH2). Из •следствия 1 111олучаем, что q>h 1 , q>h2, т. е. p>h1, 
p>h2. Пришли к nротивQречию. 

Таким образом, 110 всех JJ·ассмотренных случаях получаем противоречие,
т. е. •IIJРедп,ол,ожеюи,е, чrro Р � rнемИIН!ИIМаль,ный маюсив нев•ерrно. 

Иапользуя ,метод математической ·индуюции, ,неТ1рудно �р,аспро" 
странить утверждение теоремы 3.2 на. ,случай ,н,ескольких ми.ни" 
мальных ,мас,оивов. 

Теорема 3.3. Пусть Н1, Н 2, ••• , Hz - такие минимальные мае" 
сивы ([>2), что объединение S любых ,из них не явля-ется ,ми,ни
мальным мас1сИ\Вом, где 2=:;;;;s=:;;;; (l-1). ·Если Р=Н 1 U Н2 U ... U Hi и 
p<h1, p<h2, ... , p<hs, то мае-сив Р является м·и,нимальным. 

Теоремы 3.1-3.3 позволяют 1;:юстроить алгqри'11М ,вщел·ения ,:м�� 
нимальных мас,сивов. Из теоремы 3.1 ·следует, что· шроц�ду�ра !ВЫ
дел-ения ма.с,сивов -с:,юдится и решение -единственно, так ка.к ве,р
шины графа, вошедшие ,в -ка,кой-либо ,ма,ссив, ,мо,жно в дальней" 
шем ,рассмаТ�р,ивать ,как одну ве�рши�ну. 

Теоремы 3.2 и 3.3 определяют •способ обр,азования маосивов 
ка.к ·объединение уже существующих ма•ссивов .и ·с.равнение обще"" 
го числа. внешних ребе�р. 
5* :}З,1 



Для построения алгОJРитма выделения всех минимальных ,мас
с.ивов I]рафа G в ,соответствии •с теорема,ми удобно использовать 
его ма:грицу смежности R. Заметим, что первоначально каждая 
вершина ХЕХ графа G ,считается как ,минимальный �мае.сив с чис
лом внешних �ребер, ,соответ,ствующим локальной степени р (х) вер
шины х. Получ·енные минимальные массивы будем заносить ,в спи
сок. Суть алго�рит.ма заключа,ется в ,следующем. 

1 °. Попарно а,нализи1р)'lют,ся вс,е ,вершины графа. G. Если ,нахо
дится такая па,ра Н = (xi, Xj}, что К =р (xi) +Р (xj)-2ri,j, причем 
К <,р (xi), К <р (xj}, где ri,j - элемент мат�ри1цы R, определяющий 
число �ребер, ,соединяющих Xi ·с Xj, то Н в соответс11вии с теор•емой 
3.2 образу,ет минимальный ма,осив. Ма,с,сив Н занос,ится в списо1к 
А, а элем,енты Xi, Xj ,из �ра,ссмот,рения исключают,ся. Переход к 2°. 
Бели но,вых мини1Мальных .массивов не обrразуется, то переход к 
30_ 

2°. ,Граф G факто1ризуется 011нооительно юолученных �Массивов, 
т. е. ,ве�ршины Xi, Xj, входящие в один массив, ,заменяются одной 
вершиной Xi,j, причем 1р,еб,ра, ,соединяющие Xi, Xj между собой, и,с
·:ключают,ся, а ,ребра, идущие и,з Xi, Xj к другим ве�ршина.м, 1припи
сывают,ся Xi,j. На ,матрице R фактqризация заключается в поэле
ментном ,сложении соответствующих СТ1рок и ,столбцов между ,со
бой ,и записи ,нулей ,в диа,гональные элементы. Переход к 1 °.

, 3°. Анализи,ру1Ют,ся ,все вершины графа G', полученного ,в ре
зультат� последней фактОJРизации, по а. = 3 (по, тройка,м). Бели на-

. ходи11ся та,кая т�ройка L = (xi, XJ, Xk), что l=,p (xi) +Р {xj} +Р (xk)
-2ri,;.,....2ri,k-2ГJ,k, причем l<1p(xi), l<p(xJ), l<,p(xk), то ,L ,в со
ответствии ,с теоремами 3.2 и 3.3 обр,азует ,минимальный ма,ссив.
Массив L заносится в список А. Переход к 3°. Если массивов по а.

: нет, то 1переход к 4°.
4°. iПа�ра,метр а. увеличивается на единицу. Переход к 3°. Если

число а. ,больше или ,равно числу ,ве�ршин графа, полученного в 1Ре

.,,,,,.- ---:: - ........ " 

' 

' 

' 

' 
/ 
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зул-ьтате последней фаК'юриза
ции, ·то перехо,д ,к 5° . 

5°. К:01нец работы 
ритма. 

Проиллюстр1ируем 
алгоритма на примере. 

алго-

работу 

Пу,сть дан граф схемы, IПОКазан
ноii: на рис. 3.15. Выделим из не1·0 
в,се ,м,инимальные ·массивы. 

Построим .ма:тр·ицу смежносТ1и R 
этого графа: 

Рис. 3.15. Цр,И1мер раз1биеН1И1Я 11рафа 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 о 3 2 о о о о о�о 
2 3 О 1 1 О О О О О 
3 210110000 

4 011001100 

R= 5 О О 1 О О 5 О О О 

6 000150410 

7 О О О 1 О 4 О О 1 
8 О О О О О 1 О О 2 

9 О О О О О О 1 2 О 

Определим ло,кальную степень каждой вершины как сумму элементов со
ответствующей строки или столбца: р(х,) =5; р(х2) =5 ; р(хз) =5; р(Х4) =4; 
р(х5)=6; р(х6)=11; р(х1)=6; p(xs)=3; p(xu)=3. 

В результате выполнения 1 ° алгоритма определяем минимальные массивы 
Н1={х1 , х2}; Н2={х8, х9}. Заносим их в ,список А={Н1, Н2}. Относительно по
.дученных минимальных массивов факторизуем граф G. Запишем 1матрицу R1 
факторизованного г.рафа G,: 

(1,2) 3 4 5 6 7 (8,9) 
(1,2) О 3 1 О О О О 

3 3 0 1 1 0 0 0

4 1 1 О О О 

R, = 5 О 1 О О 5 О О 

6 0 0 1 5 0 4 1
7 О О О 4 О 

(8,9) О О О О 1 1 О 

.Выполняя 1° алгоритма, по матрице R1 определяем минимальный массив 
На={х1 ,2, х3}={Х1, х2, xs}={H,, Хз}. Заносим его в апи,сок А={Н,, Н2, Нз}. 
Факторизуем •граф G1 относительно полученно·го массива На. Получаем граф 
02 с ,матрицей смежности 

(1,2,3) 415 6 7 (8,9) 
(1,2,3) О 2 1 О О О 

4 2 00 1 1 0

5 1 005 00 
R2= 

6 О 1 5 О 4 
7 О 1 О 4 О 

(8,9) О О О 1 1 О 

Поскольку применение 11 ° не приводит к 01бразованию новых массивов, то 
выполняем 3° при а=3. Определяем массив H4={xs, х6, х7}. Заносим его, в спи
сок А= {Н,, Н2, Нз, Н4}, факторизуем граф G2 относительно массива Н4. Полу
чаем граф G3 ,с матрицей смежности 

(1,2,3) 4(5,6, 7) (8,9) 
(·1,2,3) О 2 1 О 

4 2 О 2 О 
Rз = 

(5,6,7) 1 2 О 2 
(8,9) О О 2 О 
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Поско.пьюу для rрафа Gз не rудается найти минимальные ,массивы •по 2 и 
3 вершины, то увеличиваем :па,р•а�метр а=В •на 11. !Получаем а=4, что ,равняется 
:порядку матрицы Rз. Таким о,бразом определяем ·конец работы алгоритма. В 
результате работы 111О'лучаем •Сi!Iисок А= {Н1, Н2, Нз, 84}, ,в коl!'ором минималь
ные ,массивы расположены по возрастанию числа ·входящих в них 'Вершин ис
ходного rpaiфa. Вершина Х4 исходноrо г,рафа G Оiбразует самосто,ятельный ми
нимальный массив. 

На рис. 3.'l 5 •полученные ,минимальные ,мас,сивы обведены 
ш11р,иховой л,инией. Сл•едует за,мет.ить, что •Вы.деление ,м·и,н,ималь
ных ,ма.ссювов с,вяза,но с 1больши,м ,пер,ебо1ром. Для ,его ,сок�ращен,ия 
пр,ИJ 1Разбиени,и графа 'На ча1ст:и: ,необходимо ,выделять .ква:з,имин,и:
мал�,ные ,массивы с последующим объединением ,их 1в ма,осивы с 
мак;симальнЫ!М числом вну'11р·енних ребер. Число вершин в каждой 
ча,сти �р·а.збиения 

M�ni�N, (3.21) 

хще N - ве.р·�няя оценка ,р,а.з,биения, ,соответствующая 111олусум-ме 
общего числа вершин; М - �ниж-няя ощенка •соответствующая на,и
меньшему допустимому числу вершин г�рафа, ,которые ·воз,можно 
nомес'Dить в ра,ссма11ри-ва,емую ·ча,сть !Разбиения. 

Методика ,вы.дел,ения ·ква-зиминимальных массивов заключает
ся в следующем. Выделяю'Dся массивы по 2, 13, 4 �вершины до тех 
пор, пока выпо-лняется условие (3.2·1). Квазимини,мальные ма,сои
вы оп�ределЯ1ю11ся по матрице смежности R графа G. Оначала 1в 

а) 

{,--.... 1 J-t",,._-.j/ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
'

1 
1 
\ ...__ .,,,, 

' 
1 

\ l J 
, ______________ , 

Z} 

Рис. 3.16. Пример ,графа для 'Выделения ,квазиминимальных массивов (а) 11 
три ,варианта раз-биения гра1фа (б)
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каждой ,с11роке матрицы отыск,ивае11ся элемент ,ri,J ,с ,ма,к,сималь
ным весом, если их ,неск,оль,ко, то фикси1руется ,их число. Кроме 
того, ,производит,ся опр,еделение суммы элементов в ,каждой с11ро
ке. Среди �максимальных элементов каждой ст�роки находится на
ибольший. В том ,случае, когда ,в ,ст�роке имеет,ся несколько оди
наковых ма:�юи,мальных чисел, то 1п�редпочтение отдается ,с11роке, ,в 
которой таких чисел ,Меньше. Если число максимальных элемен
тов в с11роках �матрицы ,смежност,и совпадает, то ,выбирается ,стро
ка ,с наи,б,ольшей ,суммой элементов. После этого 1выбран,ные ве�р
шины ,груП1пи1руются в кваз,и,минимальный �массив. Далее процесс 
повторяется, пока nра:ф 1не ,разобьется ,на, квазиминимальные ма,с
,сивы, содер,жащи,е по две ве�ршины. При �этом могут получаться 
единичные ве�ршины. Аналогичным образом ецроя11ся ,маоси1вы по 
3, 4, 5, ... вершин. 

Работу алгоритма покажем на примере графа G, изображенно,го на рис. 
3.16,а, матрица смежности которого имеет вид 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 А1 А2 Аз 

о 1 2 о 2 о 1 1 о о о 2 2 8 

2 о 3 о о о о о о 1 3 7 

3 2 3 о 1 о о о о о о 3 8 

4 1 о о о о о о о о 4 4 

5 о 1 о о 2 1 о о о о 2 2 2 7 

6 2 о о о 2 о 1 о о о 2 2 7 
R= 7 о 1 1 1 о о о о 7 1 7 

8 1 о о о о 8 8 

9 о о о о о о о о о 3 3 

10 о о о о о о 1 о о 4 4 

11 о о о о о о о о о -з 3 

12 о о о о 2 о о о о о 2 4 

Пусть число вершин 'В ча,стях раз1биения лежит в 1П,р,еделах 2�ni�6, Мат-
рицу R до,полним стол,бцами А1, А2 и Аз. В ,столбце А2 за1Писаны максимальные 
числа строк, в столбце Аз - 'сумма элементов строк матрицы, а в столбце 
А1 - количество максимальных чисел 1в строке. По ,сто.mбцу А2 · определяем 
максимальные числа. Они нахGдятся во второй и третьей строках матрицы R.
Находим первый массив, ,состоящий из 'в,ершин х2 , х3• Аналогично получаем 
следующие квазиминимальные 1массивы, состоящие из двух вершин: (xs, Х12); 
(х1, Хв); (Х9, Х10); 1 (х!!, Х7); '(Xs, Х4), 

С-�:роим матрицу 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 А'1 А'2 А'з

(2,3) 3 о о 1 2 о 2 о о о о 3 9 

(5, 12) о о о 2 о о о 2 7 

(1, 6) о 2 2 о 2 1 о о 3 2 11 
R'= 

(9, 10') 1 о о о о о 2 о о 1 о 1 2 5 

( 11, 7) о 1 1 о 1 о 1 о 8 8 

(8,4) 2 о о 2 о 1 о 2 2 10 
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Исследуя R', строим стОJl'бцы А',, А'2, А'а. !По А'2 'Выделяем CTJIOKY .(х2, ха) в 
в ней максимальный 1Элемент ,с весом ,3, лежащий в первом столбце. Склады
ваем первый стол•бец со описком внутренних связей каждого массива. Для 
м,а:ссива (х2, ха) полученная сумма ,максимальна. Следовательно, образуем ,но
вый ма-ссив ·(х2, хз, х,). 

Продолжая аналогично, выделяем следующие массивы по три вершины: (xs, 
Х12, Хе); (Xg, х,о, ха); (х11, Х1, Х4). Далее ,процесс ,повто,ряется, и в результате 
ПОJliУЧаем три варианта _разбиения ·мно,жества ·вершин -гра,фа �(рис. 3.-16,б, в, г): 
Х,={Х,2, Ха, х,, Х4}, Х2={Х9, Х10, Ха, Х11}, Хз={Хs, Х12, Х&, Х1}; Xt={Xz,Xa,Xt,x,,x,}. 
Х2=,{Х9, х10}, Xa={xs, Х12, Хв, Х11, ха}; Х1={Х2, Хз, х,, х,, Х1, Хв}, Xa={Xs, Xt1, х11 

Х11, Ха, Х10}. 
Ра·осмотр,и,м �вопрос :р·аз�биения 11Рафа ,схемы rна части -методом 

выд,елен,ия некото1рой сист,емы Ф = {1pi}, iE/ = {11, 2, ... , s}, попар
но :н-епересекающихся ма,ксюмально полных ,под1м,нож•ес11в •множест
ва ,в�ршин Х -графа G = (Х, И). Для этого п,р,именим алгО!р•Итм [Ю

СТ!роения клик по ,матр.ице •сме�но,сти R 11Рафа, а для нахождения 
ра•з·биения ,о м,ин,им,иза1ци,ей числа .внешних �ребер 11Р•а.фа .иапользу
ем операцию �ра,скраски его вершин. 

Пу;сть задан 11РаФ G= (Х, И). Подnр,аф Gi
= (Х1, Ui), Xir;;;X, 

Uir;;;U, 1в ,кото�ром V Xi, х;ЕХ и .существует реб�ро Uk = ,(xi, х;). 
на1зывается полю:�DМ. 

Подl)р·аф GicG, 1Не являющийся ча,стью ,никакого другого боль
шего полного rподl)ра,фа, rназывается макси�мально nол,ным или 
кликой. 

Список ве�ршин ,графа ,и ,семейство Ф= {1pi} оnред,еля,ют одно
значно исходный 11Р•аф. Для опр,еделения ,с,емейства Ф будем ис
пользовать мат�рицу ,смежности R= llri,;ll n , где n= IXI. Сrформул,и
руем алгорит,м ,пост�роения семейст•ва ,клик по матр,ИJЦе ,смежно�и. 
За,метюм, что алгоритм выделения ,семейства .клик анало11ичен ал
гор,итму ,выделенrия •Семейства вну11р,ен,не 'У•Стойчи,вых ,подм,нож,еств 
множест,ва ,вершин 11Рафа. 

1 °. В ,ма11р,ице ,см-ежности R r,рафа G из i-й ,строки (ie:./ = {1. 
2, ... , п}) выбирается ,первый встречающийся ,по по�рядку элемент 
ri,3 = 1 (je:./, i<j), который оп�ределяет j-ю ,строку. Пе�реход к 2°. 
Если в строке в·ое элементы rц=О, то вершина Xi определ,яет 
максимально :полные под1множес11ва. Обращаемся к ,строке ·i+l. 
считая i=i+l, •И 1пе:р,еход .к 1 °. 

2°. Осуществля,ем поэлем,ентную ,конъюнюцию i-й !И j-й •строк. 
Ощределяе:м Mi,3=xiЛx;. Переход .к 3°. 

3°. Из ,ст�роки Mi,i выби,р,аем ,элем•ент r11.= 1, ke:.I. Переход,и,м к 
4°. Бсл,и все r11.=0, то пе�реход к ·5°. 

4°. Осуществляем поэл,емен'Dну,ю конъюнкцию строк Mi,i и Xk.

Определяем -Мi,;,11. = Мi,;Лх11.. Заменяем индексы (i, j) на i, а k на 
j. Пер-еход к 6°.

5° . Получено 1p3=1{,xi, х3, х11.}. Пе�реход к б0

• 

6°. Из ,строк.и Xi выбИQ)•аем элемент rц= 1, le:.l, X1E1p'I' . Переход 
к 7° . Если •ВС•е ri,l = O, то переход ,к 8°. 

7°. За.меняем в ВЫIРажении Мц=хiЛхi индекс j ,на l. Переход 
к 2° . 
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.8° . Заменяем и,ндекс i на i+l. Пер,еход к 2°. Если i=n, то пе-
1>'еход ,К 9° .

9° . Выделено ,семейство, Ф= �<pi}, iEI. 
Можно показать, что ,с,емейство Ф= {,<pi}, iEl, полученное по 

алгори11му, является семейство1М максимально лолных :подnрафов. 
Наибольший .практический ,инте�р,ес пред,ста1вляет задача на

хождения наименьшего числа попа1рно 1непер,есекающихся :полных 
по:дг�рафов, объед.инение .которых .составляет данный I1раф. Эту за
дачу мотно ,решить мето1дом ,на.хождения минимальной �ра,сюрас
ки множ,ества .ве�ршин графа. Известно, что :раскрасить ,множест
,во ве�ршин графа G= (Х, И) значит ,по,ставить 1в ,соответстви-е 
каждой вершине nрафа G целое неотрицательное число g,(x) ,с со
блюдением у,словия: вершины, отмеченные одинако-выми числами, 
должны ,быть нес,межными. ,В нашем случа,е ,необходИ1мо о�п�реде
лить модифИ1циро,ванную 1ра,сюр•а,ску, для .кото,рой необходимо ,со
блюдение противопо•ложного у,сло·вия: ве�ршины, отмеченные о.ци
наковыми цветами, должны быть ,смежными. IМю.дифициро1ван.ная 
�раскра.ска 1вер,шин :ра·вносильна выдел·ению ,в гр,афе G системы 
попа�р,но непер,есека1ющиХ!ся полных ,подг�рафов. Нахождение IМИ
н:rnмальной расюра,ски являет,ся сложной ком-бинато:рной задачей, 
поэтому ,в �практике обычно не 1ста;вят щелью получение �минималь
ной 1раскра·ски, а, как rnр,авило, ведут .поиск п1ро.стой формальной 
щроцедуры, легко �реализуемой на ЭВМ. 

Ра,ссмотрим алгоритм локальной ,модифицирова,нной ,раск�ра,ски 
ве�ршин графа, отвечающий !Поставл-енным 11Р•ебованиям, .который 
основан на анализе ,системы ма:кюималъно полных 1подnрафо,в гра
фа. 

Введем .критерий выбора под1множес11в Х для ,полной iр·аоюра,с
ки ,ве�ршин 

«ху ,11=1Ф у l+/Ф 11 /-1Ф у ПФ11 /, у, бЕ/, l={l, 2, ... , s}. (3.22) 

В ,соответствии ,с этим К!ритерием мно,жества ве�ршин ( Ф, '\ Ф 6) ,и 
и (Ф11 '\ Ф у

), для котОjрых а
у
,11 =max а

у
,11 , Пiринимают значени-е 

фу,н.кции 1рас:к:р·а·ски g(Фу '\ Ф6 ) и g(Ф11 '\ Ф у ) соотв,етственно. 
Для удобства ·реал,иза,ции алгоритма ,соста,ви.м мат�рицу 

А= llay ,11llm , (3.23) 

где т = 1 Ф 1, а каждый элемент а
у
,11 , матри1цы А гово�рит о ,мак

симальном числе вершин ,в (Фу ПФ11 ). После выбо1ра пер,вых двух 
подмножеств ,с11рои11ея •но,вое •семейство Ф' путем удаления из 
кажщого <рiЕФ, iEl, вершин, вошедших 1в подмножества l<p

y и. ср11, 
выбранные на предыдущих шагах. Сф0jр•мулщруем теперь алго
ритм ,ра,сщраски. 

1 °. По графу G определяе'DСЯ семейство, ма,:к:сималь,но полных 
подr�р,афов Ф= {<pi}, iE! Переход ,к 2°.

2°. Исполызуя выр,ажение (3.22), ,с11роим матрицу А. Переход 
к 3°. 

3°. Из -ма11р,ицы А .выбира,ет,ся ма:к:с,имальное значение а
у ,11• За

тем ,получаются под1Множества <р
у и q,11. Перехо'д к 4°. 
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4
°

. В каждом <JJiEФ удаляются вершины, ,входящие iВ (J),"Uq> бt 
находи-гся Ф' и переход к 5

°

, если Ф' = ef, то !Пе�р,еход ,К 50_

5
°

. С'IJРОИТ,СЯ новая матри�ца А и ,переход к 3°

. 
6

°

. Получена �расюра.ска ,вер1шин графа G. 

Пример. Пусть задан гр·аф G, изображенный на ри,с. 3.17,а. Матрица смеж-
ности R этог,о ·графа имеет ви•д 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

о о о о о 1 о

2 о о 1 о о о о о 

3 о 1 о 1 о о о о 

4 о 1 о о о о о 

R= 5 о о о о о о о 1 1 

6 о 1 о о о о о о 

7 о о о о о о о 

8 о о о о 1 о о о 1 

9 о о о 1 о о о

Выделим семейство максимально полных ,подгра,фов Ф. Для этого обра
т.имея к х; ,строке матрицы R. Выберем в ней [!ервый ненулевой элемент r1,4 и 
выmолним l!Iоэлементную конъюнкцию �первой и четвертой ,строк: М 1 ,4=
=0001001l101/\1101000100=00010Q01lOO. Так как в о,бъединенной стро,
ке М1,4 есть ненулевой 'Элемент, ,раоположенный в 7-й позиции, то выполняем 
конъюн,кцию М1,4 и 7-й строки. ,В результате получим М1,4,7 =0 О О 00 О 1 О 0/\ 
f\11 О О 1 О О О О 0 =0 О О О О О О О ,О. Об,разован ,пе,р·вый ал,емент (J)1 = {х1, Х4, х1}, 
соответствующий ,полному ,подграiфу ;графа G из семейства Ф. 

Рис. 3.17. Пример графа для ра'З1биения на оонове модифированной раскраски 
(а), ра�биение !Гра'фа (б) 

Далее снова о,бращаемся .к ст,роке 1 и ,проверяем, есть ли в ней ненулевые 
элементы, не вошедшие ,в <р1• Такой элемент есть - это r1,9. Обращаемся к 
9-й строке матрицы R и 01пределяем М 1,9 = О О О 1 О О 1 О 1 /\ 1 О О О ,1 О О 1 0=
=0 О О О О ООО О. Получаем <р2

= {х1, Xg}. 
Переходим ко 2-й строке ,матрИJЦы ,смежности и выделяем элемент r2,3. Осу

ществляем конъюнкцию строк и получаем М2,3 = О О 1ОО1ООЮ/\01 О 1 О 11 О О 0= 
=0 ООО О 1 О 00; М2,3,6 =О О О О О,1000/\01,100 00 00 =000 О 00 О О О. Тогда 
ера = {х2, Хз, хв}. 
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Продолжая анало·гично, выделяем подмножества ер4= {хз, Х4} и ер5= {xs, 
х8, x9J. На этом 'Выделение семейства максимально �10.лных подмно·жеств за,кан
чивает,ся Ф= {ер 1, ер2, ера, ер4, ер5}. 

Для ,рас.краски ,графа G пост,роим мат,рицу 
ер1 ер2 ер3 ер4 ер5 

ер1 3 4 6 4 6 

epg 4 2 5 4 4 
А= ер8 6 5 3 4 6 

ер, 4 4 4 2 5 
ер5 6 4 6 5 3

Элементы ,матрицы А определяются из ·выражения {3,22). В ,матрице выби
рае·м max а 'l'•II =а,.з. Получаем два полных непересекающихся подграфа ер1 и ера.
Теперь, удаляя в ка,ждом epi элементы, вошедшие 'В ер 1 ,Uерз, ,построим новое се
мейство Ф' ={ер'}= {х5, ха, х9}. Так ,как ,все вершины iГрЭJфа раооределены по 
полным подграфам, то .получено разбиение !Г1рафа 1на т,ри части: G1={X1, U,); 
G2 = (Х2, U2); Gз= (Хз, Ua), где Х1 =ер,= {х1, Х4, х1}; Х2=q>з= {х2, Хз, хв}; Хз= 
=ер' ={Xs, Ха, Х9}. 

Полученное раз·биение <rр,афа ·на три части с минимизацией внешних ,связей 
показано на рис. 3.17,б; К=12; Л(G)=9f2=·415. 

Рассмотрим итераU;ионные ,м-етоды �р,аз-биения 11рафов схем. 
Идея итерационных методов �разбиения закЛ1Ючается в выборе не
.которого �разбиения nр•а,фа с дальнейшими 1переста1новкам,и ве�р
шин или групп вершин из -одной ча,ст,и. 1в другую ,с целью ,м,ини1м-и
зации числа соединителъных �ребер. 

Сформулируем по,ста,новку задачи �ра-збиения r,ра,фа на ча,сти 
п�рИiМ•енительно к ите

1
ационным алгоритмам. Пусть задан граф

G= (Х, И), IXI =n, VI =m. Т�р,ебуется ·найти р-а-з,б,иение его на 
ча,сти ,с ма:к;симtИза,цией ,фуiНiщии 

l !UJ,JI
то = � � aii, (3.24) 

/=1 t=l

где т0 - общее число �ребер внутри ,воех ча,стей 1nр,афа G; l - чис
ло частей, на .которые разбивается граф;

aii= { 1, если VjEV;, j;
О в противном случае; 

Uj ,;- ,множество внутренних ребеn> Gj. 
Зададим ста,ндартную матрицу F= llfi.ill n , i, jEJ,= {1, 2, •.. , п}, 

в которой по главной диагонали расположен-о ,столько единичных 
·подматриц, на •сколько ча,стей разбива,е11ся граф G. Поряд1ок q-й
единичной подматрицы определяется числом вершин, :к;оторое
должно быть помещено в Gq.

В соответ,ствии ,с 1ра.з-биением мат�ри,цы F матрицу ,смежн,ости 
� графа G разобъем на подмат�рицы, что -отвечает .некоторо�му 
определенному �разбиению nра,фа G на ча,стн. 

Например, пусть задан граф G=,(X, U), изоtбраженный на рис. 3.16,а, ко
торый необходимо разбить на три ,части по iЗ, 3 и 2 вершины •в ка.ждой. Матри
ца для этого графа 
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2 

3 
4 

F= 5

6 
7 
8 

о 
о 
о 
о 
о 
о 

2 345678 
1

1
000000 
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Для простоты ,будем ,раз,бивать мат,рицу F на клетки, начиная с тех, ,кото
рые имеют наименьшее число элементов. Запишем теперь матрицу смежно·сти 
R графа G и разобьем ее на 1Подматр1Щы в •соответствии .с разбиением матри
цы F: 
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Указанное разбиение графа показано на рис. 3.18,6. При этом 

G= U Gi; G1 = (X1, И1); G2 = (X2, И2); Gз = (Хз, Из); Х1 = {Х1, Х2}; Х2 = {Хз, Х4, 
i=I 

Xs}; Хз = {Х&, Х1, ха}; И1 = И1,1UИ1,2UИ1,3 = {(х;, Xs), (х2, Х4), (х2, хв)}; И2= 
= И2,2UИ2,1UИ2,3 = {(хз, Х4), (х1, Xs), (х2, Х4), (хз, Ха), (хз, Х1), (xs, Ха), (х,, Хв)}� 
Uз = Uз,зUИз,1UИз,2 = {(Х&, Х2), (хз, Х1), (ха, хз), (ха, xs), (хт, Ха), (хв, •х�)}. 
Общее число внутренних ребер m0=2, а количество внешних ,связей К.=7. 

Рассмот�ри,м теперь �методику перестановки -строк и. столбцов 
матрицы R для увеличения т0• Для 1реа,пиза1ции ите�рацио,нноrо 
метода ,разбиения графа G введ:ем некото1рые -вспомогательные 
матрИ1цы и ощределим дейс11вия над ними. ОП1ределим ,матр,ицу 
М= llmi,jll n, i, jEl= {1, 2, ... , п} как �результат у�множения мат
риц F и R: 

(3.25) 

тоr:да элементы ,матрицы М �можно вычислить по ,следующим 
фо1рмулам: 

п п 

mi, j= �fi,qГj,q; mj, i= �fj,qГi,q-
q=I q=I 

(3.26) 

ЗамеТtим, что мат�рица М ,не обязательно симметричная, т. е. в 
общем случае mi,j=l=mj,i, если i=I= j.
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Для графа G рис. 3.18,а, используя матрицы R и F, построим матрицу 
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Рис. 3.18. Пример графа для итеl)ационного метода (а) и его равбиения: пер
воначальное (6), ,после ,перестановки вершин х2, х5 (в), окончательное (г) 

Используя выражения (3 .. 26), о,пре.целяем З1Iачения mi.i и m3,;: 
п 

m1,1 = � f 1,qr1,q =f 1,1r1,1 + f 1,2r1,2+ f 1,зr1,з+ f ыrы+f 1,sr1,5+ f 1,6'1,в+ f 1,1r1,1+f 1,вrц = 

q=1 

п 

m1,2= � f1,qГ2,q =f1,1r2,1+f1,2r2,2+f1,зr2,з+fыr2,4+,f1,sr2,s+f1,вr2,5+f1,1r2,1+f1,�r2,в= 

q=1 
= l ·0+1l ·О+О·.О+О· 1 +О·О+О-:1 +0·0+.0·0=0. 
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Продолжая аналогично, определяем, например, элемент 
п 

m7,3= � f мrз,q = f 7,1rз,1 +f1.2rз,2+f 7,3Гз,з+ fыrы +f 1,srз,s+f1,вГз,в+f 7,7Гз,1+ f 7,ВГз,а = 

q=l 

Процесс вЫl!Iолняется до тех [Юр, пока ,не 1будут н·айдены все элементы -мат-
рицы М. 

Введем ,мат,рицу V=llvцlln, i, jel={l, 2, ... , п}. Матрица V строится пу
ll'ем 111оэлементного перемножения матриц F и R: 

rде F - инверсия матрицы F. 
Для рассматриваем°'го примера 
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V=FXR, 

3 4 5 6 7 8 

о 

о 

о 

1 

l 

l 

1 1 1 1 

l l l 

о о l l l
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(3.27) 

Элемент v;,; матрицы V определяется ,по формуле v;,;=т;,;r;,;, где Ti,i 
элемент матрицы F. 

0rме'11ИIМ, чrro маrr.р,ица V является ш11М·мет.р1иq�ной m.ност'!'елыю гла�111ой 
;11;кагонали, т. е. v;,;=v;,;. 

Иапользуя матрицы F и R г,рафа G на ,рис. 3.,18,а, по формуле (3.27) 1110-
строим матрицу 
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Элементы первой строки матрицы V равны: V1, 1 
= r1 , 1(1 , 1 

= 0; 
t11, 2 = r 1, 2(1, 2 = 0; V1, з = r 1, зf1, з = О; V1, 4 = Г 1, 4(1, 4 = 0; V1, 5=Г1, 5(1 , 5= 1; 
v,, в = r1, вf1 , в = О; V1, 1 = Г1, 1(1, 1 = 0; Vi, s = r1, sf1, s = O. Все остальные 
матри,цы V определяются аналогично. 

С помощью введенных матриц М и V построим матрицу Р = 
=IIPi,;lln, i, jEl={l, 2, ... , n}.
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Матр,ица Р опр-еделяет,ся с помощюо ма11риц М ,и V •следующим 
обр,азом: 

P=M-V. (3.28) 
В •вЫJРа,жении (3.28) и,опользуе11ся поэл,ементное вычитание. Ес

ли вм-есто М и V подставить ,выражения (3.2'5) ,и (3.-27), то :полу
чим� 

Р= (F@R)-(FX.R). (3.29) 
Из ,спо•соба ,построения ,следует, что ,ма11р•и1Ца, Р ,несимме'f1РИЧ

ная, Pi,i=FPi,i, поэтому о.:mредел,и,м ,ее элементы, �ра,сположенrные 
по разные ,сто�роны главной диагонали: 

Pi, 3= mi, 3-Vi, 3= ( i fi, qГj, q)-fi, jГi, i; 
q=l 

Pi, i = m3, i-Vi, j= ( i fi,qГi, q}-fi, 3Гi, i• (3.30) 
q=l 

По формулам (3.30) построим матрицу Р для графа G (рис.
3.18, 6): 
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По1Кажем, например, 1ка,к вычисляются элементы четвертой стро
ки: p4,1= m4,1-V4, 1

= 1-0= 1; p4,2= m4,2-V4,2= l-l= 0, р4,з= 
= m4, з-V4, з= 1; р4, 4= m4, 4-V4, 4= 1; Р4, s= m4, 5-V4, s= 0; Р4, &= 
= m4, в-V4, в= О; Р4, 1= m4, 1-V4, 1= 1; Р4, в= m4, в-V4, в= 2. 

Осталыные элементы матрицы Р определяются аналогич,но. 
Для ма,ксимизации iфую<Jции (3.24) !После 1р•азбиения необхо

дИJмо выбрать 1в 11рафе 1па,ру ,вершин, принадлежащих �разным ча·с
тям в �раз-биении (па1ру СТJрок и ,столбцов в ,ма11рице R, принадл·е
жащих �разным подма11рицам), и .переставить -их, если значение 
т0 ув,еличи11ся. Для пере�ра,з-мещения ,вершин Xi и х3 .между частя
ми разбиения (пер,естановки с11р-ок ,и столбцов ,ма11ри,цы R) вве
дем ,понятие перестановочного коэффициента.

(3.31) 
Заметим, что вершина, Xi лежит в Gi= (Xi, Ui), а вершина х; 

лежит .в 03
= (X3U3). С помощью выражений (3.-29) ·и (3.30) Olnpe-:

делим ,коэффициент 'l'Jii: 
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" " - ,а

'l')i,; = [( � fi,qГj,q)-fi,jГi,j] + [( � f;,qГi,q)-fi,jГi,;]--f_(�fi,qГi,q)-
q=l q=l q=I 

" 
-r i, if i, i]--f. ( � f ;,qr ;, q) -f ;, ;r ;, ;].

q=I 

Заме11им, что ра,с.сма11риваю11ся I1р•афы без �петель, поэто.му эле
менты ма11ри�цы R, �ра,сположенные по главной диагонали, ,равны 
нулю, т. •е. Гi,i = r;,;=0. Так ,как 'Y)i,i и-м,еет ,с.мысл ,находить только 
дл� вершин, лежащих 1В �р,азных ча,стях, то ,в этом ,случае fi,;= 1, 
Гi,ifi,; = ri.J. Тогда пер,естановочный коэффициент п�римет ,вид 

" " " " 
'Y)i, ; = � fi, qГj, q+ � f;, qГi, q- � fi, qГi, q- � f;, qГj, q-2Гi, j. (3.32) 

Q=I q=l q=I q=I 

Максималь·ное знач,ение 1Ji.i>0 является у;словием для [Iере
становки ·вершин из одной част,и в другую ,с целыю ,максимиза�ии 
фуНКII!ИИi (3.24). Коэффициент 'Y)i,i определяет, ,как ,изменится чис
ло внешних р,ебер м-ежду Gi и G; 1по,сле пер-естановки вершины Xi 
в G i, а В·ершины х; в G ;. 

Разность 
(3.,33) 

у,казывает ,на И3Менение числа, ,связей �между теооТ1ветствующ,ими 
подI1рафами ,щр•и тпер,еста:новке вершин Xi и Xi из одного .в другой. 
Зам,ети1м, что ·если 1Ве�ртШины Xi, х; -с�м,е*НЫ, то ,в ,вьюр,ажение (3.33) 
необходимо ввести пощравку на величину Si,.i, равную числу �ребер 
между Xi и х;. Так как после пер-естатновки вершин указанные 
peQpa оста,нутся ,в ,общем числе внешних ,свяэей, то их число вы
читае11ся и·з Лтн. Тогда· ,получим 

'Y)i, ;=тЛmi , ;-2si, .i· (3.34) 

_ Не11рудно за,м-е11ить, что числа Si,i предстаiВляют собой элемен
ты vц, которые захлюч,ены в ,матрице V. Получив матрИlцу Р= 
=M-V и вычислив по формуле (3.34) кюэффициент 'Y)i,i, опреде
лим действительное -иЗlмен,ение числа •связей в �р•азбиении после 
пе�р•естановк;и ,вершин XiEXi ,и х3ЕХ;. Сле�дО1Ватель,но,, -есл,и 'Y)i,;<0, 
то число �ребер между Gi = (Xi, Ui) и G;= (Х;, И;) после пе�реста
новки вершин XiEXi и Х;ЕХ; увеличива,ется, есл,и TJi,s=O - не 
изменяется, 'Y)i,;>O у�м,еньшается. Та.к как к�ритерием дан,ного ,ите
,ращион.ного алгоритма, разбиения является ,макс.и.маль,ное число 
,ребер внутр-и частей, то �перестановку вершин •между частями н-е
обходимо выполнять rnpи 1Ji.i>O. 

За,метим, что для нахождения 1перестаново,чного коэффициен
та 'Y)i,.i .можно исполь;=ювать как 1вЫ1р•ажение (3.31), так ,и (3.32). 

Для рассмотренного графа G, изображенного на рис. 3.18, а, 
используя выражение (3.31), определяем перестановочные коэф
фициенты Т)1,з = Р1.з+Рз,1-Р1,1-Рз,з = О+l-О-l = О; 1)1,4 = 1; Т)1,s = 

-=О; Т)t,6 = 1; Т)1, 1 = -l; 1)1, в = -1; Т)2, з =О; Т)2, 4 = -l; 'Y)2,s = 2; 
1)2, 5 = 0; ТJ2, 1 = 0;u'f)2,s = 0. 
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Выбер,ем .максимальный: положительный коэффиПJИент т�2,5 =2.
По,сле пе�рестановки ве�ршин х2 .и; xs из одной ча,сти в друr)Ю, что
показано на �ри,с. 3.18,в, получи,м ч.исло внешних ребер К=5. Об
щее число внут�ренн,их ребер r = 4. 

По,сл,е ,перестановки !Второй ,и пятой строк ,и ,стол,бцов �матрица
R црафа ,на рис. 3.18,а прим,ет ви�д (от,м,ети,м, что ,ма11рица F оста
еrея .неизм,енной на, �всех шагах алго�ритма) 
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Онова оmределим ,перестановочные ,коэффициенты для вершин 
Х1 ,и: xs ,из пе�рвой части �разбиения nрафа G по формуле (3.32): 

Т\1,з = (�; f1,q rз,q) + (f fз,q r1,q '
) 

_ ( f f1,q r1,q)-
q=I q=I \q=I 

-(:± fз,q rз,q)-2r1,з = (f1, 1 rз,1 + f1 ,2 rз,2+ f1,з rз,з + f1 ,4 rз,4 +
q=I 

+f1,s rз,s+ f1,6 rз,6+ f1,1 rз,1 + fц rз,в) + <fз. 1 r1,1 + fз,2 r1,2+ 
+fз,з r1,з+ fз,4 r1,4 + fз.s r1,5+ fз,6Г1 ,6+ fз. 1 r1 ,1 +fз.в r1,в)
-(f1,1 r1 ,1 + f1,2 r1 ,2 + f1,з r1,з+ f1 ,4 r1,4+ f1,s r1,s+ f1,6 r1,6+
+ f1 ,1 r1.1+ {1 .вr1 .в)-(fз,1 rз,1 + fз,2 rз,2+ fз.з rз,з + fз.4 rз,4+

+fз,5 rз.s+ fз,6Гз,6+fз,1 rз,1 + fз.вrз,s)-2 r1 .з = -2;
Т\1,4 = -З; Т\1,2 = -2; !11,6 = -l; '!11,1 = -2; !11,в = -l; 

f!s.з = -2; Т)s ,4 = -3; Т)s,6 = 0; ris,1 = -1; ns.s = -1; Т)s,2 = -2. 
Так как вс•е коэффициенты от�рицательны, то пер,еставлять верши
ны из G1 не имеет с•мысла. Оп�ределим перестановочные коэффи
циенты для возможного пер,ераз,мещения �вершин между G2 и G3
·исследуемого графа: 

8 8 8 8 

Оз,& = � fз. ч'в, ч+ � fв. ч'з, q- �fз. qГз, ч-� fв, ч'в, ч-2rз, в = З; 'l']з, 1= 
q=I q=I q=I q=I 

=-1; Т}з.в = -1; Т}4,в =-1; '1']4,7 =-l; Т}4,в =-l; '1']2,в = О; '1']2,1=0; 
Т12, в= О. 

Выбираем максимальный положителыный коэффициент Т)з,6 = -3 1и 
меняем местами вершины х3 и хв. Получим, что число ребер ,в сече-
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НИИI ,nрафа К=2. Общее число 1вну11р•енних р,ебер m0=7. Разбиение
гр,а,фа шосле ,применения указанной опера1ции изображено на рис.
3.18,г. 1Ма11рица ·омежности R' �после перестановки третьей и шес
той ,с11рок и, столбцов примет 1вид 
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Снова определим переста,но.воч·ные коэффициенты по формуле 
(3.34) для ве,ршин второй ,и третьей частей: '1']6,з= -3; '1']6,7 = �4; 
'1']6,в = -4; '1']4,з= -4; '1']4,7= -З; '1']4,в =-3; '1']2,з= -3; '1']2,7= -4; '1']2,в

= 

=-4. 
Так ,как ,все коэффициенты 'l'];,j от1рицательны, то дальнейшая

перестано·вка вершин нецелесообразна. На этом ите1ра:ционный
алгоритм разбиения прафа ,с минимизацией числа ,соединительных
ребер зака.нчивается. Таким 061разо.м, изображение на рис. 3.18,г
представляет ,собой окончательное ,разбиение nрафа G (см. 1рис.
3.1,8,а). 

За,метим, что ,методика ,разбиения ,рассмот1р•ена, для Г\рафов с
однощратными 1ре6рами. Предложенный алго1р,итм в равной ·степе
ни применим ,и для ,мультигр·афо·в. В этОIМ случае в формуле
(3.32) за значение r;,j щринимается сумма �ребер, •соединяющих
нерiШины х; и Xj .мультиnрафа. 

Рассмотрим теперь �методику дихо-томического 1раз6иения пра
фа схемы, .заданного мат,р.ицей ,смежно·сти, на части ,с и,спользова
нием чисел 1связност.и. Для каждой вершины графа введем число
вую ха�рактеристику, использующую локальную степень этой вер
шины. Эта ха'р,акте�ристика, должна ко·личественно оценивать связь'
ра,соматр·иваемой ,вершины ,с другими, лежащими внутри ча,ст,и 
1ра.збиения, 1по отношению к вершинам, ,находящимся вне этой 
ча,сти. На,зовем ,a(xkl числом связности ве,ршины Xk, щричем 

( ) r rk (G;)-rk(Gj), если XkEXj;а Xk \= 
(rk(Gj)-rk(Gj), если XkEX;,

где rk(G;) - число ребер, соедИ1няющих �вершину Xk с вершинами 
G;=(X;, И;); rk(Gj)- чиcлo ребер, соединяющих �вершину xk с 
вершинами Gj

= (Xj, U;). Поясним понятие числа ·связ,ности на
щр.имере графа G, разбитого на две ча,сти G1 и G2 (:рис. ЗJ 9). 
Тогда числа связ,ности для вершин G; опр·еделят.ся ,следующим об-
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разом: а(х1) =r1(G2)-r1(G1) =1-2=-1; а(х2) =0; а(хз) =+1. 
Для ве�ршин G2 ,числа ,связности 0П1ределятся: а(х4) =r4(G1)
-r4(G2) =1-3=-2; a(xs)=0; а(хв)=-2; а(х1)='2. 

Очевидно, что число ,связности может быть ОТ1рицательным, 
положительным и. 1ра,вным нулю (a(xk) :; О). Физический 1с,мысл 
числа связности следующий. На-
пример, а(х1) =-1 означает, что , - -----------, ,. / \ ,,,, при перестановке вершины Х1, ле- , x,)-----;Xz \ 1

жащей в G1, в G2 число ребер в 1 } - 1 1сечении увеличится на единицу. \ 1 
Значение а(х2) =0 говорит о том, \._ __../ 
что перестановка вершины Х2 из 
G1 в G2 оставит без изменения 
число соединительных ребер 1

• 

Рис. 3.19. Граф G после раз,биения 
на две части: 01 и G2 

Теорема 3.4. Перестановка. двух произволь·ных ,вершин XkE 
EXi и XzEXj(XiПXj=.0') приводит к уменьшению числа соедини
тельных 1ребе�р в .сечении если: 

а) ве�ршина Xk не ,смежна вершине х1 и .выпол,ня.ется неравенст
во 

(3.35) 
б) вершина Xk :смежна вершине Xz и ,спра·ведливо .неравенство 

az+ak>2. (3.36) 
Доказательство. Очеви,дlНо, что перестановка вершин из одной час1'и в дру

гую ,целесообразна лишь в том случае, если 

Лk;,;=k;,;-k';,;>0, (3.37) 

11де k';,; - Ч!ИСJю :ре.бе.рно110 ооед1ш11Ея11ия G; и G; 11юме n<еJрос•тЗJ111овки ве�ршИIН X1t. 
и xz; Л.k;,; - приращение в результате перестановки вершин Xk и xz. 

Рассмотрим тепе,рь ·во-зможные случаи смежности вершин, указанные в 
теореме: 

а) ве,ршины Xk и xz не 'смежны. Тогда до перестанов,ки k;,;=rk(G;) + 
+rz(G;), а после �перестановки k';,;=rk(G;) +rz(G;). 

Подставляя значения k;,; и k';,; в выражение (Э.38), получаем Лk;,;= 
=rk (G,) +rz ( G;)-rk ( G;)-rz ( G;) =ak +az>O. 

б) вершины Xk и xz смежны. В этом случае необходимо учитывать появле
ние новОtГо ребра, соединяющего G; и G;, инцидентного вершинам Xk, xz. Тог
да k;,;=rk(G;)+rz(G;)---H. Единица вычитается, так как при подсчете числа 
соединяющих ребер G;, G; ребро Uk,l учитывалось дважды. По,сле перестановки 
вершин Xk, х1 1полу,чим k';,;=,rk(G;)+r1(0;)+1. Единица при·бавляется, по
скольку реб,ро Uk,l остается соединяющим после перестановки Xk и xz. Теперь 
Лk,,;=rk(G;)+rt(G;)-1-rk(G;)-rz(G;)-1>0 или ak+az-2>0*>, что и тре
б1Эвалось доказать. 

1 Будем использовать также обозна,чение ak вместо a(xk), 
�) В общем случае для мультиг,рафов неравенство принимает вид az+ 

+ak>2rц.
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Приведем ,маТJl)ицу .смежности графа, .показанного 1на �рис. 3.19: 
1 2 3 4 5 6 7 

1 О 1 1 1 О О О 
2 1 О 1 О 2 О О 
3 1 1 О О О О 3 

R=4 1 о О О 2 1 О 
5 О 2 О 2 О О О 
6 О О О 1 О О 1 
7 О О 3 О О 1 О 

Рассмотрим шер,вую ,строку этой матрицы II0IHOO0\I. Пер,вые т�ри 
элем,ента ма11р,юцы r1,1 = О, r1,2 = 1 и r1,з = 1 ,соответствуют ,внуТJl)ен
,ним �ребра,м (х1, х1), (х1, х2), (х1, хз) части G1. Эл•ементы r1,4, r1,6, 
r1,б ·и r1,1 •соот,вет,ствуют соединяющим ,реб�ра,м вершины х1. Тогда 
а(х1) 1по 1ма11р,ице .смежно,сти можно определить сл,едующим обра
зом: а(х1 ) = (r1,4+r1,s+r1,6+r1,1)-(r1,1+r1,2+r1,з) = 1+0+0+0-0-
-l-l =-11.

В о-бщем виде для разбиения матрицы R= llrцlln ,на две под
ма'l)рицы R1 и R2, где i, jE::I= {1, :2, ... , п}, число ,с,вязностИ' 

1 � Гk,J- � Гk,l; 

а {xk) 
= JeF lel 

�rk,1- � rц, 
lel JeF 

(3.38) 

где lE.l= {1, 2, ... , р}, jE.F= {p+l, р+2, ... , п}, причем ,строка 
XJ принадлежит подма11р,ице R2, а ·ст�рока xz - подмат�р,и,це R1, kE. 
Е::/ = {1, 2, ... , п}, р- 1ста�рший ,индек;с подматрицы R1. 

Иопо·льзуя фо�р,мулу (3.38), подсчитаем знач,ен,ия чисел ,связ1но
с11и для .каждой ·строки �матрицы и, введя дополнительный ·сrол,бец 
к мат,рюце R, запишем их: 

1 
2 
3 

R=4 
5 
6 
7 

1 2 3 4 5 6 7 Gtk,q 

О 1 1 1 О О О -1 
1 О 1 О 2 О О О 
1 1 О О О О 3 1 

1 О О О 2 1 О -2 
О 2 О 2 О О О О 
О О О 1 О О 1 -2 
О О 3 О О 1 О 2 

Рассмот.рим основную идею итерационного алгорит.ма �разбие
ния nрафа G, заданного ,матрицей ,смежности, на части с мини
мизацией числа соединительных ребе�р. 

Ра,збиение ·графа G= (Х, И) на l частей G1= (Х1 , И1 ), G2= (Х2, 
И2), ... , Gz= (Xz, Иz) ·сведем к .последовательному �разбиению ,на 
две части. С этой ,целью ,в ма'l)рице R будем выделять по главной 
диагонали две под,ма11рицы: R 1 и R2. Пр,и �этом порядок под:мат-
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�рищы R1 1при�ра1вняем к числу �вершин, которые должны ,находитьсsr 
·В ,первой части, а поtрядок �подма11рицы R2 - к числу всех осталь
ных вершин nрафа. Необходимо так пер,еставить •с11рок;и. ,и столб
цы ,маТ�рицы R, чтобы число ipeбeip ,между G1 ,и G2 было 1мин.и
мальным. После этого подма11р�ицу R1 из 1МаТ1Рицы R ,исключи,м
путем •вычеркивания из R ,строк и ,стол-бцов 1соответ•с�вующих эл,е
ментов. Далее подма11рищу R2 разобьем снова на две 1подматр•ицы
R1

2 и R2
2 так, чтобы по�ря1док R1

2 ,соотв•етствовал числу в•ерши,н
вто�рой •выделяемой части, а порядок R2

2 - числу оставшихся ве�р
шин 11рафа. Произведем 1пер,естановку ,с11рок и •стол,бцов· R2 дЛSI
минимизации числа ,соеди�нительных ребер•, после чего подматри
цу R1

2 исключим из R2 ,и :п�рощесс повтоtрим аналогично до тe:it,
по1р, ·пока :не ·будет выпо,лнено разбиение графа G на l частей.

Итерационная ча,сть алгорит,ма заключает,ся в ,выборе по за
да,нному ,пра·вилу оп�ределенных СТIРОК ·и стол,бцов 1маТ1рицы R •И пе
�рестановке их ·с целью минимизации числа ,соединительных ребер, 
что соответст,вует ,соор,едоточению в диагональных под,матрища:,с 
матрицы· R ,максимального числа элементов. С этой щелью по. 
-строим прямоугольную ма11рицу B=llbi.illntX<n-ni>• в кото�рой стро.
ки определяются вершина1ми ,из .множества /, а столбцы - из мно..
жества F, iEl={l, 2, ... ,l-1}. На пересечении k-й .сТ1рОК!И (kE/)
и q-ro столбца (qEF) нах0tди.м

(3.39)
где rk,q - элем•ент матрицы смежности R.

Элемент bk,q ,ма11рицы В ха�ра.кте�ризует ,изм,енение числа соеди ...
нительных ребер между частями Gi и G; п1ри пе�рестановк;е вер ...
шин XqEXi и XkEX;. Используя матрицу В, можно найти подста.
новку, которая увеличит число элементов в подматрищах R1 � 

R2. Дал1,нейшие щро1цеду�ры выполнЯlются аналогично до тех пор.
пока •В подм·атрице R1 не ,будет ,соор•�оточ,ено· .макси1мальное чи,с.
ло ,единиц, т. е. не ·будет !Получен локальный ,минимум.

Заметим, что ,при работе алтор·итма число итератий, время ре.
шения и оптимальность �результата .в з.начит,ель�ной ,степени за..
висят от того, ,насколько удачно выб�рано начальное �разбиение
ма11рицы •смежности графа ,схемы. Для устранения этого недо•стат.
ка можно прим,енять алrори11м несколько раз для ра.зличных ,на. ...
чальных условий.

Сфо�рмули�руем итерационный алгоритм �разбиения IlP•aфa G ,а�
ча•сти, выполняемый по ,матрице ,смежности, в котором жшользу.
ется прино;ип 1Попа·р.ных �перестановок •ве�ршин ,из 01дной ча,сти 11
д1ругую.

1°. По графу G строим 1ма11Рищу ,с:ме�ности Ro порядка п. Пе.
реход к 2°.

2°. В матрице Ro графа G выделяем подматрицу порядка.
ра1вноrо числу элементов n1 в G1. �МаТ1рица Ro др.и ·этом разбива.:
ется на две подма11рицы: Ro,1 ,и Ro,2. Пер,еход 1К 3°.

3°. По матрице Ro находим числа ,связности ak и aq и ·строи . ._.
матрицу 80. Переход к 4°.
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4°. Используя ,вспо1мо,гательную мат.рицу Во, определяем мак
симальный поло,ЖJительный элем•ент Ьk,ч• Если таких ·элементов не
сколько, то J3Ыбщраем та.1юй, ,соответ,ствующие кото�рому ,верши
:ны xk ,и Xq имеют меньшую локальную степень. Осуществляем пе
р,естановку ,сТ!рок ,и •стол-бцов k и q •В ,ма:црице R0. Получа,ем ,мат
р·ицу R 1

0, •Изоморфную матрице Ro. Пе�р,еход ,к ·5°. Бели 1в ма11рице
Во �нет положительных элементов, то ,пере:,юд к 6°

.

5°. Выполняем последовательно лун,кты 3°, 4° алгор,итма для 
1Ма11рицы Ro,1- Аналогичные 1пр,еобразова,ния ВЫ!ПОлняем с ,ма11Рица
ми R2

0, • • •  , Roi- 1 ,(j -1ном-е�р �цикла повторения ,пункто,в 3°, 4°, гд:е 
Roi-1 

- матрица см,ежности, для которой в Bi .не оодержится ,ни 
один поло,жительный ,эл,емент. 

6
°

. Исключаем из Г1Рафа G часть G 1 , ,со,ответ,сТJвующу�ю лодма.т-
1J)Ице R1 , полученной ,в ,результате 1выпоЛ1Н·ения 1пу,нктов 1 °--5° а,л
г,оритма. Пер,еход к 7°. 

7°. :Повто1ряем ра,боту пункто·в 1
°

-6
° алго,ри:r�ма для 11рафов с 

ма11ри1цами ,ам•ежнос11и R1., R2, ... , Rz-1. Пер,е:,юд к В0
• 

В0
• Получаем �р,азбиение графа G ,на l ча,стей G 1 , G2, ... , G1 с 

числом вершин в каждой части ,соответственно n1, n2, .•. , п1. Ко
нец �ра,боты алгориТ1ма. 

Рассмотрим ра1боту алгоритма на примере разбиения графа G, изображен-
ноrо на рис. 3.20, на тр,и ·части, ,содержащие соответственно '4, 3 и '3 вершины. 
Запишем матрицу смежности Ro графа G: 

1 2 з 4 5 6 7 8 9 10 а,., aq 

1 о 5 о о о о 4 о 1 о о 

2 5 о 1 о о о 1 1 о о -4
3 о о 2 1 о о 3 о +2
4 о о 2 о 1 о о о о о -1

--

5 о о 1 о 1 о о о 1 о 

Ro = 6 о о 1 о 1 о о о о о о 

7 4 о о о о о 1 1 1 +2
8 о 1 о о о о 1 о о -1
9 1 о з о о о 1 о о +2

10 о о о о о 1 о о о -2

Разо,бьем ее на две JПодмат,рицы: Ro,1 к Ro,2 - и ОIП•ределим числа связности по 
формуле •(3.38). 

Используя выражение ,(,3.39), 111остроим мат,р,и.цу 
5 6 7 8 9 10 

1 о О -6 -1 о -2 
2 -4 -4 -4 -7 -2 -6

Во = 
3 о о +4 +1 -2 о 

4 -3 -1 + 1 -2 + 1 -3

На!IIример, елементы Ь 1,5, Ь2.8, Ь3,1 матрацы Во определяются следующим об-
разом: Ь1,5 =а1 +as--.2r1,5=0+0-Q•0=0; b2,& =a2+as--2r2,& = ---4+ (--4)'--2•1= 
=-7; Ьз,1 =аз+а1-2rз,1= +2+2--.2•0=+4. 
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Из ,ма.трицы В 111олучаем, что для минимизации числа ,соединительных ре
бер между частями Go,1 и Go,2 графа G в матрице Ro необходимо переставить 
третьи и седь'Мые строки и столбцы, что соответствует переразмещению ве.р
ШИIН Ха .и хт. После ВЫIП10JШ1,еmия ук;аваюной процедуры МЭJТрИIЦа R'o П1р,ИН1111мает 
вид 

1 2 7 4 5 6 3 8 9 10 a1i,q 

о 5 4 о о 

2 5 о 1 о о 

7 4 1 о о о 

4 о о о о 1 

о о о 1 о

R'o = 

6 о о о о 1 

3 о 1 о 2 1 

8 о 1 1 о о 

9 1 о 1 о о 

10 о о 1 о 1 

Рис. 3.20. Пример ,графа для раз
биения на о,снове чисел связности 
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Рис. 3.21. Гра,ф (см. ·рис. 3.20) пос
ле �п�рестано,вки вершин х3 и х1 

Граф G nосле перестановки вершин Хз .И Х1 изображен на рис. 3.211. По-
строим матрицу 

5 6 3 8 9 10 
-10 -10 -10 -7 -12 -8

2 -6 -6 -8 -5 -6 -4

В'о = 7 -4 -4 -4 -3 -6 -4

4 -1 +1 -3 +4 +1 +3

Для максимальной минимиза,ции числа соединительных ребер между ·частя
ми ·графа на данном шаге нео,бходимо •выбрать элемент Ьы = +'4 и 111�реставить 
чеТ1111ерты1е 'И в.осьмые 1С11р•ок;и ,и ,столбцы ма11Р·ищы R'o, Ч'11О соо'I'в,еrетвует ,rrepooтa
iНOiВiК<e вершки Х4, хв в J:1рафе G (�см. ,ри,с. 3.21). Гр•аф G, •IJIОЛу�чоонЬ!'Й в .резу,ль
тате перестановки вершин Х4 и х8, ,показан на рис. 3.22. Если определить козф-
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фициенты связности ,по Ro", то ,получим ал, aq =s;;;0, следuва,тельно, строить мат
,�ицу Во" не будем, так ·ка,к в ней не найдется ни один ЭJiемент Ьл,q>О и в 
rрафе G на данно•м шаrе нет 1пары вщ,шин, •перестановка которых уменышит К.

�,ца.ляя ,нз •маn:рщы R"o л,о�дма11J)IН!Цу Ro,1, получа,ем м,a'llP'IIIЦ}' R1. Разобьем ее иа 
-две подматрицы: R1

1 и R2
1. Порядок R1

1 определяется числом вершин в G2. 
Граф G' после ,ра.з1битен1ия ·и�меет •Вlи,д (рис. 3.23) 

5 6 3 4 9 10 a,., qaq 

------------...... 5 О 1 О о 

/,,,.,,,.
.,,... 

6 о о о о -2 
' 
f 

3 1 о 2 3 о н._ 
', ....... �,=:::::.--1-----

R1= 
4 о 2 о о о +3 

-- ------- G'· 

Рис. 3.22. Перестановка вершин 
Х4 И Хе 

\ 
\ 
/ 

,/ 

9 о о 3 о

10 о о о 

Построим матрицу 
4 9 

s +1 +з
81 = 6 + 1 + 1

3 +2 О 

о 

о 

о 

о 

10 
-1
-1

+4

+з
+1

Выберем элемент Ь3,10 =аз+а10----2r3,10 = +3+ l---'.20 = +4. �Переставляя третьи 
и десятые строки и стол,бцы матрицы R1, получаем 

5 

6 

10 
R'1 = 4 

9 
3 

5 6 10 4 9 3 a,.,q, aq 

О 1 1 1 О О 
о о о о о 

О О О О О -1
;.._...;..--1:__---11 
1 О О О О 2 -1
О О О О О 3 -3

11 0 2 З О -3

..,,,,-----
,,.-.-_____ -........ 

..... 

' 

1 

' 
1 

.,,.,, 
,...._ .,.,,........... ____________ .. .,,,,. ..... _________ ,,.,,.

,,J

Рис. 3.23. Граф G'=G/Go 
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Рис. 3.24. Г.раф G' после пе
рестаnrовюи ве�рши,н Хз и Xto 



ftРЗФ пOCJJe перестаnювки �ерm111н 
тогда запишется в виде 

5 

8'1= 6 

10 

Хз 'И 

4 

-3

-1
-2

Х10 п.р111веден на ,р!ИIС. 3.24. М11111РJ11Ц111 8' 1 

9 3 

-3 -5

-3 -5

-4 -4 

В матрице 8'1 нет положительных элементов, следовательно, на этом за
канчивается работа алго,ритма. 

Граф G по·сле разбиения на 

Рис. 3.25. Окончательное ,раз,биение 
графа i(см. рис. 3.20) 

Рис. 3.26. Фрагмент 
схемы 

!Можно за счет усложнения процедуры, заключающейся в пере
становке групп вершин, получать лучшие решения получаемого 
разбиения. 

Рассмотрим алгоритм ит,ерационноrо раз,биения схемы, когда 
в качестве модели используется гиперграф, заданный матрицей 
инцидентности. Для фрагмента схемы (рис. 3.26) матрица, задан
ная списком, примет вид (здесь первый столбец соответствует 
номерам элементов, а второй - номерам цепей фрагмента схемы) 

-[Х1] [1] 

[Х2] [2] 

J = [Хз] [2] 
[Х4] [l] 
[Х0] [1,2] 

_[Х6] [2] _ 

Разбиение схемы S на l частей S1, S2, ... , S1 сводится ,к много
кратному разбиению матрицы I на две части 1 1 и 12 так, чтобы 
число строк в 11 соответствовало числу элементов, которое необ
ходимо поместить в S 1, а число строк в 12 - остальным элемен
там S. Затем производится перестановка строк из 1 1 ,в 12 по задан
ному критерию с целью минимизации внешних связей. Далее S1 
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исключается из S, 1 1 исключается из 1, матрица снова разбивает
ся на две части и процесс повторяется, пока схема не будет раз
бита на l частей. 

При работе итерационных алгоритмов важным является дод
счет числа внешних связей. Для этой цели можно перейти от «пла
вающей» информа,ции о ,цепях к построению покрывающих де
ревьев. Однако ,в этом случае могут ,быть минимизированы фраг
менты цепей, которые исключаются построением другого покры
вающего дерева. Поэтому перестройку цепей ведут после �каждого 
шага алгоритма таким образом, чтобы минимизировать число 
внешних связей. Подсчет К оснО'ван на том утверждении, что цепь, 
инцидентная только элементам одной из ча•стей ,схемы, внешних 
связей не образует. Если цепь инцидентна элементам обеих ча
стей раз-биения, то ее можно перестроить так, что в ней будет не 
более одной внешней связи. 

Перестановку строк I между 11, 12 необходимо вести таким 
<>бразом, чтобы возможно большее число цепей находилось пол
н.остью или ·в 11, или в 12. 

Общее число внешних связей К по I можно определить следую
щим образом. Выбирается первая строка из I и выделяется номер 
первой цепи, инцидентной х1• Просматриваются строки из 12. Если 
хотя бы в одной строке 12 встретится такой же номер, следователь
но, эта цепь образует одну внешнюю связь. В остальных строка 1х 
11 иаключается номер рассматриваемой цепи. Производится пере
ход 1к следующей цепи, и операции продолжаются аналогично. 
Затем суммируется число цепей, о,бразующих ·внешние связи, и 
в результате получаем число внешних связей, инцидентных Х1. 
Такая же процедура проводится для всех стро,к 1. Общее число 

п, 

внешних связей К= � Ki, где Ki - число внешних связей, инци
i=l 

дентных Xi элементу; n1 = 1Х11-
Перестановочный коэффициент определяется следующим об

разом. По матрице I для каждой строки подсчитываются числа 
овязности ai. Числа связности для X.,;El 1 вычисляются как раз
ность между числом фрагментов цепей, ведущих в 12 и лежащих 
в 1 1 . Для элементов XiEl2 числа связности определяются как раз
ность между числом фрагментов цепей, ведущих в 11 и находящих
ся в 12. 

На основе чисел связности определяется коэффициент bi, 3, по
казывающий, какие строки ie:1 1 и je:12 необходимо поменять ме
стами в I для минимизации К: 

(3.40) 

где ai, а3 - числа связности; ai, 3 - число фрагментов цепей, со
единяющих элементы Xi, х3; с - коэффициент, позволяющий учи
тывать изменение числа внешних связей К при «плавающей» ин
форма,ции о ,цепях при перестановке элементов Xi, х3• 

Рассмотрим работу итерационного алгоритма на примере 
фрагмента схемы, изображенного на рис. 3.26. Схему необходимо 
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ра:збить на две rчасти по три элемента в �каждой с минимизацией 
числа внешних связей. 

Матрицу I разделим на две части: 

[Х2] [2] 11 
-[Х1] [l] -

} 
1 = [Хз] __ [2] --

[Х4] [1] 
} [Х5] [ 1,2] 12

_[х6] [2] _ 
Для элементов строк 11 и 12 определим ,числа связности: а1 

= 2; 
а2 = 1; аз = 1; а4 = О; а5 = 1; ав = 1. Вычислим значения перестано
вочных коэффициентов: Ь1, 4 = а1 +а4-2а 1, 4-С = 2+0-2-0 = 0� 
Ь1,5 = О; bl.6 = 1; Ь2, 4 = 0; Ь2, 5 = 0; Ь2, в = О; Ьз, 4 = 0; Ьз, s·= 0; Ьз, в = О_ 
Так .как Ь1, 6

= 1, то переставляем первую и шестую строки, что со
ответствует переразмещению элементов х 1 и х6• Матрица I при
мет вид 

-[Хв] [2]

J1
,[х2] [2] 

1= 
[Хз] [2] 
[Х4] [ l] 

] [Х5] [1,2] 12 
_[Х1] [1] -

Определяя новые числа связности и перестановочные коэффициен
ты, получаем, что дальнейшая перестановка нецелесообразна. 
Окончательное разбиение показано 
на рис. 3.27. Число внешних связей ,------------------,�
после минимизации К= 1. / \ 

При решении практических за- [ 
дач разбиения электрических схем \ ..__и.._,,_,.., ___ _. 
на части вполне приемлемыми счи- .._ _______________ _ 
таются приближенные результаты, ,,,-- · - · - · 
при этом конструктору интересно { ltz
знать, с какой погрешностью полу- 1 х,-

1 чено решение. В этом плане заслу- \ JSz 

живает внимания метод случайных .._ ________________ .,. 
назначений, отличительной особен- Рис. 3.27. Раз,биение схемы наностью которого является то, что он две части 
связывает затраты машинного вре-
мени с точностью и надежностью полученных, решений. Суть ме
тода состоит в следующем. 

Предположим, что граф G = (Х, И) необходимо разбить на t 
частей G1, G2, ... , Gz с числом вершин п,, п2, ... , nz (п1 +п2+ ... +

+nz) = n. 
Ра,ссмотрим случай, когда п1 

= ·n2,= ... = nz = n/l. Предположим" 
что Х = {х1, Х2, ... , Хп}. Пусть yj - вакантное место, прич,ем У11= 
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= {У1, У2, ... , Yn11} -.первая часть разбиения; У�= {Yn11+1, Yn/1+2, .•• 
•.. , Y2n11} - вторая ча1сть разбиения, ... , Yz = {Y<1-on11+1, Y(l-l)n/1+2, ••• 
•.. , Yn} - 1-я часть разбиения. Тогда определим случайное назначе
ние 

t- (Х1, Х2, ... , Xn

)-

Yi1 , У11, • •• , У11 
как результат случайной подстановки 

( 1, 2, 3, ... , п 
) 

i1, i2, iз, •.. , fi ·
Выберем произвольно какую-нибудь вершину графа G = (Х, U) и 
отнесем ее к G1. Затем из числа оста,вшихся (п-1) вершин вы
берем таким же образом ,вершину для G2 и т. д. Первое случайное 
назначение заканчивается после того, как будут размещены все п 
вершин по l частям. Такая процедура обеспечивает равновероят
ное распределение вершин и пра,ктичеоки реализуется с помощью 
датчика случайных чисел. После каждого назначения вычисляется 
число реберных соединений К. Если Ki�K;, то Ki запоминается. 
В противном случае запоминается К;. Величина К является слу
чайной. Для реализации условия 't/ GEB(Gi)[K=Km1n] необходи
мо осуществить такое число случайных назначений Q, чтобы с 
вероятностью не менее � в проделанной серии встретилось хотя 
бы одно значение К, ,которое не превосходило ,бы минимально воз
можное Km1n больше, чем на допустимую ошибку 8, т. е. 

P{K-Km1n<8} �1�. (3.41) 
Показано, что 

Q:::;., lln(I-fi)I 

,:::,, l 
z Ф (Ki - в') 1 'п Ф (К

1) 

1 к.-в' 1 ./\, 
rn;e Ф(/(1-8'J=- J e-t/2dt и Ф(КJ=

----= Je-tf2dt
1/2n оо V2n-oo 

- нормальные функции распределения.
В овою очередь

(3.42) 

/( _8,= M(К)-Kmin-8. /( = M(IO-Kmin . 8,=_в_1 а(К
) 

' 1 о(К) ' о(К) '

где М (К), а (К)= V D (К) - математическое ожидание и среднее 
квадратическое отклонение случайной .величины К соответственно; 
Km1n - нижняя граница усечения распределения случайной ве
личины к.

Математическое ожидание М (К) и среднее ,квадратичеокое 
от,клонение а (К) можно определить следующим образом. Для за
данной ошибки в и вероятности � выполняется некоторая серия 
случайных назначений Q. По полученной совокупности случайной 
величины К и известным формулам из теории вероятностей опре-
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деляется оценка М' (К) и D' (К). Полученные данные позволяют 
по формуле (3.42) уточнить необходимый объем случайных назна
чений Q". Проделав еще Q"-Q' назначений и определив М"(К), 
D" (К), снова уточняем объем назначений Q"'. Если Q"' 

< Q", то 
процесс заканчивается. Среди Q"' назна·чений встретится, по 
крайней мере, одно, для которого выполняется условие (3.41). 
В противном случае вычисления продолжаются. 

Для сравнения различных методов перебора при разбиении 
трафов схем можно использовать две оценки: целенаправленность 
и эффективность ветвления. Целенаправленность Z перебора поз
воляет узнать, в какой мере перебор идет в направлении цели: 
Z=D/C. Здесь D - длина найденного пути до цели; С - общее 
число вершин, построенных в течение перебора, включая целевую 
вершину, но исключая начальную. Целенаправленность показыва
ет, нас.колько дерево, построенное. на переборе, вытянуто (не ку
стисто). 

Фа�ктор эффективного ветвления У меньше зависит от длины 
пути до цели. Его определение основано на представлении о де
реве, имеющем 1rлубину, равную длине этого пути и числу вершин, 
построенных в процессе перебора. Величина У связана с С еле.
дующим' образом: С=У(У2-1}/(У-1). Величина У-+1 соответ
ствует перебору, направленному к цели и очень ,мало ответвляе
мому на другие направления. 

Оценка перебора для выполнения одной итерации алгоритмов 
разбиения определяется выражением О (пv), где 'V - .величина, 
принимающая для реализуемых на ЭВМ алгоритмов значения из 
диапазона 1-4. Обычно для последовательных алгоритмов -v= 1, 
2, для итерационных -v=2, 3, 4. 

В ,целях универсализации вида -выходной информации на всех 
этапах конструирования и возможности контроля результаты 
работы выдаются в виде спис1юв, таблиц на пер1фолентах, перфо
картах и магнитной ленте. Выходная информация этапа компо
новки характеризуется следующими параметра,ми: число частей 
разбиения; ·число элементов в каждой части и их номера, число 
.!Внешних и внутренних соединений; число использованных элемен
тов; число использованных выводов; использованная площадь. В 
настоящее время перспективными исследованиями при компоновке 
ЭА на ИМС4 и ИМС5 является учет требований 1юнтроля и диа
гностики. Зада,ча компоновки в этом случае состоит в нахождении 
некоторого варианта распределения элементов по блокам, опти
мизирующего выбранный функциона.ч: при соблюдении схемотех
нических ограничений. Идея раз,биения ЭА на блоки - с,баланси
ровать общую сум,му цен элементарных проверок для каждого 
блока, т. е. найти такое разбиение, при котором затраты на диа
гностику любого блока ЭА были бы примерно одина,ковыми. Тог

.да задачу раз,биения ЭА на блоки можно свести 1к нахождению 
минимального разрезающего множества в графе, моделирующем 
схему. 
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Обоснованный выбор на этапе разбиения дополнительных конт
рольных точек улучшает диагностические свойства компонуемых 
блоков. Для этих целей используются оставшиеся неподключенны
ми .внешние контакты кристалла ИМС. В схеме производится по
иск цепи с наибольшей нагрузкой. Найденная цепь выводится на 
внешний контакт, который в эт,ом случае становится дополнитель
ной �контрольной тОЧJкой. Раз,биение ЭА на блоки с учетом диа1гно
стических характеристик может быть связано с алгоритмами, 
минимизирующими суммарную площадь, число внешних· соеди
нений и �контактов. 

Отметим, что при разбиении имеется возможность применять 
дублирование элементов, если не1юторые элементы схем могут 
принадлежать нескольким модулям. Использование дублирования 
позволяет уменьшить •число внешних соединений за счет увеличе
ния числа логических элементов. 

При конструировании ЭА на печатных платах общая длитель
ность задержки, связанная с внутрисхемными соединениями, 
меньше, чем длительность задержки, определяемая внешними со
единениями. Поэтому для оптимизации разбиения схемы та,кже 
используются критерии минимизации максимальной длительности 
задерж�ки. 

Из рассмотрения методов �компоновки ЭА следует, что одним 
из основных является метод разбиения с минимизацией внешних 
соединений. Системы автоматизированного проектирования сле
дующих поколений ЭА •будут иметь в ·своем составе многокрите
риальные алгоритмы �компоновки. 

3.2. РАЗМЕЩЕНИЕ ЭЛЕМЕНТОВ ГРАФА СХЕМЫ НА ПЛОСRОСТИ 

Высокая плотность размещения элементов интегральных ми
кросхем и печатных плат создает большие трудности при реали
за1ции соединений между элементами. В этой связи размещение 
элементов на печатной плате стано·вится определяющим быстроту 
и качество трассировки. Главное внимание уделяется минимизации 
внутрисхемных пересечений·, суммарной длины соединений и реа
лизации алгоритмов за приемлемое время. Исследования пО1ка
зывают, что критерии минимума пересечений и суммарной длины 
соединений являются наиболее общими для схем ЭА. Выполнение 
этих условий обеспечивает повышение надежности, уменьшение 
размеров констру,ктивных единиц, минимизацию взаимных наво
док, ,задержек сигналов, у,меньшение общей длины соединений 
и т. п. 

Формально задача размещения заключается в определении 
оптимального .варианта расположения элементов на плоскости в 
соответствии с введенным критерием, например с минимальной 
взвешенной длиной соединении. С ф о р м у л и р у е м з а д  а чу 
р а з м ,е щ е  н и я. Пусть задано множество элементов с множест
вом цепей, определенных на подмножествах этих элементов, и 
пусть задано множес11во позиций. Необходимо назначать элементы 
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в позиции таким образом, чтобы суммарная длина связывающих 
деревьев для всеХ: цепей схемы была минимальна. 

Исходными данными при решении задачи размещения явля
ются монтажная плоскость (плата, ,кристалл, панель и т. д.), как 
правило, прямоугольной фор-мы, число �элементов, которое полу
чено в результате компонов,ки, т. е. разбиения графа схемы на ча
сти, и граф схемы соединений элементов G = (Х, И). На монтаж
ную плоскость наносят координатную сет,ку и оси координат s и t 
и, таким образом, представляют ее в виде графа Gr. 

Задача размещения сводится теперь к отображению заданного 
графа схемы G= (Х, И) в координатную сетку Gr та1ким образом, 
чтобы вершины множества Х размещались в ее узлах и суммарная 
длина связей 

L(G)=1/2�d- ·r· ."-1 i, 3 i, 3 (3.43) 
i,j 

или су,ммарное число пересечений 

P(G)=l/2 � p(ui,i) (3.44) 
и1еи

были наименьшими для возможных способов отождествления вер
шин графа и узлов сетки. В выражениях (3.43) и (3.44) Гi, 3 -
число кратных ребер· между вершинами Xi, х3; р (ui, 3) - число 
пересечений ребра иi, 3; di, 3 - расстояние между узлами i и j гра
фа Gr. 

При размещении схем ЭА критерии минимума суммарной дли
ны внутрисхемных пересечений и ограничение по тепловому и 
электрическому режимам некоторым образом противоречивы и 
оптимизация по одному из них может привести :к ухудшению дру
гого критерия. Для совместного учета расс!J[атриваемых критериев 
рассмотрим обобщающий ,критерий размещения схем на инте
гральных микросхемах 

Q(G) =[L(G), P(G), Э(G)]. (3.45) 

Здесь Э ( G) - электромагнитная и тепловая совместимость эле
ментов; L(G), P(G), Э(G) - управляемые переменные, завися
щие от числа ячеек, связей, расположения ячеек относительно 
друг друга на ПЛОСJIЮСТИ. 

Это выражение приводит к задаче оптимизации, решение ко
торой, не являясь оптимальным для L(G), P(G) или Э(G), ока
зывается приемлемым для Q ( G) в целом. Оптимальность Q ( G) 
говорит о том, ·что дальнейшее уменьшение L ( G) невозможно без 
увеличения Р ( G) или Э ( G) и наоборот. Так как построение алго
ритмов по обобщенной оценке затруднительно, объединим задан
ные �критерии в один, т. е. построим аддитивную фуН�Юцию 

Q (G) =л1L ( G) +л.2Р ( G) +лзЭ ( G). (3.46) 

Здесь величина Лi, iEI= {1, 2, ... , l}, - весовой коэффициент, ха
рактеризующий важность одного критерия по сравнению с дру
•гими. 
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Существует большое число алгорит,мов размещения графа схе
мы с минимизацией суммарной длины соединений и внутрисхем
ных пересечений. Все алгоритмы можно условно разделить на две 
группы: непрерывно-дискретные и дискретные. К первой группе 
относятся алгоритмы, основанные на построении механичеоких 
аналогов, градиентные методы и др. Ко второй группе относятся 
итерационные, последовательные, смешанные, а также основанные 
на идеях метода ветвей и границ. 

Последовательные алгоритмы (часто встречается название 
«конструктивные с начальным размещением») заключаются в вы
боре первоначально размещаемого элемента или группы элементов 
с последующим подсоединением неразмещенных элементов. После 
размещения элементов они уже не перемещаются. Последователь
ные алгоритмы размещения требуют небольших, затрат времени 
ЭВМ, как правило, они относятся к ,классу полиномиальных алго
ритмов и их сложность О (п). Они широко используются в прак
тике проектирования ИМС4 и ИМСS. Правила выбора и расста
новки влементов зависят от конкретных методов. 

Итерационные алгоритмы размещения с улучшением качества 
работают в итеративном режиме. Для изменения позиций элемен
тов выбираются одиночные элементы или группы элементов. За
тем по выбранным пра,вилам производится переразмещение эле
ментов для уменьшения общей длины соединений. Каждый этап 
алгоритма должен приводить 1к новому размещению с меньшей 
общей суммарной длиной. Итерационные алгоритмы позволяют 
получать ,более качественные результаты, чем последовательные, 
но за счет больших затрат машинного времени. Они также отно
сятся к классу полиномиальных алгоритмов, но их сложность по
рядка О (п2)-О (п4). К итерационным алгоритмам относятся: ме
тод назначений Штейнберга, ,метод парного обмена, метод сосед
него обмена, метод силонаправленной релаксации. К группе ите
рационных относятся стохастические методы размещения. Основ
ная идея этих методов следующая. Случайным образом распре
деляются элементы по посадочным местам плоскости с учетом 
плотности распределения вероятности, которую обычно считают 
равномерной. Далее определяется, например, суммарная длина 
соединений в полученном размещении и сравнивается с предыду
щим. Лучшее размещение оставляется. Процесс продолжается до 
тех пор, пока не окончится отведенное время или не будет про
смотрено заданное число размещений. 

Ал1горитмы, основанные на идеях метода ветвей и границ, 
относятся ,к точным. При этом множество всех допустимых реше
ний разбивается на меньшие по мощности подмножества, в кото
рых производится поиск оптимального размещения. Метод сопро
вождается вычислением низших границ, и поиок оптимального 
равмещения прекращается, �когда граничное значение начинает 
превышать значение при найденном допустимом размещении. 
Процесс продолжается до тех пор, пока не ,будет закончен поиск 
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в каждом подмножестве разбиения или не будет найдено опти
мальное размещение. 

, При реализации алгоритмов в общем случае могут получать
ся локальные минимумы целевой функции. Поэтому представляют 
интерес получение оценок суммарной длины соединений и числа 
пересечений для графа схемы с данными числами вершин и ре
бер. Приведем оценку минимальной суммарной длины ребер 
графа. 

Пусть дан произвольный граф G = (Х, И), причем I Х 1 = п, 
1 И I =m, и задана сетка Gr с шагом, равным 1, число узлов ко
торой больше или равно т. Тогда ребра G будут иметь вес 1, 
2, ... , N (N - вес наиболее длинного ребра графа). 

Вес любого ребра однозначно определяется матрицей геомет
рии Dr. Если Gr имеет размеры mxl, то N=m+l-2. Введем 
понятие стандартного графа Gл = (Хл, Ил ) для графа G= (Х, 
И), отображенного в сетку. Граф Gл имеет IXI = IХл 1 ·и I ИI =1 

= 1 Ил 1- Основная идея нахождения нижней оценки суммарной 
длины ребер произвольного графа заключается в следующем. 
Сначала подсчитывается число вершин и ребер графа G. Далее 
в �координатной сетке строится стандартный граф G л = (Х л , Ил ) , 
имеющий такое же число вершин и ребер, как и граф G. Построе
ние ведется путем последовательного помещения в сетку сначала 
всех ребер G л, вес которых равен 1. Если число единичных ребер 
графа G л равно или больше 1числа ребер графа G, то процесс 
построения заканчивается. В противном случае последовательно 
добавляются ребра с весом 2,3 и далее до тех пор, пока общее 
число ребер графа Gл не станет равным числу ребер графа G. 
Подсчитав суммарную длину ребер G, равную 

L(Gл)=f1+2f2+ ... +nfп, (3.47)
где f i - число ребер с весом i, получим нижнюю оценку минималь
ной суммарной длины для графа G и для любых графов с таким 
же числом вершин и ребер, таким же образом отображенных в за
данную сетку. Граф Gл в общем случае не изоморфен графу G. 
Из приведенных рассуждений следует следующая теорема. 

Теорема 3.5. Минимальная суммарная длина всех произволь
ных графов с п вершинами и т ребрами не может быть меньше 
суммарной длины ребер соответствующего стандартного графа 
G Л· 

Доказательство теоремы следует из построения стандартного 
графа. 

Рассмотрим последовательно-итерационный алгоритм разме
щения ,вершин графа на плоскости с минимизацией суммарнои 
длины соединений. Последовательная часть, которая применяется 
цля упорядочивания множества вершин и получения начального 
размещения, использует понятие коэффициента связности для 
каждой вершины. Пусть задан граф схемы G = (Х, И) и задана 
плоскость, на которой размещен граф сетки Gr. Необходимо раз
местить вершины XiEX в узлы сетки с минимизацией суммарной 
6-144 161 



длины ребер UjEV. Числ·о узл,ов Gr больше или равно числу 
вершин графа G. Для общности рассуждений можно предполо
жить, что часть узлов сетки уже отождествлена с некоторыми вер
шинами графа схемы. Пусть вершина XiEX графа помещена в 
(j + 1 )-ю позицию, где j - число занятых позиций. Тогда коэф
фициентом связности Л(хi) наэывае'Гся выражение Л(xi)•=ai , h-a i , z, 
где ai , h - число ребер, соединяющих вершину Xi с подмноже
с11вом ранее размещенных вершин графа; ai , z = р (xi)-ai , h - чис
ло ребер, соединяющих вершину Xi с неразмещенными вершинами 
графа, тогда 

(3.48) 

Идея алгоритма за,ключается в определении коэффициента 
связности для всех неразмещенных вершин и помещенйи в пер
вую свободную позицию (узел сетки) вершины с максимальным 
значением Л (xi). Заметим, -что, ка�к правило, размещение вершин 
в узлы Gr начинают с крайнего левог,о узла Gr. Процесс последо
вательно продолжается до тех пор, пока не будут размещены все 
вершины графа. Перейдем теперь к описанию итерационной ча
сти алгоритма размещения, основанной на понятии · центра тяже
сти вершины. 

Для оценки степени «удобства» v-й позиции для ,вершины тра
фа Xj введем понятие средней длины ребра для каждой его вер
шины 

п п 

L;= � di , jГi , j/ � ri , j, i=I= j, 
i=l i=I 

где Lj - средняя длина ребер, инцидентных вершине 
помещенной в позицию сетки v;. Из (3.49) следует, что 

('r:/U· ·ЕИ·)'Г(d· ·= 1)=>-L·= I] 
i, J J 11. 1., J 3 , 

(3.49) 

графа Xj, 

(3.,50) 

где Uj - множество ребер, инцидентных вершине графа Xj; L; -
средняя длина ребер, инцидентных Xj - Выражение (3.50) показы
вает, что необходимо стремиться к такому размещению вершин 
графа, когда средняя длина ребер стреМИ'ГСЯ к минимальному .зна
чению. Основная идея алгоритма заключается в следующем. 

Из множества вершин графа, ра,сположенного ,в с-етке, вы
бирается вершина х; с ма,ксимальным Lj и производится ее пере
становка с другой вершиной с целью ,минимизации (3.43). Про
цесс продолжается до тех пор, пока ,возможно уменьшение сум
марной длины ребер графа. Рассмотрим процедуру выбора вто
рой вершины для переразмещения вершин графа. Представим, что 
данный граф моделирует ·некоторую с-и·стему материалыных точек. 

Пусть все 'ГОЧКИ XjEX за1крепл·ены, а уЕХ движется по не
которому закону. Тогда известно, что минимум суммарной длины 
расстояний от у до точек Xj (рис. 3.28) имеет мес'ГО, 11югда точка у 
,помещена в точку с 11юординатами центра тяж,ести (sc, tc) ра1с•• 
сматриваем-ой системы. 
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Итак, можно сделать выводы: ищется такое положение для 
вершины уЕХ, ,которое обеспечит равновесие в сет.ке при усло
виях, когда все остальные вершины за,креплены и между у и точ• 
ками Xj EX (j= 1, 2, ... , п-1) действrу,ет сила притяжения, пропор
циональная di , jГi , j • Координаты центра тяжести системы матери
альных точек, расположенных в сетке Gr, определяются: 

п п п п 

Sc = � mjsj(� mj ; fc = � mj lj/� mj, (3.51) 
j=l j=l j=l j=l 

где mj - масса материальной точ•ки (вершины ,графа) Xj ; Sj, tj -
координаты материальной тоЧlки Xj. Принимая во внимание, что 
между двумя точками (вершинами) может находиться несколько 
связей ri,j7'==1 и считая mj=l, i7'=-j, получаем 

п п 

Sc = � SjГi , j/p (xi); fc = � fjri , i/P (xi). (3.52) 
j=l j=l 

В общем случае полученная точка (sc, fc) не принимает цело
численного значения координат прямоугольной сет.кн. Поэтому 
необходимо! выделить некоторые подмножества вершин, являю
щихся ближайшими соседями для вершины с ,координатами (sc, 
fc). Получим некоторое подмножество вершин сет,ки, которое об
разует область возможных перестановок с первой выбранной вер
шиной. Рассмотрим теперь способ выделения из указанного под
множества такой •Верши
ны �рафа, .перестановка 
кото1рой с уже ,выбран
ной дает ,ма,кси:мальное 
уменьшение су,ммарной 
длины ребе1р ripaфa. Пусть 
для XjEX определены 
(sc, fc) и область сосед
них вершин Х' сХ. Ощре
делим вершину Xi EX', 
кото1рую ,необходимо ,пе
реставить с Xj. Пусть вер
шина Xj находится в q-й 
позиции, и для нее опре-
1делена Lj. Определим для 

izJ:::":::,_�-�-�--__::::::::-:?,
, ....................... \ 

..__ ..__ 

/ 

Рис. 3.28. Пример размещения точки у в 
точке с координатами (sc, fc) 

нершины Xj значение Lcpj, гд:е <рЕЧ'° - множеств,о ближайших по·
зиций. Для выбора необходимой позиции найдем значения откло-
нен,ий 

(3.53) 
п 

Здесь Lcpj,= � di , jГi , j/p (x_i). Позиция сетки, для которой выраже-
i=l 

ние (3.53) максимально, будет наиболее выгодной для помещения 
в нее вершины Xj, так •ка,к обеспечивает наибольшее уменьшение 
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суммарной длины ребер, инцидентных вершине х;. Аналогично для 
каждой вершины XiEX' определяется от.клонение 

(3.54) 

где q - номера узлов графа сетки Gr. Для перестановки вер
шины определим алгебраическую су,мму 

(3.55) 

Для переразмещения выбирается та пара ,вершин, для �которой 
выражение (3.55) имеет ма1ксимальное положительное значение. 
Если среди Х' нет вершины, для которой (·3.55) является поло
жительной величиной, то необхюдимо выбрать подмножество 
Х" сХ (Х' сХ"). Если и в этом случае не окажется вершины, для 
которой бi, j > О, то производится переход к выбору вершины с 
другим значением LJ . Процесс минимиза1Ции L ( G) следует считать 
законченным, если все коэффициенты LJ будут меньше двух. Так 
как на каждом шаге для перестановки выбирается пара Xi, XJ, для 
которой бi, J>O, то итерационный процесс размещения всегда 
сходится. 

Рассмотрим работу итерационной части ал,горитма для ,графа схемы G,
ото·браженного в сетку и показанного на ,рис. 3.29. Матрица смежности име-
ет вид 

2 3 4 5 6 7 8 9 

о о о 3 о о 2 3 о

2 о о 2 1 о о о о о

3 о 2 о о 2 о о о о

4 3 1 о о о 5 о о о

R= 5 о о 2 о о 2 о о 4 

6 о о о 5 2 о 5 6 о 

7 2 о о о о 5 о 3 2 

8 3 о о о о 6 3 о о

9 о о о о 4 о 2 о о

Определим L3 для всех вершин г,рафа. Для этого, иапользуя матрицу гео
мет,рии, определяем значение d;,3• Далее по !формуле (3.49) •полу,чим Ls. Рас
смотрим вершину х1. Для нее d1,4 = ,I X1-X4 I + 1У1-У41 = 10-0,J + 10-11 = 1; 
d 1 ,1 = 2, d 1,8 = З; L1 

= (r1,4d1,4+r1,1d1,1+r1,Sd1,в)� (r1,4+r1,1+r1,S) = 2. Остальные ко
еффиlЦ'иенты QП1ре1деляю11ся а,налQr,№чно: L2 � 1,3; Lз = 1;5; L. � 1,7; Ls � 1,7; 
Lв�·2,2; L1�2,2; Lв = 2; Le = 2. 

С помощью выражения (3.52) найдем координаты центра тяжести для вер
шины графа хв: 

s6
0

= (5s.+'2ss+5s1+6sв)/(rв,.+f'в,s+rв,1+rв,в) � 1,4; 
t6

0
= (5t,+2ts+5t1+6tв) /(rв,,+f'в,s+f'в,1+f'в,в) � 1,4. 

Вид1нм, ч110 в 111,одмножество Х' (·к,руг paµJJиy,ca 1 с цетром 1,4, 1,4) попали 
вершины Х4, xs, Х1, xs.

Теперь произведем условную nерестановку вершины хв с вершинами под
,МJножества Х', т. е. х., х5, х1, хв. Для этого, :используя выр,аокен'И!я (3.49), оп.ре• 

деляем зна'ЧеНJия L; ,и L J: 
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Здесь, на1п,ример, L6Ф, - это значение средней длины ребер 11ершины Хв прв 
условно-м ра,оположении в ·сетке Gr на месте вершины х4• Величины L64, L6s, 
L87, ,L68 - 1это значения средней длины ребер ве,ршин Х4, Х5, Х1, Хв при услов
ном их расположении Н•а •месте ве,р,шины х6• 

Рис. 3.29. Пример графа для иллюстрации итерацион,ной ,части алго,ритма (aJ 
и его окончательное размещение (б) 

Иепмь•зуя выра,:�юен�ия (3.54) 'И (3.55), ,получаем О'11К.панен,И1Я O'iq• н бц. 
Ма.ксимальное 65,& соответствует ·паре вершин Хв, xs, поэтому, произвед• 

первую итера,цию, переставим вершины х6 и х5• ,Выполнив аналогичные дейст
вия, получим расположение графа на плоскости (в сетке) и показанное на 
,рж:. 3.29,б. I(ак IВИд'ИIМ, су№Марная длJliНа, �менl>Ш!НUJась с L(G) =76 :до L(G)-, 
=55. 
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Рассмотрим еще один итерационный алгоритм размещения. 
Предположим, что задано первоначальное произвольное располо
жение графа на плоскости. Из множества его ,вершин выбирается 
подмножество, для которых разность между числом «длинных» 
и «корот1Ких» ребер положительна. Из них выбирается та1кая вер
шина среди смежных, для которой имеется множество вершин, свя
занных с данной вершиной «длинными» ребрами, причем расстоя
ние .между ними не превышает длины «коротких» ребер. После 
этого из указаннО1го множества необходимо найти такую верши
ну в графе, перестановка которой с ранее выбранной на данном 
шаге приводит ,к наибольшему уменьшению суммарной длины ре
бер. Для этого множество вершин графа разбивается на два под
множества, ,в первое из которых включаются вершины, отстоящие 
от выбранной на величину, не превышаюшую длину «,коротких» 
ребер, а во второе подмножество - вершины, отстоящие от нее 
на расстоянии, равном величине «длинных» ребер. Из второго под
множества выбирается вершина, у которой среди множества ин
цидентных ей ребер наибольшее число инцидентно вершинам, при
надлежащим первому подмножеству. Аналогично находится и пе
реставляется другая пара вершин графа. Этот процесс продол
жается до тех пор, пока ,возможно уменьшение суммарной длины 
ребер граiфа. В том случае, �когда выполнять одиночные переста
нов1ки нецелесообразно, предлагается вариант групповой пере
становки. 

Пусть задан граф соединения элементов схемы, обозначаемый 
через G = (Х, И). Пусть, кроме того, задана сетка, число узлов 
•которой не меньше общего числа вершин графа. На сетке выде
ляется область требуемой конфигурации. Произвольно занумеруем
узлы внутри выбранной области числами натурального ряда 1, 2,
3, ... Затем произведем размещение вершин ,графа в узлы сетки
так, чтобы совпали их соответствующие номера.

Очевидно, что в общем случае такое размещение графа G не 
является оптимальным. Для минимизации суммарной длины ре
бер графа предлагается выбрать и переставить некоторые вер
шины XiEX и XjEX. 

Оптимизацию размещения вершин графа G будем проводить 
следующим образом. Для каждой вершины XiEX графа G зада
дим разбиение множества Ui инцидентных ей ребер на два непе
ресекающихся подмножества И'; и U"i. Подмножеству И'; отне
сем ребра, весовая функция которых не превышает некоторого 
предельного значения •а, а подмножеству И/' - все остальные 
ребра, принадлежащие Ui. Назовем первое подмножество а-ребер, 
а второе подмножеством �-ребер. Подсчитаем число ребер �каж
дого подмножества И'; и И'';. Запишем таблицу, в �которой для 
каждой вершины XiEX проставим соответствующие зна,чения И'i,

И" i и определим разность I И' i 1-1 И" i 1 = Лi. Очевидно, что Лi� О. 
Ясно, что вершины, приводящие к уменьшению суммарной длины 
ребер, необходимо выбирать среди вершин, у которых соответ-
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ствующие элементы столбца Лi положит,ельны. Для каждой вер
шины графа из подмножества с положительными Лi рассечем 
плоскость сетки на две части горизонтальной секущей линией 
относительно этой ·вершины. Подсчитаем число «длинных» ре
бер, инцидентных этой вершине, входящих в обе части. Зафикси
руем ту область, ,которая содержит наибольшее число вершин, 
связанных с выбранной «длинными» р'ебрами. После этого рассе
чем граф вертикальной секущей линией, проходящей через ту же 
вершину, и снова подсчитаем число таких вершин в обеих �частях. 
Сравним число вершин после первого и второго сечений граlфа. 
Из вершин графа с положительными 1Лi выберем вершину, имею
щую наибольшее число инцидентных ей �-ребер в горизонтальной 
или вертикальной областях. Эту вершину обозначим Xic.X. При 
выборе второй вершины предпочтение отдадим той области, где 
имеется наибольшее вхождение �-ребер. 

Суммарную длину ребер !Графа можно уменьшить за очет 
уменьшения длины �-ребер или, если это возможно, полного их 
устранения, а также за счет увеличения числа а-ребер. Учитывая 
оказанное, будем иокать вторую вершину, �которую целесообразно 
переставить с уже выбранной Xi. Для поиска такой вершины пред
лагается следующий формальный метод. Выделим из множества 
,вершин графа непер,есекающиеся подмножества Х' 1 и Х" 1, Х' 1 U 
UX" 1 = Х; в подмножество Х' 1 включаются кроме вершины Xi вер
шины, которые отстоят от Xi на расстоянии не больше а. В под
множество Х" 1 включаются все остальные вершины. Вторую вер
шину выберем из области, в которой лежат вершины, инцидентные 
�-ребрам вершины Xi- Множество вершин этой области обозначим 
через Xj. Для ,каждой вершины XjEXj подсчитаем число ре-бер, 
инцидентных вершинам из подмножества Х'1 и Х"1. Построим вто
рую таблицу, в первом столбце которой для каждой вершины 
XjEXj укажем число ребер I U"j 1, инцидентных вершинам подмно
жества X'j, а во втором - число ребер I U'jl, инцидентных верши
нам подмножества Х" 

1. 
После этого найдем разность I U" j 1-

-1 U'jl =aj. В качестве вершины XjEXj, которую необ:хюдимо пе
реставить с вершиной Xi, выберем вершину, имеющую наибольшее
значение Uj. Леnко показать, что перестановка вершин Xi и х;
приводит к уменьшению суммарной длины ребер графа, если

iдi+o-J>O. (3.56) 

Действительно, пусть переставлены вершины, для которых 
выполняется условие (3.56), и произошло увеличение суммарной 
длины ребер гра,фа. Однако увеличение может произойти лишь в 
том случае, если у переставляемых вершин увеличится число �-ре
бер и уменьшится число а-ребер, что невозможно, так как это 
противоречит выбору Лi и ,G j для соответствующих вершин ,графа. 

Так ка,к эффективность перестановки вершин Xi и х3 графа в 
значительной мере зависит от того, нас1юлько удачно произведе
но разбиение ребер графа на а- и �-ребра, то приведем прибли
женную о,ценку этого разбиения. Иначе говоря, определим, 1ка1кие 
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ребра графа следует включать в подмножество р-ребер U", а ка
кие - в подмножество а-ребер U'.

До перестановки вершин графа G суммарная длина ребер L ( G) 
определяется следующим образом: 

L (G) = L a. +L
,i
, 

Представим La. и L р в виде 

La, 
= S1 +2s2+ ... + (,k-l)Sk-1 +ks11= I ss,;

!;=! 

Lp 
= (k+ l)s11+1 + (k+2)s11+2+ ... + (N-l)sN-1+NsN= I ris тi , 

Тl=k+l 

где se (s ,i ) - число ребер длины s(ri); ss, (ris"' ) - суммарная 
длина ребер длины s (ri); N - наибольшая из длин ребер графа 
[если граф расположен в сетке с размерами pXq, то N=:::;;;(p+q-2)]. 
После перестановки двух выбранных вершин суммарная длина 
ребер изменится и станет равной L' ( G) = L' а. + L' р. Предположим, 
что все а-ребра увеличились, а все р-ребра уменьшились на не
которую величину. Тогда можно записать 

k 

L'a.
= (s1+a1)+2(s2+a2)+ ... +k(s11+a11)= � s(s,+a,); 

s=l 

L�a.= (k+l)(s11+1 -bн1)+(k+2)(s11н-b11н)+ ... +N(sN- bN)= " 
'iN 

= I ri ( s 11 -Ь т� ) , 
1J=k+l 

где sae и ribтi - соответственно прирост и уменьшение суммар
ной длины а- и �-ребер. Очевидно, что перестановка целесообраз
на, если выполняется условие L' (G) <L (G). Отсюда следует, что 

а1+2а2+ +ka11<(k+1)bн1+(k+2)b11+2+ ... +NbN (3.57) 
или 

Рассмотрим неравенство 

a(l +2+ ... +k) <Ь (k+ 1 +k+2+ ... +N), (3.58) 
где a= max(a1, а2, ... , ak); b= min(bн1, Ьн2, ... , bN). 

Очевидно, что если k определить из неравенства (3.57), то 
(3.58) будет заведомо выполняться. Если а>Ь, то (1 +2+ ... + 
+k)< (k+ 1 +k+2+ ... +N), откуда

k('k+l)<0,5N(N+l). (3.59) 

�ели выбрать Ь= 1, а a=N, то 
k' (k' + 1) <0,5(N + 1). 

Таким образом, k и k' определяют границу изменения а. 
1(38 

(3.60) 



Заметим, что если невозможно выбрать перестановку вершин, 
уменьшающую суммарную длину ребер, то можно произвести пе
рестановку групп вершин. Для нахождения групповых перестано
вок вершин графа предлагается эвристический прием, использую
щий операцию фа1кторизации графа G. Разобьем множество вер
шин Х графа G на п �классов Х1, Х2, ... , Хп и отнесем к ним вер
шины, лежащие в строках сет�ки внутри области размещени-я. В 
каждом классе выделим внутренние и соединительные ребра. Те
перь построим новый граф, ,в кото,ром ,верши-

' �нами нвляются классы Xi. Получим линейно
�ра,сположенный ·мультш:�раф Gn, ,содержащий 
только соединительные реб�ра. Аналогично 
проведем опера1цию �разбиения на т классов, 
вершины каждого из которых принадлежат 
,столбцам области 1раз1мещения. Получим 
мультиграф Gm. Для мультиг,рафов Gn и Gm 

нетрудно определить пе�рестановку вершин на 
основе последовательного алгоритма. После 
11Iолучения оптимального размещения ,мульти
графа щроиз,водится пе�реход к Гjрафу G. Заме
тим, что у,каза,нный прием факторизации лег
ко ,распрост:ранить на ,случай ,раз:мещения 
�рафа в области произвольной �юнфигу,рации. 

Сфо,рмулируем теперь алгори11м размеще
'НИЯ Гjрафа на 1плоскости и запишем его в виде 
11раф-,схемы алго,ритма (рис. ,З.30). 

Ао, A1t - операторы начала и конца соот
·ветственно;
. А 1 - о•ператор, выполняющий произволь-

ф G 
• Рис. 3.30. Граф-схе-

ное размещение гра а в узлах за·даннои ма алгоритма разме-
решет�ки; щения графа! на пло-

А2 - построение таблицы, определение Xi скости 
,с .наибольшим положительным Лi; 

Аз - разбиение множества Х на два подмножества Х' 1 и Х"1 

относительно xi; 
А4 - построение таблицы, выбор Xj, для которой O'j - наи

большее положительное число; 
А 5 - перестановка ,вершин xi и Xj; 
Ав - факторизация графа G по строкам и столбцам, минимиза

ция суммарной длины связей мультиграфов, переход •К графу G; 

Р1, Р2 - логические условия; если Р1 = 1, то за оператором А4 

выполняются А 5 и логическое условие Р2; если Р1 =0, то за А4 

выполняется Ав; если Р2 = 1, то за оператором А 5 выполняется А2, 

Аз; ... ; если Р2 = О, то за As выполняется Ав. Логическое условие 
Р1 проверяет выполнение условия (3.56), Р2 проверяет наличие 
{3-ребер. 

Ра,боту алгоритма покажем на ,приме.ре размещения графа в сетке, пока
занного на рис. 3.31. 
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По т1рафу G построим матрицу расстояний, элементы которой образуются 
путем поэлементного умножения матрицы <Графа G, на матрицу смежности 
графа G: 

2 3 4 5 6 7 в 9 10 11 12 13 14 15 16 

1 о о о о о о о о о о 4 5 о 4 5 о

2 о о 1 2 2 о 3 3 2 о 4 о о о 5 

3 о 1 о о о о о 2 о о 2 о 5 4 о 4 

4 о 2 о о о 3 2 5 4 3 о о о о о

5 о 2 о о о 1 2 о о о о о 2 о о 5 

6 о 1 о 3 о о о о о о о о о 4 

7 о о о 2 2 о о о 3 2 о о о о 2 о

в о 3 2 1 о о о о о о о о о 4 о о

D= 9 о 3 о 5 о о 3 о о о 2 о о о о о

10 о 2 о 4 о 1 2 о о о о 2 о о о о

11 4 о 2 3 о о о о 2 о о о о о

12 5 4 о о о о о о о 2 1 о о 3 о о

13 о о 5 о 2 о о о о о о о о 2 о

14 4 о 4 о о о о 4 о о о 3 о о о 

15 5 о о о о о 2 о о о 1 о 2 о о о

16 о 5 4 о 5 4 о о о о о о о о о о

Суwм-арная длина -ребер г.ра�фа G ,ра:вна L(G)=l14. Из усло.в,ия (3.59) 
найдем k=3. Построим табл. 3.1, из котарой выберем вершину х 1 . Для вер-
шины х 1 определим область [lерестаново,к и •построим табл. 3.2. Из табл. 3.2 
выберем вершину х1в. Произведем перестановку вершин х1 и Х1в. Одиночные пе-
1р,еста�н,овки повторим до тех пор, по�а ВЫJIЮЛНЯ·ется усл-О!JШ'е (3.56). В .результа-

те получим размещение, показанное на рис. 3.32. 

Та бл 1и ц а .3.1 

№ f fи",1 11 

1 о 4 4 9 3 1 -2 
2 7 2 -5 10 4 1 -3
3 3 3 о 11 5 1 -4
4 5 2 -3 12 3 2 -1 

4 1 -3 13 3 1 -2

6 4 1 -3 14 2 3 1

5 о -5 15 3 1 -2

3 1 -2 16 о 4 4

Произведем факторизацию графа G по строкам и столбцам, кото.рая ,пока
зана ·соответственно на рис. 3,3:3,а и 6. В итоге получим размещение графа G, 
представленное на рис. 3.34, суммарная длина ,ребер которого L ( G) =&5. 

Рассмотрим кратко перспективные исследования при разра-
ботке итерационных алгоритмов, к ,которым относят: 

квадратичное размещение; 
размещение при делении плоскости пополам; 
размещение на основе частичного деления плоскости пополам.
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При квадратичном размещении исходным является размеще
ние, полученное последовательным алгоритмом. Далее плоскость 
размещения делится пополам верти,кальной разрезающей линией 
на две полуплоскости: Р1 и Р2- Затем Р1 и Р2 делятся пополам го-

Рис. 3.31. Приме,р графа для раз
мещения 

Рис. 3.32. ,Размещение после вы
полнения единичных переставок 

ризонтальной ра.зрезающей линией. Этот процесс по возможности 
продолжается, а затем начинается процесс восходящего пере
размещения с перестановкой элементов между разрезающими ли
ниями для минимизации суммарной длины. 

Таблtица 3,2

№ IИ"jl IИ' jl Gj 

11 4 2 2 
12 3 2 1 
14 3 2 1 
15 3 1 2 
16 4 о 4 

В алгоритмах второго типа выбирается стратегия деления 
плос1юсти в столбце (строке), а затем в строке (столбце). Сна
чала выполняется верти1кальное (горизонтальное) деление пло
скости пополам. Затем каждая полуплоокость снова делится до 
тех пор, пока каждый элемент схемы не будет назначен в столбец 
(строку). Этот метод аналогичен методам, в которых сначала на
значаются элементы в столбцы, а затем производится перестанов
ка элементов в столбцах, чтобы опт,имизировать размещение. 

Алгоритмы третьего типа аналогичны разбиению схемы на две 
части. Здесь плоскость разбивается на две полуплоскости с l эле
ментами и n-l элементами, затем снова выполняется разбиение 
и т. д., пока все элементы не будут на,значены в строку. Назна-
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чение элементов в стол-бец производится через вертикальное деле
ние плоскости. Заметим, что эти подходы наи•более целесообразно 
применять для совместного разбиения, размещения и трассировки 
печатных плат. 

7 

8 

Рис. 3.33. Факторизация: 
а - по стол·бцам; б - по строкам 

Рассмотрим алгоритм линейного размещения графа схемы ме
тодом ветвей и грани,ц с минимизацией суммарной длины соеди
нений. При проектировании внутренней топологии элемента инте
гральной МИ1кросхемы наиболее целесообразно применять точные 
методы, легко реализуемые на ЭВIМ. Пусть задан граф коорди-

Рис. 3.34. Окончательное раз
мещение ,графа '( см. •рис. 3.31) 
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натной сетки Gr, в котором число столбцов равно числу ,вершин
размещаемого ,графа схемы G = (Х, И), а число стро,к равно еди
нице. Задача состоит в отображении вершин графа в ячейки гра
фа сетки Gr по критерию минимума суммарной длины ребер, т. е.
в нахождении подстановки 

t= ( 
1, 2, ... , п 

)
Х1, Х2, ••• , Xn • 

где 1, 2, ... , п - номера позиций сетки; 
i= 1, 2, ... , п - вершины размещаемого графа. Известно, что

число таких подстаново.к равно п! 
Для эффективного решения задачи линейного размещения ме

тодом ветвей и границ необходимо: а) выбрать метод нахождения
нижней границы суммарной длины ребер графа и б) определить
метод ветвления дерева решений, позволяющий отсекать ветви, со
держащие заведомо непригодные решения. 

Рассмотрим три способа вычисления нижней оценки. В первом
из каждой строки треугольной матр,ицы геометрии Dr выбирают
ся элементы с наименьшим весом и определяется их сумма. Затем
из Dr выбираются нера,ссмотр,енные элементы di, J, и для них опре
деляются наименьшие возможные значения расстояний при их раз
мещении в линейке. Общая сумма L ( G) = � min di, J+б, где б -

i, j 

суммарная длина элементов d;, J, выбранных на втором шаге. Во
втором способе в Dr выбираются последовательно все элементы,
соответствующие ребрам G, и размещаются в линейке (каждое
оптимальным образом). Общая сумма расстояний всех ребер дает
нижнюю оценку минимальной суммарной длины · (стандартный
граф). 

В третьем способе последовательно выбираются все вершины
графа с инцидентными им ребрами и распола·гаются по очереди
в линейке таким образом, чтобы суммарная длина связей была
минимальна. Очевидно, что для каждой вершины можно найти
такое размещение. Сумма длин связей звездных подграфов опре
делит нижнюю оценку минимальной суммарной длины. 

Рассмот,рим пример нахождения нижней оценки суммарной длины фрагмен
та схемы, изо,браженного на рис. 3.35: 

Х1 и,, U5, U2 

Х2 и,, Из, Us, И6 

Х3 и,, U4, U2 
R= Х4 U5, U3, U4, Ив 

Х5 U3, U4 

Хв U2, U4, Ив 

Пµи за1:v�ене цепей и1-Ив по1крьJВ1ающшм,и дербВЬЯ!М'И ,схема :.южет п,р,и.ня'ГЬ 
в•и;Д графа на рис. 3.36, а спи1оок ,связJюсТlи вершин и ,ребер за,пишется в в,иде 

(X1U1X2), (X1U5X2), (х1U2Хз), 

(Х2U1Хз), (Х2UвХ4), (X2U3X4), 
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(X2U5X4), '(ХзU�4), 1(X4U3X5), 

(X4U4X5), (X4U5X5), '(X5U4X5), 

(ХзU2Х5). 

Последовательно разместим вершины графа схемы в узлах линейки (рис. 
3.37), построим ма т,рицу геометрии и каждым из о,писанных методов опреде
лим нижнюю оценку минимальной -суммарной длины ребер. Матрица геометрии 

1 2 3 4 5 6
о 2 2 о о о 

2 2 о 6 о о 

3 2 о 1 о 3 
Dr = 4 о 6 о 4 

5 о о о о 1 
6 о о 3 4 о 

В первом случае выберем в каждой строке Dr элементы d;,; с минималь
ным весом .и ОIЩ>е�дми;м -их ICl)"Мiмy � mind;,; = 2+1+1+1+1 =6. Неучтенными 

i, J ост.алll!Сь элементы d1,з, d2,4, dз,б и d.,в. PaiCIIIOoIOЖ!ИiB 00011ве"I"с1та,ующ�-е ребра с 

Рис. 3.36. ,Г1раф фрац�мен.та 
схемы 

минимальной суммарной длиной, получим d1,3= 
=,l, d2,. = З, d4,5 = 2, dз,5 =11, 6=7 и L(G) =13. 

Бо втором случае используем построение 
стандартного графа, тогда получим L ( G л) =

=3+2+2+1+1+2+2+2+2=1� 

Рис. 3.37. Размещение rграфа в линейке 

В третьем ,случае, выб,р·ав наилучшее размещение для каждой вершины с 
инцидентными ребрами, определим суммарную длину всех звездных подграфов: 

п п п 

� d1,; =3; � d2,; = 2+3+2 =7; � dз,; = l+l+Q+2 = 6; 
i=2 
i,;1=1 

п 

� 
i=I 
i,;1=4 

i=I 
i,f2 

1 п п 

Тогда L(G) = -� � d;,;=16. 
2 i=l J=I 

п 

i=I 
i,;1=3 

� ds,; = 2; 
i=I 
i,;1=5 

п 

� d5,; = 2+1l +2 = 5. 
i=I 
i,;1=6 

Заметим, что проще всего о,п,ределять ,первую оценку, хотя она и является 
завышенной. Вторая и третья оценки точнее, но ,процесс их вычисления сложнее. 

Для определения нижней границы суммарной длины L(G) ре
бер графа G воспользуемся понятием стандартного графа G л 
(вторая оценка). 
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Для разбиения множества решений Q на подмножества, т. е.
ветвления дерева решений, будем фиксировать некоторые верши
ны в определенных позициях сетки. Если, например, зафиксиро
вать вершину Xi на любом месте сетки, то получим подмножество
Q icQ, содержащее (п-1) ! решений. При фИiксации двух, трех
и т. д. вершин получим соответственно (п-2) !, (п-3) ! и т. д. ре
шений. Нетрудно видеть что, используя такой метод ветвления, 
получаем подмножество, содержащее одно решение. 

Пусть вершины х 1, х2, ... , Xq фиксированы соответственно в по
зициях 1, 2, ... , q графа сетки. Нефиксированные вершины графа G 
'могут располагаться в свободных узлах графа сетки произвольным 
образом. При этом суммарная длина L ( G) состоит из трех ча
стей: L,(G), L2(G), L3(G), где L 1 (G) - суммарная длина ребер,
смежных только фиксированным вершинам - определяется из 
способа построения матрицы геометрии D' r - точное значение; 
L2 ( G) - суммарная длина ребер, связывающих фиксированные и 
нефикси:рованные .в-ершины являет
ся нижней оценкой, поскольку учи
тывает длину связей при располо
жении нефиксированных .ве�ршин по 
станда�ртному графу; L3 ( G) - су,м
ма�р,ная длина �ребер, смежшых толь
ко нефиксщрованны:м ,вершинам оп
ределяется ,как сумма,рная длина 
ребер стандартного графа, постро
енного на n-q вершинах, и остав
шихся неучтенных :ребер графа. 

За,метим, что фиксация 1ве1ршин 
при размещении Г)рафа может лишь 
увеличить или оставить без измене- Рис. 3.38. Пример •графа G для ния ,су,ммарную длину по с1равне- размещения в линейке, 
нию с нижней оценкой, полученной 
по станда1ртному графу. К1роме того, увеличение числа фиксирован
ных вершин также не уменьшает сумма,рной длины, поскольку чис
ло вершин, входящих в стандартный nраф уменьшается . 

• Рассмотрим пример размещения графа G, показанного на ,рис. 3.38, в ли
неику Gr ·(рис. 3.39,а). Оп,р·еделим нижнюю границу суммарной длины по 
стандартному графу G

л
, показанному на рис. '3.'39,6. Получим <Э(Q)=L(Gл)= 

= 11. fазобьем множество решений Q на п подмножеств, :фиксируя поочередно 
Еершцн?1 -графа G1 на ·первой позиции ,г,ра:фа Gr, Для каждого �подмножества 
решеН

fИ Q11; Q1
2; Q1з; Q1

4
; Q\; Qlб О1ПредеЛИМ ,суммарную ,ДЛИНУ, ПредПОЛОЖИВ, 

что Q 1 получено фиксированием Х1 в ,первой /Позищии, Q 1
2 - фиксированием 

Х2 также в первой позиции и т. д. \Получим 0(Q11)=L1(G)+L2(G)+L3(G)= 
=0+10+4=,14; <Э(Q1

2) =12; <Э(Q1з) =,JIJ; 0(Q1
4)=12; 0(Q1s) =111; <Э(Q1 в ) =112. 

Для дальнейшего ветвления выберем подмножество Q13, как имеющее наимень
шую оценку 0(Q1з) среди всех 0(Q1 ;), i=l, 2, ... , п, и �произведем его разбие
ние на пять подмножеств Q 1з,1, Q1з,2, Q 1з з, Q1з 4, Q13 5 (,рис. 3.40). Вершины Q11, Q1

2
, Q1

4
, Q1s, Q16, Q1з,I, Q 1з,2, Q1з,3, Q1�,

4 
Q1 з:5, Не ПОДВергаВШИе-СЯ ВеТВЛеНИЮ, 

переобозначим соответственно Q21, Q2
2
, Q23, Q2

4
, Q25, Q2

6, Q2
7, Q2

8, Q2
9, Q210. Вер

шины Q2в, Q21, Q2в, 92
9, Q210 получены фиксацией оставшихся вершин графа 

(кроме Хз) на второи позиции сетки. Определим ранее не находившиеся грани-
175 



цы второго шага 0(Q2в)='15; 0(Q21)=ll; 0(Q2s)=13; 0(Q2s)=12; 0(Q210)=13.
Определим, что ветвлению �подлежит вершина Q21, и �цроизведем ее разбиение 
на четыре подмножества (рис. 3.41). Продолжив аналогично, получим дерево 
решений, ,показанное на рис. 3.42. Получили ,размещение, ,соответствующее под
становке 

t = (1 2 3 4 5 6 
) . 

Хз Х2 Х4 Х1 Х5 Х5 

Г,раф, размещенный в G, с минимальной суммарной -длиной L ( G) = 11, показан 
на рис. 3.43. 

G

r
l 

� 

а) 

�1� 
о) 

Рис. 3.39. Линейка G, (а), стандартный граф G л (6) 

Заметим, что, используя понятие стандартного графа и опе
рацию факторизации множества вершин графа G по критерию 
принадлежности к строкам или стол,бцам графа Gr, можно нахо
дить ,методом :ветвей и границ �ми
нимум суммарной длины ребер 
nрафа G и п,ри д.ву,ме�р,ном ·раз1меще- .\, 
нии •на плоскости. 

Рис. 3.40. Пример ветвления вер
шины Q1 з 

Рис. 3.41. Пример ветвления вер
шины Q27 

Рассмотрим те<nерь размещение в линейке не элементов, а фрагментов це
пей на основе метода ветвей и границ для фра-гмента схемы и ее •r,р·афа ( см. 
рис. 3.36, 3.37). Будем считать, что L(Gд)=•l7. Разобьем множество решений 
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Q на s подмноже-ств, причем s=2•C2n. 
Далее будем поочередно фиксировать 
ребра графа ,схемы в первых двух по
зициях решетки. ,в нашем случа•е в пер
вые две позшщи сетки будем послед,о
вательно помещать в-ершины х1, х2; 
х1, хз; . .. , пока не рассмотрим все 30 
вариантов. Для каждого подмноже-ства 

Рис. 3.43. Оптимальное размещение графа 
(см. рис. 3.38) 

Рис. 3.42. Дерево решений Рис. 3.44. Окончательное размещение 
rграiфа на рис. 3.3 7 в линейке 

решений Q 11, Q 1
2, ... , Q 1зо определим сумма,р,ную длину как нижнюю оценку, 

предlПолаrгая, что Q1
1 получено фиксированием вершин (х1, х2) в �первой и вто

рой позициях; Q12 - фи1юирова�нивм (х1, хз); ... ; Q1зо - ф111кюи1р,о,вани,е1м (xs,. 
Хв). Для большей ЯJ<:ности вмест,о Q11, ... , Q 1

30 будем п,иоа,ть Q1"x_.x , ... , Q30x х 
1 2 6 8 

После фиксации вершин (х1, х2) в первой и вто,рой позициях линейки по-
лучим 0 (Q1 х х ) = L1 (G) + L2 (G) + L3 (G) = 2 + 8 + 8 = 18; 

1 2 

0(Ql ) = 1 + 10 + 8 = 19 ' 
Х1 Хз ' 0 (Q\

1 
х.) = О+ 22 + 3 = 25 ; 

0 (Q1 ) = 0 + 19 + 6 = 25 ' Х1 Хв ' 

0 (Q1x, х,)�11 + 8 + 4 = 23; 

0 (Q1x,x.)=23; 0(Q\,x,)=27; 0(Q\,x.)= 
= 28; 0(Q1x, xJ = 18, 0(Q1x, х,) = 21; 0(Q1x, xJ = 24; 

0 (Q\, х.) • 228 0 (Q1 х, х) = 28; 0 (Q1 х, х,) = 23; 0JQ1x, х,) = 27 ; 
0(Q1x, х,) = 25; 0(Q1x, х.) = 22; 0(Q\, xJ = 24; 
0(Q1 )=24• 0(Ql )=22• 0(Q1 )=20• 

Х5 Х2 , Х5 Хз ' Х5 Х4, , 

10(Ql )=17·\ 0(Q1 )=28· 0(Q1 )=27· 
Х5 Х8 '_ Хв Х1 ' Хв Х2 ' 

0 (Q1x, х,) = 22; 0 (Q\
8 

х,) = 25; 0 (Q\
0 

х,) = 19. 
Выберем оценку 0 ( Q1 х,х.) = 17 и ве,ршины ХsХв поместим в первой и в то.рой 

позициях линейки. Далее фиксируем оставшиеся вершины в третью позицию 
линейки и получим 0 ( Q2в,1) =25; 0(Q2в,2) =125; 0 (Q2в,з) =20; 10 (Q25.4) = 191. 

177 



По.этому вершину х4 ломестим в третью позицию линей.кн. На третьем шаге 
0(Q34,1) =25; 0(Q34,2) = 19 /; значит, вершину х2 поместим в четвертую позицию 
линейки. На ,по,следнем шаге 0(Q4

2,1) =20; 0(Q4
2,3) =119 и вершину Хэ поместим 

в ,пятую .позицию линейки. Последняя вершина х1, естественно, [!опадает в ше
стую позlщию линейки ,(рис. 3.44). Получим размещение ,графа в линейке 
L ( G) = 19. После перехода от графа к схеме получим окончательное размеще
ние, �показанное на ,рис. 3.45. 

Рис. 3.45. Окончатель
ное размещение фраг
мента •схемы на рис. 3.35 

Отметим, что при размещении фрагментов ,цепей, т. е. ребер,
графа схемы, в отличие от вершин, появляется возможность про
гнозировать размещение на шаг ,вперед, что повышает точность. 
размещения. Результат окончательного размещения в значитель
ной степени зависит от выбора метода ветвления и способа оцен
ки минимальной суммарной длины соединений. 

Рассмотрим минимизацию пересечений ребер графа схемы_ 
При конструировании ЭА на интегральных микросхемах и печат
ных платах важно отыскать такое расположение схемы, ·в кото

ром сведено до минимума число пе
ресечений 1проводников. Для .про
стоты изложения ,щредва,рительно 
рассмот,рим r�рафы с га,мильтоно
вым циклом, а за.тем �результат ра,с
П1ространим на -случай произ•воль
ных графов. 

Пусть дан произвольный граф 
G = (Х, И) •без петель и щрат,ных 
ребер. Будем ,считать, что граф G

имеет га,мильтонов цикл, а его ,вер
шины соединяются кратчайшим,и 
ребрами. Два любых 1ребi)а Ui,jE И

Рис. 3.46. Пересечение ребер и Uk,zE И могут пересекаться дJруг ,с 
внут-ри гамильтонова цикла другом не более 1 ;раза; ребра nра-

фа, инцидентные одной вершине, �не 
пересекаются между собой, а также ни одно реб�ро графа ,не пе
.ресекает �ребер га,мильтонова цикла. 

Перейдем теперь к подсчету числа пересечений ребер графа 
G. Для этого будем располагать ребра графа G, не принадлежа
щие гамильтонову циклу внутри области, ограниченной этим цик
лом. Обозначим множество ребер, инцидентных вершине Xi, че
рез Ui, а число пересечений, образованное ребрами этого множе
ства, - через Pi- Очевидно, что при проведении ребер, инцидент
ных вершине Х1ЕХ, пересечения не образуются. В этом случае 
Р1 =0. Проведем теперь ребра, инцидентные вершине х2е:Х, и 
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определим число пересечений этих ребер с ребрами множества U1• 

Ребро и2, п пересекается со всеми ребрами, инцидентными вершине 
Х1 (рис. 3.46). В дальнейшем ребру Ив, t сапоставляется эл,емент 
матрицы смежности Гв, t, где s, tE.l = {1, 2, ... , п}; п - число вер
шин графа. 

Нетрудно видеть, что число пересечений, образованное ребра
ми И2, п, определяется по формуле 

Ребро и2, (n-1) образует 

п-1 
Р2, п = Г2, п � Г1, i• 

i=З 

п-2 
Р2, (n-l) = Г2, (n-\) � Г1, i 

i=З 

пересечений. Аналогично легко определить число пересечений 
других ребер множества И2 с ребрами множества U1, которое бу
дет иметь вид 

j-1 

Р2, j = Г2, j � Г1, i
i=З 

Общее число пересечений ребер, инцидентных вершине х2, 

п 

Р2 = � Р2, i• 
j=4 

По индукции определим число пересечений ребер, инцидентных 
вершине Xk ,графа G, 

п 
Pk = � Pk, J·i=k+2 

(3.61) 

Общее число пересечений всех ребер графа G определяется 
выражением 

п-2 n-2 п j-1 k-1 

Р= lJ Pk, т. е. Р= � � 2] � rk,jГm,i• (3.62) 
k=2 k=2 j=k+2 i=k+I m=I 

Непосредственный подсчет числа пересечений ребер графа по 
формуле (3.62) .затруднителен, поэтому для облегчения этого 
процесса предлагается использовать матрицу смежности ,R графа 
G. Посколь,ку G - неориентированный граф, будем использовать
треугольную матрицу, учитывая, что ребра гамильтонова �цикла не
образуют пересечений, единицы, соответствующие этим ребрам,
заменены крестиками.

Для нахождения числа пересечений ребер графа G в соответ
ствии с формулой (3.62) при задании графа матрицей смежности 
R поступим следующим обра'Зом. Сначала определим число Р2, п, 
для чего в матрице смежности ·R выделим подматрицу R2, п, кото
рая имеет вид 
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1 2 3 4 ... п-1 п 

1 о х-· 1 R2,п 1 х 

2 о х � 
R= 

0 х 
о х 

о х 

n-1 Ох 

п о х 

о 

Сумма единичных элементов подматрицы R2, п соответствует 
числу Р2, n• Далее определим число Р2, (п-1) путем выделения под
матрицы R2, <n-t) и подсчета сумм:э.рного числа единиц в ней и т. д. 
Число пересечений ребер, ин�ц:�щентных вершине Х2, с реGрами, 
инцидентными вершине х 1, определяется суммой единиц во всех 
R2, i, Про,цес,с выделения и .под1счета единиц в подматрицах продол
жается аналогично до тех пор, пока не будет определено общее 
число пересечений графа G как сумма единиц всех подматриц от 
R2, п ДО R(n-2), n• 

В том случае, когда необходимо не только подсчитывать число 
пересечений ребер графа G, но и знать число пересечений какого
нибудь ребра иi, j, со всеми остальными ребрами графа будем вы
делять в ма"ри,це ,R две подматри�цы Ri, j и R'i, j 

R= 

1 2 j п 

1 О х 

2 О 

п 

х Ri,i 

о х 

х 

.,__ __ __,.;.. __

о х 

0 Х Гi,j 
.;__....:..:..._'----

о х IR'ц 
о х 

о х 

о 

Покажем, что ребро иi, j ,графа G пересекается со, всеми реб
рами, которым соответствуют единицы в выделенных подматрицах 
Ri, j и R'i, j, Рассмотрим ребро иi, j графа G. Относительно него 
можно выделить два множества вершин графа Х 1 и Х2 : Х1 = {хн1, 
Хн2, ... , Xi-1}; Х2 = {хн1, Хн2, ... , Xj-1}. 

Согласно теореме Жордана с ребром иi, j могут пересекаться 
толыко ребра, одновременно инцидентные вершинам, находящимся 
в Х1 и Х2, т. е. XkEX1, XzEX2 или XzEX 1, XkEX2. Единицы в мат
рице смежности, соответствующие ребрам, ка.к легко видеть, рас
полагаются в подматрицах Ri, j ,и R'i, j, Таким образом, суммарное 
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число единиц подматри,ц Ri, j и R'i, j определяет число пересечений 
ребра щ, j со всеми остальными ребрами графа G. 

На приме.ре графа, показанного на рис. З.47, Оi!!ределим число пересечений 
ребра иs,6• Для этого, заi!!ишем ма11р•ицу смежности 

1 2 3 4 5 6 7 

1 ох1\
101

1х
2 ОХ0101 
з о хо� 

R= 4 

5 
6 
7 

о х 01
1

о х о 
о х 

о 

по которой определим, что число ,единиц в 
выделенных подматрицах ,равно трем. Это 
значит, что ,ребро из.в имеет три пересече
ния. Если для каждого ребра по,дсчитать Рис. 3.47. Пример, графа для оп-
число пересечений и записать это число в ределения i!!ересечений 
соответствующие клетки матрицы смежн,о-
сги, то получим так называемую матрицу пересечений RP графа G. Заметим, 
что каждое пересечение •образуется наложением двух ребер, поэтому для под
счета ,общего числа пересечений ребер графа G необходимо просуммировать 
все элементы матрицы R p и сумму разделить на 2. 

Данный метод подсчета числа пересечений можно распростра
нить и на графы ,без гамильтонова цикла. Это следует из того, 
что ребра последнего не образуют пересечений и матрица пересе
чений RP при отсутствии части или всех ребер выделенного га
мильтонова цикла не меняет своего вида. Вершины располага
ются так же, как и в случае графа, имеющего гамильтонов цикл. 

Выше рассматривались .графы, у ,которых ребра находились 
внутри области, ,ограниченной гамильтоновым циклом. Естественно 
предложить расположение ребер графа не только во внутренней, 
но и во внешней области. Для определения числа пересечений 
ребер во внутренней и внешней областях графа G целесообразно 
составить соответствующие матрицы смежности R 1 и R2 такие, что 
R=R1 E9R2, т. е. для всех элементов матрицы смежности ,R выпол
няется условие ri, j = Г1, i, jE9 r2, i, j, где Е9 - сумма по модулю 2. 

При расположении ребер графа G в двух областях формула
(3.62) имеет вид 

п-2 п j-1 k-1 

р = � � � � r1, k, j Г t,m,i +
k=2 i=k+2 i=k+I m=I 

п-2 п i-1 k-1 

+ � � � � r2,k,i Г2mi•
k=2 i=k+2 i=k+l m=l 

Отметим, что данный метод подсчета числа пересечений можно
применять и 1к графам, имеющим петли и кратные ребра. Тогда 
в матрице смежности вместо единиц будут стоять кратности ре-
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бер. Введение петель в граф не меняет числа пересечений, так как 
любую петлю можно провести без пересечений. 

Рассмотрим теперь вопрос подсчета чи,сла пересечений ребер 
при размещении вершин графа схемы в узлах прямоугольной сет
ки Gr. Пусть задан некоторый мультиграф G= (Х, И), отображен
ный в сетку Gr, и необходимо найти значение функции р ( G). 

Для однозначности решения поставленной задачи условимся в 
единообразии проведения ребер графа G. Будем считать, что вер
шины xi и Xj соединяются ребром, :�юторое проводится от верши
ны х; по соответствующей строке до столбца, в котором находится 
вершина Xj. Такое проведение ребра справедливо при i<j. Если 
i> j, то ребро ui, j ведется по столбцу, соответствующему вершине 
Xj до строки, в ..которой находится вершина х;, далее по строке к 
Xj. Все ребра, оба ,конца ,которых принадлежат одному столбцу, 
проводятся слева от соответствующего столбца, а ребра, оба конца 
которых принадлежат одной строке, проводятся над соответствую
щей строкой. 

Ид е я  н а х о ж д е н и я  ч и с л а  п е р е с е ч е н и й p(G) ре
бер графа G, отображенного в Gr, заключается в выделении от
носительно каждого ребра некоторых подмножеств вершин Хп, 
Х1сХ. 

Рассмотрим произвольное ребро Ир, q и выделим относительно 
него подмножества вершин Хп и Х1, которые назовем «подмноже
ствами пересечений». Функция пересечений двух ребер ui, j и Ир, q 
может принимать два значения: 

( . . ) _ 
{ 

1, если ребра ui, j и Ир, q пересекаются;
р И�, 1, Ир, q - О в противном случае. 

Тогда если (V ui,jEИn,1) (P(ui, j, Иp,q} = l, то !Подмножества 
вершин Xk и Х1 будут подмножествами пересечений. Здесь Ип, 1 -

множество ребер, инцидентных ,как Xk, так и Х1. Очевидно, что 
ХkЛХ1 = 0, а XkUX1 = H, где НсХ. 

Разобьем все множество ребер графа G на три подмножества 
И,, И 2, Из ( И I U И 2U И 3 = И) и выделим относительно каждого из 
них подмножества пересечений. Рассмотрим произвольное ребро 
и;, j. Пусть вершина xi находится в узле сетки с ,координатами 
S=л, t = q, а Xj - вершины в узле с �координатами s = k, f = l. Бу
дем ,считать, что р·ебро и;, jЕИ,, если q = l, и;, jЕИ2, если л�lk, 
иi, jЕ.Из, если л>k. Подсчет функции пересечений начнем с ре
бер, инцидентных вершине х1• 

После определения числа пересечений ребер, инцидентных вер
шине Х1, вершина х1 отбрасывается и рассматривается вершина 
Х2 и т. д. Заметим, что на каждом шаге определения функции пере
сечения вершины х; в подмножества пересечений будут входить 
вершины Xj, для которых jE:l= {i+ 1, i+2, ... , п}. Тогда относи
тельно ребер подмножества И1 получим подмножества пересече
ний Х, и Х2, для которых выполняются условия 
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(V XrEX1) ( n<s<k, t=q=l); 

(VXmEX2) (s>•k, t=q=l), 

где s, t - текущие координаты вершин. 
(3..63) 

Число ребер Кх 1 • х • между подмножествами Х 1 и Х2 будет рав
но числу пересечения рассматриваемого ребра иi, i, т. е. р (иi, i) = 
=kx1 , х •. Подмножества пересечений Х1 и Х2 для ребра (xi, xi) 
изображены на рис. 3.48. 

Относительно р·ебер, t

принадлежащих к И2 и 
Из, .подмножества пе�ресе- , 

. i� чении ,можно выделить 
по-разному, однако число 
пер,есечений от этого не 
изменится. Поэтому пред
лага,ется для ,ребер Ui,jE 
EU2 выделять следую-

• • • • 

• • • • 

1( k 

• • 
r-------

1• 8Xz! 
.._ _____ .J 

• • 

8 

щие под:мrножества пере- Рис. 3.48. Подмножество пересечений 

сечений: Х1, Х2

(VXrEX1) (s�'k; l<t�q) (VxmEX2) (s<k; t<q); 

(VXrEXз) (s<'k; q>t>l) (VXmEX4)•(s>k; t�l); 

(VXтEXs) (n�s<'k; t=l) (VХтЕХб) (s>k; t=l); 

(VХтЕХ7) ('k�s> n; t=q) ( VxmEXs) (s=k; t<l); 
(VxтEXg);(s='k; l<t<q) (VXmEX10) (s=k; t<l). (3.64) 

На рис. 3.49 изображены подмножества пересечений для ребер 
подмножества И2• Аналогичная процедура выполняется для Ui, jE 

ЕИз: 
(VхтЕХ1) (s>'k; q�t>l) (VXmEX2) (s�k; t<q); 

(V ХтЕХз) (s�'k; l<t <q) ( V XmEX4) (s>k; t�l); 

(VX7EXs) (s<k; t=l) (VXmEX5)1 ( s>k; t=l). 
(3.65) 

Тогда функция пересечения для иi, jЕИ2 р (Иi, i) = kx1 , х, + kx •. х. + 
+kx •. x.+kx,, x,+kx,, х10 , а ДЛЯ Ui, jEИз p(ui,j)= kx1 , x,+kx,, х. + 
+ kx,, х,• На рис. 3.50 показаны подмножества пересечений 
для ребер иi, jE И 3 • 

Информация о графе задается матрицей смежности R или ее 
списком. 

Для ,графа, изображенного на рис. 3.51, покажем определение функции пе
ресечений р( G): 

Х1 (хз, Х5, Хв, Х9, Х10) Х1(Х1в) Х1з(Х14) 

Х2(Х4, Хв) Хв(Х11, Х12, Х1в) Х14(Х15) 

Хз (ха, х,, x,s) Х9(Х12, Х1з) Х15 (Х1в) 
R= х, (х1, Хв, Х12) Х10 (Х1з, Х14) Х1в(0) 

Х5 (х1, Хв, Х9) Х11 (Х15, Х1в) 

Хв(Х1з, Xg) Х12 (0) 
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Выделим ,первое ребро и1,3. Найдем координаты вершин х1 (:n:=l, q=l), 
Хз (k=3, l=1l). Ребро и1,зЕИ1, поэтому подмножества пересечений нео.бходимо 
выделить .по условию (3,63): Х1={х2}, Х2={х4}, р(и1,з)= kx,x,=1. Выделим 
следующее ,ребро и1,10 и ощределим координаты вершин Х1 (:n:=,l, q=l), 
Х10 (k=2, l=З). Ребро u1,10e:U2, !Поэтому для выделения подмножества пересе-
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Рис. 3.49. Подмножества пересечений для ребе,р И2 
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чений используем условие ('3.64): X1=fx2, Хз, Х4, хв, Х1, хв}; Xs={Xg}; Xg=
={х6}; X2={Xs, х9, Х1з}; Хв={Х11, Х12}; X1o={Xi.}; Хз={Хs}; Х1={Х2}; Х,=
= {хн, Х12, Х15, Х1в}; Хв= {Х14}; 

Р= (и1, 10) =k х1 ,х, + kx,, х. + kx1 , х, + kx,, х
8 + kx0,x10 = 

4. 
Аналогичным образом, выделяя подмножества пересечений для остальных 

ребер. Получаем, что значение функции пересечений ребер графа G равно 
p(G)=19. 

Рассмотрим два метода минимизации числа пересечений ребер 
произвольных графов. В первом методе в гра1фе сначала опреде
ляется та.кое ребро щ, j, которое имеет наибольшее число пересе
чений. Через это ребро прово
дится линия ( секущая ось) , 
которая делит �плоскость на 
лве части (полу;плоскости N, и 
N2 ). Отно,сительно секущей 
оси исходный граф ,раз-бивает
ся на две части: G, и G2. 
Ча,сть �ребер nрафа G будет 
принадлежать как G 1, так и 
G2. Тогда если G, = (Х 1 , И,); 
G2= (Х2, И2), то вершины из 
Х 1 лежат в полуплоскости N 1 , 
ll .вершины из Х2 - •В N2. За
метим, что Х1ПХ2 =.0, а U 1U 
UИ2 = Ui,j. Множество ребер Рис. 3.51. Пример графа для oпpe-
Ui,j является ,соединяющим деления функций пересечений 
для полуплоскостей N 1 и N 2-

Часть ,ребе�р ,м,ножества Ui,j п�ресекает ,выбранное ребро иц. Для 
устра,нения пересечений этого ,ребра часть G1 переносим из полу
плоскости N 1 в полуплоскость N2, а именно в ту ее область, ко
тО1рая «прилегает» к -секущей оси. 

При этом необходимо выбирать та,кие ребра Иk, 1, для ,которых 
разница между числом пересечений Иi,; и числом пересечений ре
бер множества Ui, ;, образующихся после переноса G 1 в полупло
окость N2, имеет положительную величину. Далее •В G = (Х, И) 
выбира�тся следующее ребро, имеющее наибольшее число пере
сечений, проводится новая секущая ось и вышеописанный процесс 
повторяется. При достаточно большом числе проведения та,ких 
операций ,можно добиться существенной минимизации числа пере
сечений ребер ,графа. Однако практически можно ограничиться 
сравнительно небольшим числом шагов после значительного умень
шения числа пересечений ребер по сравнению с исходным. 

Пусть дан ,граф G = (Х, И), имеющий 1 О вершин и ,16 �пересечений, пока
занный на рис. 3.82,а. Выберем ребро из,6, та.к как оно имеет максимальное чис
ло ,пересечений. Тогда после рассечения графа определим G 1 и G2 : G 1

=,(X 1 U 1 ), 
где Х1={Х1, Х2}, и G2='(X2, И2), где Х2={Х4, xs, Х1, Хв, Xg, Х10}; И1ПИ2=И1,2 = 

={U1,s, U2,s, U1,5, U2,1, U2,4}. 
После 111ереноса G 1 в полу�плоскость N2 получаем гр�ф, 1Показанный на рис. 

3.52,б. Затем секущая ось дроводится через ребро из,9, и вновь illолученная 
часть G 1

1 illереносится в полуплоскость N1
2• Окончательный результат работы 
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алгоритма ,показан на рис. 3.52,в. Число [Iересечений ,ребер графа уменьшилось 
с 16 �до 1. На ,рис. 3.52,б, в р,ебр,о и2,1 ,не пока.зЗ11Ю. 

Опишем теперь алгоритм минимизации числа пересечений ре
бер графа схемы, основанный на расположении ребер графа во 
внутренней и ,внешней областях гамильт-онова цикла. Очевидно, 
что исследование графа с гамильтоновым �циклом не уменьшает 
общности предлагаемого -метода, так как отсутствие ребер цикла 
после применения алгоритма минимизации числа пересечений ре
бер позволит только уменьшить число пересечений за счет прове
дения некоторых ребер графа в том месте, где отсутствуют ребра 
гамильтонова ,цикла. 

.,.,,,. 

Рис. 3.52. Г,раф й=•(Х, U) (а), пе
ренос G1 в N2 (б), окон"Iательное 

,размещение графа (в) 

', 

При представлении �каждого •элемента схемы вершиной графа 
не учитываются пересечения проводников, соединенных с одним и 
тем же элементом. Одна1ко число та1ких пересечений трудно под
дается минимизации с помощью ЭНМ, �кроме того, оно обычно 
незначительно по сравнению с общим числом пересечений ребер 
графа G. О с н о в н а я  иде я а л г о р и т м а  м и н и м и з а ц ии 
ч и с л  а п е р е с е ч е н и й  в нут р и с х  е м  н ы х р е  ,б е р заклю
чается в следующем. По исходной схеме строится мульти,граф 
G= (Х, И), а затем он располагае:ся на плоскости с выдел,енным 
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гамильтоновым циклом и по нему записывается видоизмененная 
матрица смежности R1. По матрице на:х:одятся «отклонения» дщr 
каждого ребра графа G, а затем строится матрица отклонений 
ребер Rл . После этого из матрицы Rд вы9ирается ребро, для 
которого отклонение на данном шаге имеет максимальное поло
жительное значение. Далее •это ребро выносится во внешнюю об
ласть цикла. Указанный процесс продолжается аналогично до тех 
пор, пока все элементы матрицы 

Rл не станут отрицательными 
или равными нулю. В �юнце рабо
ты алгоритма производится об
ратный переход от графа ,к схеме. 

Pacc1MO'I1PИiM более под�робно 
процесс построения ма11J)ицы Rл 

и этапы алгоритма минимизации 
общего числа пересечений ребер 
г�рафа. Под отклонением Лi,j �реб
ра Ui,j г,рафа G будем понимать 
разность между числом его пе
ресечений со всеми остальными
ребрами r,рафа, когда оно �распо
ложено во вну11J)енней области, ·и
числом .пе,рес,ечений этого же �реб
ра, проведенного во внешней об-
ласти ,цикла. Рис. 3.53. Граф G1 

Пусть, например, дан граф G1, изоб.раженный на рис. 3.53. Для ре.бра и3,8, 

мультичисло которого равно двум, найдем значение отклонения Л3 ,8. Построим 
о -

сначала видоизмененные матрицы смежности R1 и R1 соответственно для внут-
о -

ренней и внешней о,бластей графа G1 (в матрицах R1 и R 1 крестиками отмече-
ны реб,ра гамильтонова псевдоцикла, а черточками - отсутствие ребер): 

234567 8 12 345678 
о х 2 10 о о 1 1 - о х о 10 о о -

2 ОХ 10 0 0  О 2 О Х00200 
3 3 О - 1 О 01� о - О 2 О О 

о 4 
R1 = 5 

6 

7 

8 

4 ОХ3 О 0X00I 
ОХ4 О 0X0I · R1= 

5'

6 о х о х о 
7 о о -

о 8 о 

Далее по алгоритму, описанному выше, легко определить число 
пересечений ребра из, в, когда оно находится внутри гамильтонова 
псевдоцикла, подсчитав сумму элементов ,в выделенной подмат-
рице пересечений в R1 и умножив ее на мультичисло ребра из, 8• 

Аналогично ·число пересечений ребра из, в при помещении его во 
внешнюю область определяется из подматрицы пересечений, вы-
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деленной в R1. Итак, запишем число пересечений для ребра и
3

, 8 
во внутренней области 

о 
Рз,в = Гз.г � Г1i,t = 2(1+1) = 4; 

во внешней области 

о 
rk,l=R;,,j 

Рз.а = Гз,в Г1�,1 = 2(1+2) =6. 
rk,l=Ri,f 

(3.66) 

(3.67) 

З.щее1. i r1i,1 - су.мма элементов в ,подмат.рицах п,ерооечеН1Ий, выделен
r k,l ER l ,J 

111ых в мащрице омеж;н,ост.и. 
о 

Отклонение ребра из.в определится теперь ,как Лз,s= Рз,s-Рз,s=-2. Это 
означает, ,что 1прн 111ереносе ребра из.в из 'внутренней области во внешнюю об
щее число пересечений гра,фа увеличится на ,2. 

,Матрица отклонений ребер Rд получается путем замены эле
ментов матрицы смежности R на соответствующие значения откло
нений ребер. Заметим, что на первом шаге выполнения алгорит-

- о 

ма все элементы матрицы ·Ri равны нулю, а матрица Ri совпадает 
с матрицей смежности -Ri графа Gi, так как все ребра по условию 
проводятся во внутренней области. Следовательно, на первом шаге 
Лi, ;=Pi,; и матрица R д строится путем замены элементов мат
рицы R на соответствующие им значения пересечений ребер. 

Рассмотрим на примере миннмиза,цию числа ,пересечений в графе, изо-бра
женном на рис. 3.54,а. IПри та,ком ,раоположении ,графа ,числ-о пересечений 
p(G) =69. Опре.цмив для �а,ждоrо ,р-ебра 11р,а,фа 1П1О �а,три:це смежнооm R1. зна
чение отклонения, как показано выше, строим мат,рицу отклонений ребер 

а) 

Рис. 3.54. Пример графа АЛЯ минимизации чи,сла пересечений (а), о,кончатель
ное ,размещение rрафа (б) 
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2 о х 12 16 1241 
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R
д = 4 о х 15 

5 о х 

6 о 

По матрице R
4 

определим элемент с максимальным положительным откло
нением. Если таких элементов несколько, то выбираем любой из них и ребро 
(несколько ,ребер) графа G, соответствующее определенному от,клонению, вы
несем во внешнюю область гамилыонова ,цикла. В нашем случае таким ребром 
является и2.6. После этого матрицы смежности для внутренн-ей и внешней об
ластей графа 1Примут вид 

2 
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а матрица отклонений ребер ,после пе,рвого ша,га запишется в виде 
1 2 3 4 5 6 

1 о х 2 о о х 

2 о Х 12 J16J-
3 о х 10 11 

Rl
д

= 4 о х 15 
5 о х 

6 о 

Прочерк в матрице R1 д соответствует вынесенному ребру и2,6• Заметим, 
что в матрице R1 д по сравнению ,с R д изменились значения тех элементов, со-
01,13етст'вующие кото,рым реб,ра ,пересекаются ·с ребром и2,6• На втором шаге ана
логичная процедура выполняется для ребра u2,s, имеющего максимальное от
·к,1онение. После этого алгоритм выполняется для ребер U2,4 и щ,6, и на 1этом 
процесс минимизации числа пересечений ,р·е,бер графа заканчивается. Для окон
чательно.го ,варианта расположения графа ребра и1,з, иц, и1,5, и3,5 и и3,6 нахо
дятся 130 внут.ренней, а ребра u2,4, u2,s, и2,в и щ,в - во внешней областях га
милыонова цикла. Матрица отклонений п,римет ·вид 

1 2 3 4 5 6 

1 

2 

3 

О Х -10 - 12 - 12 Х 

R'
д 

=4 
5 
6 

О Х -6 
о х 

о 
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Число пересечений ребер графа уменьшилось с 69 до 114. Иэо·бражение гра
фа G на �плоскости после ВЫ[!олнения алго,ритма показано на .рис. 3.54,6. 

Отметим, что при минимизации числа пересечений ребер графа 
а -

нет необходимости строить на каждом шаге матрицы Ri и Ri и 
подсчитывать отклонение ребер, как показано выше для нагляд
ности метода. Для этого достаточно использовать толыко матрицу 
смежности Ri и матрицу 011клонений ребер, полученную на первом 
шаге алгоритма. Начиная со второго шага, новые значения мат
рицы Rj л определяются выражением 

(3.68) 

где ,Лр , q - значение от,клонения ребра Ир, q графа G на предыду
шем шаге, Гр, q - элемент матрицы Ri, соответствуюший ребру
Ир, q; Гi, j - элемент матрицы Ri, соответствующий вынесенному
ребру щ, j на данном шаге выполнения алгоритма. Алгоритм имеет
временную сложность О (п3 ).

Заметим, что перед переходом от графа к схеме можно выде
лить ребра, вносящие пересечения, оставшуюся плоскую часть гра
фа расrположить с помощью, например, метода стереографичес1юй 
проекции в заданных точках плоскости с последующим внесением 
выделенных ребер. 

Рассмотрим минимиза,цию числа внутрисхемных пересечений 
методом ветвей и границ. Пусть предварительно по критерию ми
нимальной длины соединений произведено размещение фрагментов 
цепей схемы на плоскости. Пусть плоскость разбита на горизон
тальные и вертикальные линейки, называемые каналами, ,в кото
рых размещаются фрагменты цепей. 

Исходной информацией служит расширенная матрица цепей 
Т= llti, jll, где iE.l, / = {1, 2, ... , f} - номер элемента; jЕЭ'1, ff 1 = 

= {1, 2, ... , d} - номер конта1ктов верхней части элемента; jEff 2, 
ff2 = {d+r+ 1, ... , 2d+r} - номер rконтаrктов нижней части элемен
та; r - число магистралей вертикального канала. Под маги
стралью понимается часть канала для размещения фрагментов rце
пей схемы. Элемент ti, j для jEff1 или jEff 2 являет·ся номером 
цепи, инцидентной j-му контакту i-го элемента ,схемы. Значение 
ti, j для jЕЭ'з или jЕЭ'4, где ff 3 = {d+ 1, ... , d+r}; 
ff 4 = {2d+r+ 1, ... , 2d+2r}, означает номер цепи, фрагменты 
которой, размещенные в горизонтальном канале, примыкающем к 
i-му элементу, соединены непосредственно друг с другом, причем
для одного из фрагментов это соединение является началом или
концом распространения. Если jЕЭ'з, то рассматривается горизон
тальный канал, расположенный над линейкой, если jЕЭ'4, - под
линейкой. Границы распространения фрагментов цепей в ,каналах
помечаются индексами. Если в матрице Т рядом с номером цепи
стоит индекс а, то цепь, начиная с соответствующего �контакта или
фрагмента цепи, расположенного в вертикальном канале, распро
страняется в горизонтальном канале вправо, если же стоит индекс
Ь, - то влево, если стоит индекс с, то фрагмент цепи распростра-
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няется с этого места в вертикальном канале вниз, если стоит ин
декс d, - вверх. Полученная матрица содержит все сведения о 
размещении фрагментов цепей по каналам. Необходимо теперь 
разместить эти фрагменты по магистралям в пределах ,канала с 
минимизацией числа пересечений между ними. 

Для работы алгоритма строится вспомогательная матрица не
ресечений Р= IIPm, nll, где Рт , п равно числу 1Переоечений между 
фра�гментами цепей tm и tn, расположенными в одном канале, при
чем фрагмент цепи tm расположен под фрагментом цепи tn (т, n=
= 1, 2, ... , у, т+п), где у - число фрагментов в •канале. 

Строка т матрицы Р ставится в соответствие с номером цепи 
tm, строка п - с номером tn. Если фрагмент цепи tm не может 
быть расположен ниже tn, то элементу Рт, п присваивается значе
ние оо. Значения Рт , п определяются по матрице цепей Т. 

Для решения задачи о размещении �фрагментов цепей по маги
стралям в пределах одного канала по �критерию минимального 
числа пересечений воспользуемся методом ветвей и границ. Метод 
в применении к данной задаче заключается в том, что множество 
всех допустимых решений, т. е. возможных размещений фрагмен
тов цепей по магистралям, разбивается на подмножества с после
довательно уменьшающимся числом •элементов. Этот процесс со
провождается вычислением нижних границ числа пересечений 
между фрагментами цепей. На некотором этапе получается под
множество, состоящее из одного решения, для которого число пере
сечений не больше, чем для любого иного решения. 

Обозначим через Q множество всех решений. [Множество Q 
разбивается на подмножества Q 1

t, tE.Тl, ,где Т1 
- множество фраг

ментов цепей, расположенных в l-м канале. Для всех решений под
множества Q 1

t фрагмент цепи t размещен ниже всех остальных 
фрагментов цепей. Множество Q 1t разбиваем на подмножества Q2t. 
Для всех решений подмножества Q2

t фрагмент цепи t2 расположен 
над фрагментом цепи f1, но ниже всех остальных фрагментов. Про
цесс ветвления сопровождается вычислением нижних траниц числа 
пересечений для каждого подмножества решений. Получение ниж
ней границы подмножества решений основывается на с л е д  у ю
щ е м  у т в е р ж д е н и и. Относительно любого фрагмента цепи 
остальные в пределах канала можно расположить так, чтобы он 
давал с ними наименьшее число пересечений St, т, tmE.T1. 

Сумма всех чисел St дает нижнюю границу на множестве ре
шений для целевой функции 

(3.69) 

т. е. для любого решения qEQ имеет место соотношение f (q) � 
�{;(Q). 

Определим отклонение бtт от наименьшего числа пересечений 
St т для ,каждого фрагмента цепи, если его поместить ниже осталь
ных фрагментов: 
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б, = �Pmn, tm, tnET1; т 

pmn= {Pт,n-Pn,m, если Рт,n-Рn,т>О;
О, если Pт,n-Pn,m:;,;;;0. 

(3.70) 

(3.71) 

Положительное значение Рт, п-Рп , т указывает на то, что 
цепь tm, помещенная ниже цепи tn, дает увеличение пересечений 
на значение этой разницы. Отрицательное значение Рт , п-Рп , т 
указывает на то, что цепь tm, помещенная ниже цепи tn, дает с 
не:а меньшее число пересечений, и это число вошло в состав ве
личины St . Для каждого подмножества решений Q 1 t значение 

т т 

нижней границы определяется следующим образом: 
s(Q 1 tm

) =s(Q) +бt т • (3.72) 
ДаJ1ьнейmему разбиению nодвер,гается то подмножество Q 1

tm
, 

для которого s (Q 1t
m ) имеет наименьшее значение. Из матрицы 

вычеркивается т-й столбец и т-я строка, соответствующие цепи 
tm. Над полученной матрицей Р 1 производятся аналогичные дей
ствия. Подсчитываются значения б 1

t т и дальнейшему разбиению 
подвергается то подмножество Q2t

m , для которого s (Q2t
m ) = 

s (Q 1t т) +б 1 t
т 

имеет наименьшее значение. В матрице вновь вы
черкиваются соответствующие строка и столбец и получается
матрица Р2. 

Аналогичные действия производятся до тех пор, пока не будет 
получено подмножество, состоящее из одного решения. Это реше
ние представляет собой упорядоченное множество номеров фраг
ментов цепей. Фрагменты цепей должны размещаться по маги
стралям в соответствии с этим порядком. На некотором шаге п 
может оказаться, что для нескольких фрагментов цепей tmETj 

значения бпt
т =0. Тогда из матрицы Рп вычеркиваются строки и 

столбцы, соответствующие указанным цепям. В упорядоченное 
множество номеров фрагментов цепей, являющееся решением, эти 
номера можно записать в любом порядке относительно друг дру
га. Вершины Qt

m 
n+1, fmETj, объединяют,ся в одну вершину Qт 1 

п+ 1
, 

и ветвление продолжается от вершины Qт 1 
п+1

• 

Если для нескольких .цепей tmETj величина бt т имеет одина
ковое, но отличное от нуля значение, то строится матрица Р 1п, со
держащая столбцы и строки, соответствующие цепям множества 
Tj. По матрице Р 1

п подсчитывается значение бt
т

. Если наимень
шее и отличное от нуля значение бtт имеет несколько цепей, то 
по матрице Р 1

п строится Р2
п и т. д. до тех пор, пока не будет най

ден один фрагмент цепи, для которого бtт имеет наименьшее зна-
чение, либо группа, для котюрой бt

т = О. Ветвл,ение ·будем продол
жать соответственно либо от вершины Qt

m 

п+1, либо от Qт /+I.
После того как будет достигнута конечная вершина Qvt т, нео•бхо
димо отыскать не подвергавшиеся ветвлению вершины, 'У ,которых• 
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нижняя граница меньше, чем у вершины Qvt
m

, и продолжить их 
ветвление. Процесс продолжается до тех пор, пока не будет най-
дена вершина, для которой число пересечений будет не больше, 
чем у остальных. На пра1ктике алгоритм с целью экономии машин-
наго времени можно ограничить одной ветвью. 

Например, для части схемы, изо,браженной на рис. 3.55, разместим фрагмен-
ты цепей с 'Минимизацией числа пересечений между ними. Мат,рица цепей Т для 
данного фрагмента имеет вид 

2 3 4 5 

la 2а За 4а 

2 2 3Ь 5а 

3 5Ь ба 7а 1 1с 

у .,. 4 lb 4 2 8о 2r 

5 7 8 4Ь 9а 9d

6 6Ь 8 7 10а

7 вь 9Ь 7Ь 10Ь 

По мат,рице Т строим матрицу Р: 

Р= 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
о 2 2 1 2 1 о о о

2 3 о 2 2 2 1 1 о о

3 о 1 о о о о о о о 

4 3 3 1 : О 2 2 2 о о 

5 о о о о о о о о о о 

6 3 2 о 2 о о 2 2 1 о 

7 3 2 о 2 о о 4 2 

8 о о о 2 о 1 

9 о о о о о 2 2 3 о 

10 о о о о о о о 

I4I4I0I6I0\6I5\О\3\ О\ 

б1 б2 бз t'\4 б5 t'\5 б1 бs бs б10 
Разбиение множества решений Q имеет вид рис. 3.56. По формулам (3.7•1) 
подсчитаем значения: P1,2-P2,1 = -,l; р12 =О; р1,s-Рз,1=2; р1з =2; p1,1,,-pf.,t=-2;

7-144 

Рис. 3.55. СлУ'чайное размещение фрагментов цепей 
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,Р1
4

= 0; P1,s-Ps,1 =2; P1 s= Q; pl,6-P&,1 = ---<2; Р1 &= 0; Р1,1-Р1,1 = -2, Р1 1= О; Р1,в
-Ра.1 = О; Р1в= О; Р1,9-р9,1= О, p1 g= 0; Р1,10-Р10,1=О, р1 1о= О.
От-сюда 61 = р12+ р 1з+ р14+ p1s+ р1б+ Р11+ Р1в+ p1g+ Р110 = 4. Аналогич
llо подсчитаем и другие значения 6t

m
• В результате �получим, 

что 6з, 65, 6в и 610 равны нулю. Объединим вершины Q 13, Q 1s, Q 1 8 
и Q 110 в ,одну Q 1т 1, где Т={З, 5, 8, 10} (см. рис. 3.56), и процесс 
ветвления продолжим от нее. В матрице Р вычеркнем 3, 5, 8, 10-й 
столбцы и строки. Получим ,матрицу 

1 2 4 6 7 9
1 О 2 1, 11 1 О
2 3 О 2 1 О
4 3 3 о 1 2 о 

Р1= 
6 3 2 2 о 2
7 3 2 2 о 2
9 о о о 2 2 о 

1 о 1 3 1 5 1 3 1 1 1
l\ 1 1 ('31

2 
('31

4 
('31

6 
('31

7 
('31

9 

Подсчитаем величины !'3 1 t
m 

для матрицы Р1. Наименьшее значение имеет
!'3 11 =0. Процесс ветвления продолжим от ·вершины Q21. IB 'Матрице Р1 вычеркнем
первые с11року и с11ол�бец и пер,ейдем к матр,ице Pz. 

Для матрицы Р2 наименьшее значение имеет !'322= 0. Процесс ветвления
продvлжим от вершины Q32• �В мат,рице Р2 вычеркнем строку и ,столбец, соот
ветствующие второй цепи, и перейдем ,к матрице Р3 . 

Наименьшее значение имеют !'334 и !'337, равные нулю. Объединим вершины
Q43 и Q41 в одну Q4т2, 1где .Т2= {4, 7}. 
Вычеркнем в мат,рице Р3 строку и
столбцы, соответствующие цепям 4 и 7.

Получаем матрицу
6 9 

Р4= : 11� � 11· 
1 о 1 1 1
('346 

('349 

Наименьшее значение имеет !'34& = 0. Вер
шина Q5

6 будет концевой. Упорядочен
ное множество цепей Т1 запишем сле
дУЮШJИJМ образом: ТZ=(Tt, 1, 2, Т2, 6, 9),
где Т1= {3, 5, 8, 10}; Т21= {4, 7}. 

Размещение фра,гмент,ов цепей мно
жества ТZ произведем в соответствии со
следующим правил,ом. Пусть уже запол
нено п магистрал,ей и необ�одимо раз
местить очередной фрагмент цепи t т 
упорядоченного множества ТZ. Опреде
ляется, пересекаеrея ли фрагмент цепи
t т с фрагментами цепей, размещенных
в п магистрали. Если нет, то в п-1 и 
т. д., пока не найдется такая n-k ма-

Рис. 3.56. Разбиение множест,ва Q 11Истраль, в �от,орой расположены фраг-
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,м,енты цепей, с коrорым1и ,перооека,еmся фрагм,еurт цепи tm. Фра�г,м,ент цепи tт по
мещается в (n-k+ 1 )-ю магистраль. В соответствии с правил,ом для примера в 
пер,вую .маmс�раль б}')ду1' :помещены фра.гменrгы цепей 3, 5, 8, во ,в11орую - 11 

1 О, в третью - 2, в четвертую - 4, в пятую - 7, в шестую - 6, в седьмую - 9. 
При ,слу,чайщюм ;раз.мещен111Jи ф,раг.ментов цепей по маrnстралям они да:ва.л.и 41 
пересечений (см. рис. 3.55), а при размещении в результате работы алгор·итма 
- 26 (;рис. 3.57).

G 
9 

Рис. 3.57. Размещение ,фрагментов цепей в результате 
работы алгоритма 

Рассмотрим методику решения задачи размещения разногаба
ритных элементов на плоскости с предварительной оценкой необ
ходимой площади. Это могут быть размещение фрагментов топо
логии на кристалле, размещение интегральных микросхем еазного 
размера на печатных платах и т. п. Пусть задано Х = {xi}, i= 1, 
2, ... , п - множество типовых элементов схем ЭА. Каждый эле
мент Ха 

Е.Х характеризуется шириной la , высотой ha
. 

Задача размещения заключается в нахождении такого вариан
та расположения элементов множества Х на плоскости, при ко
тором требуемая площадь минимальна. 

Решение .задачи размещения разногабаритных элементов обыч
но проводят в два этапа. На первом этапе используется дискрет
ная графотеоретическая модель схемы с представлением элемен
тов материальными точками. На втором втапе используются гра
фовые модели компонентов, причем задаются размеры элементов 
Х

а 
Е.Х. На первом этапе размещения производится предваритель

ное размещение материальных точек, соответствующих вершинам 
Х

а 
Е.Х графа схемы. Здесь можно ис1Пользовать последовательный, 

итерационный или точные алгоритмы, описанные выше. Затем про
изводится уточнение размещения элементов Х

а 
Е.Х в линейках 

плоокости с учетом размеро_в плоскости и элементов схемы. 
Перед вторым этапом производятся оценка необходимой пло

щади плоскости (кристалла или платы) и вычисление размеров 
ра,бочего поля. На втором этапе обычно выполняют размещение 
прямоугольников. Для э.той ,цели используются последовательные 
и итерационные алгоритмы. Последовательные алгоритмы обычно 
состоят из двух процедур: а) выбора наилучшего (по заданному 
критерию) элемента для размещения; ,б) выбора наилучшей (по 
заданному критерию) для данного ,элемента позиции. 
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После выполнения первой процедуры выбирается элемент схе
мы Х

а , имеющий наиболее неблагоприятные условия для разме
щения (большие габариты, большое число связей, наиболее длин
ные связи и т. д.). Вторая процедура обеспечивает непосредствен
ное размещение разногабаритных элементов. Позиция на плос,ко
сти и ориентация элемента Х

а 
ЕХ выбираются по ;критерию, учи

тывающему суммарную длину соединений и плотность упаковки 
элементов. Длина соединений оценивается длиной полупериметра 
зоны реализации цепи. При необходимости указывают области на 
плоскости, запрещенные для размещения. 

И т е р а ц и о н н ы е а л г о р и т м ы р а з м е щ е н и я р а з н о-
г а б а р и т н ы х э л е м е н т о в и м е ю т р я д о с о б е н н о-
с т  е й: 

размещаемые элементы стандартизованы по высоте и имеют 
в общем случае различную ширину, что создает ограничения по
движности элементов при перестановках; 

ориентация и распределение выводов элементов не конкрети
зируются-; 

позиции размещения отдельных элементов не фиксируются. 
В качестве целевой функции размещения, подлежащей мини-

т 

мизации, выбрана F= � \li\, где \li\ - оценка длины i-й цепи;
i=I 

т - число цепей в схеме.
В водят с я  с л е д у ю щ и е  у с ло в и я. Пробная перестанов

ка i-,го и j-ro элементов между собой на плоскости фиксируется, 
если ЛF (i, j) :::; О, где IЛF (i, j) - изменение функции при (i, j)-пе
рестанов1ке; F (i, j) - значение F после ( i, j)-перестанов,ки. 

При ЛF (i, j) = О и выполнении ограничений (i, j)-перестанов,ка 
фиксируется, если она уменьшает значение разности ширины не
заполненных частей плоскости размещения элементов xi и хз, т. е. 
Лs(i, j) = \Лsi(хi)-Лsз(хз) \-\,Лsi(хз)-Лsз(хi) \ >0, где Лs(i, j) -
величина изменения разности ширины незаполненной части пло
скости при (i, j)-перестановке элементов Xi и хз; Лsi (хз) - шири
на незаполненной части плоскости после установки элемента хз на 
место Xi. 

Пусть Е - множество цепей схемы; Ei, з - подмножество це
пей, связанных с элементами Xi или хз. 

Образуемj ,кортеж элементов начального размещения �=<.х1, 
х2, ... , Xq, ... , XN(, где q - номер позиции �элемента. Назовем цик
лом q последовательность перестановок элемента Xq с остальными 
элементами, основным - ,элемент Xq, а дополняющим ,элементом 
парной перестановки - произвольный элемент хз. В цикле q в 
роли дополняющих испытывают элементы хз, для которых j> q. 
Для исключения повторяемости перестановок вводится матрица 
Rn = llri, зll, элементы ri, з и rз, i которой отмечаются призна1ком за
пр,ета z при фиксации (i, j)-перестановки. При фиксации пер,еста
новки ,элементы меняются своими позиционными номерами. 

А л г о р и т м р а з м е щ е н и я э л е м е н т о в и т е р а -ц и о н
н ы м м е т о д о м: 
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1°. Образование кортежа размещенных элементов �- Вычисле
ние начальных значений 1111, ll2I, ... , llml-

20 . Выбор основного элемента, организация цикла q, i: =i+ 1, 
j: =i. 

3°. Выбор дополняющего элемента j : = j + 1. Если Xi, j = Xj, i = 
=z, переход к 9°. 

4°. Пробная (i, j)-перестановка. Вычисление новых значений 
\ l l для цепей из Ei, j• 

5°. Вычисление F ( i, j). Если tЛF (i, j) < О, переход к 9°. 
6°. Если ЛF (i, j) >0, переход к В0

• 

7°. Вычисление Лs (i, j). Если Лs (i, j) �О, переход ,к 9°. 
В0

• Фиксация (i, j)-перестановки. Присвоение Xi, 3, Xj, i=Z. За-
пись новых значений I l l l для цепей из Ei, 3• 

9°. Проверка конца цикла q. Если j<N, 1возврат к 3°. 
10°. Проверка последнего цикла. Если i<N-1, возврат ,к 2°. 
11 °. Конец ра,боты алгоритма. 
Описанный алгор·итм имеет временную сложность О(п2)-О(п4 ). 

Из-за ограничения подвижности элементов при перестановках тре
буемый результат не всегда удается получать однократным при
менением алгоритма. В этом случае требуется повторить процесс 
решения. 

3.3. ТРАССИРОВКА СОЕДИНЕНИЙ 

Основные трудности, возникающие при трассировке соедине
ний, определяются особенностями монтажа ( они заключаются в 
возможности получения проводников весьма сложных конфигура
ций, зависящих от вида ранее про'веденных соединений), а та,кже 
сложностью составления программ алгоритмов трассировки и 
большими затратами ,машинного времени. 
, Одновременная оптимизация всех соединений при трассировке 
за счет полного перебора вариантов в настоящее время невозмож
на. Поэтому разрабатываются в основном локально оптимальные 
методы трассиров,ки, •когда трасса оптимальна лишь на данном 
шаге при наличии ранее проведенных соединений. 

Основная задача трассировки формулируется следующим обра
зом: по заданной схеме соединений (или полученной из нее ин
формации в виде размещения) проложить необходимые пути 
пршюждения проводников на плосжости (плате, ТЭЗ, кристалле 
и т. п.), чтобы реализовать заданные электрические соединения 
с учетом заранее заданных ограничений. Основными являются 
ограничения на ширину проводников и минимальные расстояния 
между ними. Эту задачу можно условно представить в виде четы
рех последовательно выполняемых этапов: 

1) определение перечня соединений;
2) размещение по слоям;
3) определение порядка соединений;
4) трассировка проводников.
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На пер'вом этапе формируется точный список, у,казывающий, 
какие соединения (цепи или фрагменты цепей схемы) проведены. 

На втором этапе предпринимается попытка точно решить, где 
·каждое соединение ,может располагаться.

На третьем •этапе определяется порядок соединений для каж
дого слоя, т. е. указывается, когда ,каждый проводник, помещен
ный в этот слой, будет проведен. 

На четвертом этапе дается ответ, каким образом должно быть 
- проведено ,каждое соединение.

Рассмотрим указанные этапы более подробно. Исходная ин
формация для первого этапа - это перечень соединений контак
тов каждого элемента с контактами других элементов. Одиночные 
поконтактные соединения записываются непосредственно в пере
чень соединений (матрицу цепей или список). Трудность при реа
лиза'Ции возникает, когда один контакт необходимо соединить с 
несколькими конта,ктами. Для решения 1этого вопроса используют 
алгоритмы построения минимальных связывающих деревьев При
ма или Штейнера. Опишем алгоритм Прима, основанный· на соеди
нении пар точек. 

Правило I. Две вершины (два контакта) соединяются кратчай
шим путем, если они ближе всего расположены дpyff' к другу. 

Правило 2. Вершина присоединяется к ранее связанным вер
шинам ,кратчайшим путем. 

Правило 3. Если следующая пара наиболее близко расположен
ных вершин �;�редставляет собой два контакта, для -которых трас
са соединений уже существует, то эта пара пропускается. На этом 
этапе ЭВМ не производит соединений, она толыко решает, ,какие 
проводники должны ,быть растрассированы. Один из ,возможных 
подходов к решению .задачи соединения множества вершин заклю
чается во введении промежуточных вершин с целью формирования 
еще более �ороткого дерева соединений. Данная задача называ
ется задачей Штейнера. В общем случае для n>4 не известно 
точного ее решения. 

При определении перечня соединений необходимо также ре
шать вопросы распределения выводов элементов по контактам 
электрического соединителя разъема. Наиболее применимым на 
пра1ктике критерием является отсутствие пересечений между эле
ментами и соответствующими контактами электричес,кого сnеди
нителя. 

После определения перечня трассируемых соединений решает
ся задача размещения проводников по слоям. Она сводится к оты
сканию такого расположения проводников в слоях, чтобы в каж
дом из них число взаимных пересечений было минимальным. 
Окончательный вариант размещения по слоям можно улучшить, 
если проанализировать каждый проводник. 

На третьем этапе производится исследование слоев с целью 
точного определения возможности трассировки в них проводнико,в. 
Для двух проводников существует правило выбора: если ,конта,кт 
В появляется в прямоугольнике А, т. е. в прямоугольнике, имею-
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щем в противоположных углах контакты проводника А, то провод
ник В надо трассировать первым (рис. 3.58). К сожалению, не 
всегда это правило применимо. Сформулируем общее эвристиче
ское правило Айкерса о порядке трассировки проводников: про
водники трассируются в порядке· приоритетных номеров. Прио
ритетный номер про-водника v равен числу 1конта1ктов в пря-мо
у,юльнИJке. Пу,сть необходимо определить пор•ядок трассиров•ки 
проводников VAA, Vвв, Vcc, Vvv (рис. 3.59). Согласно правилу Ай
керса определим приоритетные номера NАл = 1, Nвв = З, Ncc = 2, 
Nvv = O. Тогда получим следующий порядок трассировки: 1 -Vvv, 
11 - Vлл, 111 - Vcc, IV - Vвв. 

r-----ф
fп...�---, 1 
У, / 1

1 1 t 1 

' r.:'\ ' 1 

/ & -- .J. - J L ___ -ф 
Рис. 3.58. Пример пра
вила выбора для двух 

проводников 

л 

1 
1 1 г----- С
,- 1 

: 1 : I! Ш ""-г-1- А 

1 D 
1 с,__ ____, 
1 
L. __________ 8 

11' 

Рис. 3.59. Пример для четы
рех 111роводнико:в 

На практике обычно короткие горизонтальные и вертикальные 
отрезки проводников трассируются первыми, далее трассируются 
окружающие их почти вертикальные и горизонтальные проводни-
1ки. В за,ключение трассируются длинные соединения, которые ча
ще располагаются по отношению к другим с внешней стороны. 

Обычно проблему размещения соединений по слоям рассматри
вают как :задачу рас.краски специального ,графа, после чего иссле
дуют каждый слой с целью определения внутри него порядка 
обработки соединений. После того как все соединения распреде
лены по слоям и опредЕ:_лен порядок их обработки, решается за
дача трассировки фра,гментов всех. цепей, что и выдолняется на 
четвертом этапе. 

Четвертый .этап трассировки я-вляется основным, наиболее тру
доемким, определяющим эффективность и ,качество задачи трас
сировки в целом. На -этом этапе используются четыре фундамен
тальных алгоритма: 

волновой трассировки, 
лучевой трассировки., 
канальной трассировки, 
гибкой (топологической) трассировки. 
Опишем основные принципы волнового алгоритма Ли. 
1 °. Плоскость трассировки (плата, кристалл) разбивается на 

прямоугольные площадки - дис�креты заданного размера. Размер 
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дискретной площадки определяется допустимыми размерами про
водников и расстояниями между ними. Задача проведения трасс ' 
сводится к получению последовательности дискретов, соединяю
щих элементы а, Ь, соответствующие выводам (конта,ктам) эле
ментов схемы. 

2
° . Вводится весовая функция F=F(f,, f2, ... , fr) как критерий 

качества пути. Здесь fi характеризует путь с конкретной точ,ки зре
ния - длины, числа пересечений, числа переходных отверстий, 
числа изгибов и т. п. 

3° . Начиная с элемента а, дискретам, соседним с ранее про
смотренными, присваивается определенное значение весовой функ
ции F=m(i, j). Этот этап проводится итерационно и продолжается 
до тех пор, пока •элементу Ь не будет присвоено некоторое значе
ние веса т (iь, iь). 

4°. Начиная от элемента Ь, производится перемещение к эле
менту а по пройденным дискретам та,ким образом, чтобы значение 
·весовой функции дискретов убывало монотонно. В результате по
лучается трасса, соединяющая элементы а и Ь.

Рассмотрим подробнее процесс проведения трассы из элемента
а в элемент Ь. На плоскости, где необходимо провести трассу,
моделируется распространение ·волны из «источника» а, до тех пор,
пока фронт волны не достигнет «приемника» Ь или пока на шаге k
фронт волны не сможет включить ни одного незанятого дискрета.
Отметим, что волна распространяется толыо по свободным ди
окретам. Эта часть алгоритма называется распространением вол
ны. Если после ее окончания достигнут элемент Ь, то выполняется
вторая часть алгоритма - проведение трассы. При распростране
нии волны алгоритм последовательно шаг за ша,гом строит
1-й фронт, 2-й ·фронт, ... , k-й фронт источника а.

Процесс построения нового фронта начинается с присваивания
диакретам, соседним. с дискретами предыдущего фронта, весов 
т (1i, j). Вес т (ik, jk), присвоенный дискретам k-го фронта, являет
ся суммой весов дискретов фронта k-1. Кром.е веса m(ik, jk), 

1 

Рис. 3.60. Пример, соединения 
элементов а и Ь в волновом ал

горитме 

каждому дисюрету фронта k припи
сывается путевая координата, оп
ределяющая дисщрет, .из которого в 
данный посту�пила волна. Таким об
разом Т!Р•ассы ,следуют по путевым 
коорщината,м, ·выполняя 4°. 

На 1рис. 3.60 показан пример со
единения элементов а и Ь •волно
вым алгори11мом. Здесь заштрихо
ваны запрещенные площадки. За
метим, что ,сущес11вует несколько 
варианто1в •проведения пути, из ко
то�рых консТ1Руктор (ЭВ!М) ,выбира
ет оди�н, наиболее удовлетворяю
щий заданным к.рите�риям. Для по
вышения быстродействия ·вол·но-
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вых -алгоритмов предлагают: а) •одновременное распростране
ние волны от двух соединяемых точек, ,б) начало трассировки с 
вершины (контакта), максимально удаленной от центра области 
трассировки; в) сокращение области трассировки за счет исполь
зования пары соединяемых контактов, охватывающих искусствен
ную границу 1в виде прямоугольника. 

Для уменьшения объема требуемой оперативной памяти ЭВМ 
предлагается соблюдать условие: ме11ки-предшественники должны 
отличаться от меток-пр,еемников. Это дает возможность использо
вать последовательность ,кодирования 1-1-2-2-1-1-2-2-1. 
Следовательно, для описания состояния любой ячейки достаточно 
иметь два бита памяти ЭВ\М. 

Известная модификация волнового алгоритма учитывает сте
пень ,близости к препятствиям. Она использует представление 
плоскости в виде трехмерной топографической модели. При работе 
волнового алгоритма используется информация о «высотах», при
своенных ячейкам плоскости, для того чтобы •вызвать различную 
скорость распространения числовой волны на различных участках 
поля, т. е. вызвать замедление волны на участках, примыкающих 
,к преградам. Ал,горитм состоит из трех этапов: распространение 
волны, проведение пути и коррекция тоrюrрафич,ес:�юй модели. 
Идея всех алгоритмов коррекции по топографической модели кон
фигурации полученной трассы заключается в следующем. Для 
каждого из отрезков цепи подсчитывается сумма «высот» площа
док, такие же суммы подсчитываются при смещении этих отрез
ков параллельно самим себе в одну или другую сторону. Далее 
берется разность сумм, и трасса пойдет по тем площадкам, для 
которых сумма «высот» будет минимальной. 

В некоторых алгоритмах используются идеи построения макси
мальных потоков на сети для трассиров.ки проводников на слоях 
печатной платы. При этом множество площадок платы зам.еняется 
сетью, т. е. клет.кам (площадкам) графа Gr ставятся в соответ
ствие узлы сети, границам площадок ненулевой длины - ребра, 
соединяющие эти узлы. На предварительном этапе в узлы и ребра 
сети ставятся определенные признаки запрета и свободы. Введение 
запретов и задержек прохождения по ребрам сети соответствует 
вв�дению запретов и ограничений на проведение трасс. Это позво
ляет бороться с возникновением паразитных ем,костей проводников 
в процессе трассировки. 

Рассмотренные модификации волнового алгоритма обеспечи
вают построение минимальной длины между точ,ками на плоскости, 
если между ними существуют препятствия для проведения соеди
нений. 

Сл-едует заметить, что волновой алгоритм связан со значитель
ными временнь,ми затратами на решение задач трассировки, при
·чем для распространения волны производится о:�юло 90% всех
вычислений, а для этапа проведения пути - 1 О%. В связи с тем,
что в некоторых практических схемах ЭА 1большинство соединений
имеет несложную форму и для проведения пути нет необходимо-
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сти просматривать все ,клетки -сетки, в которой располагается схе
ма соединений, целесообразно применять лучевой алгоритм. Ос
новная идея алгоритма заключается в исследовании сеТК,И для 
определения пути между вершинами а, Ь по некоторым заранее 
заданным направлениям, подобным лучам. Перед выполнением 
алгоритма задается число лучей, распространяемых из площадки 
а и площадки Ь, а также порядок присвоения путевых ,координат. 
Обычно число лучей для каждой из площадок (источников) при
нимается равным двум. Распространение лучей происходит одно
временно из обоих источников до встречи двух разноименных лу
чей в некоторой площадке с.

Рассмотрим пример проложения трассы для соединения пло
щадок а и Ь с помощью двухлучевого аJ11горитма (рис. 3.61). Для 
источников а и Ь взято по два луча с противоположными направ-
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Рис. 3.61. Пример двухлучевого алгоритма 

лениями: а< 1 > - вниз, вправо; b(l) - вверх, влево; а <2> - вправо, 
вниз; Ь <2> - влево, вверх. Если площад,ка Ь будет расположена 
не слева от а, а справа, то путевые координаты влево и вправо 
надо поменять местами. После первого шага алгоритма занимаются 
площадки с ,координатами (t2; ss), (t1g, s21), (t1в, S22), (tз, S4). На 
nятом шаге луч ь<2> забло1<:ирован. На 18-м шаге встретились лучи 
Ь<2 > и а< 1 >. Та,к как с помощью лучевых алгоритмов не всегда воз
можно получать решения, то его целесообразно применять совме
стно с волновым алгоритмом. Обычно с помощью лучевого алго
ритма удается проведение 60 % трасс, остальные трассы проводят
ся с помощью волнового алгоритма или конструктором. Лучевые 
алгоритмы наиболее ,целесообразно применять для трассиров,ки 
плат с небольшой степенью заполнения ячеек. В этом случае он 
позволит значительно ,экономить время по сравнению с волновым 
алгоритмом. 
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В ,настоящее время распространение получают канальные ал
горитмы трассировки, основанные на проложении трасс по укруп
ненным дискретам рабочего поля, в ,качестве которого служит 
система горизонтальных и вертикальных каналов. Ширина каждо
го канала - зависит от числа прокладываемых в них соединений. 
Канал разбивается на линейки, называемые магистралями. Лю
бое соединение при канальной трассировке будет представлять 
совокупность объединенных в одну цепь участков магистралей. 
Реализация канального алгоритма предполагает выполнение двух 
процедур: распределение соединений по каналам с учетом их оп
тимальной загрузки и оптимизация расположения соединений на 
магистралях 1каналов. Для1 заданной констру,ктивно-технологиче
ской ,базы изготовления печатных плат каждому каналу монтаж
ной плоокост,и можно поставить в соответствие число, называемое 
пропускной способностью канала и обозначающее ма,ксимально 
допустимое число проводников, проходящее через сечение канала 
с выполнением технологических ограничений. При этом процедура 
оптимального распределения соединений по ,каналам в простом 
случае сводится к равномерной их загрузке, а в более сложных 
случаях дополнительно осуществляется учет фактора эле,ктромаг
нитной и тепловой совместимости соседних проводников. Целью 
выполнения второй ,процедуры - оптимиза,ция расположения со
единений на магистралях 1каналов - является минимизация числа 
переходных отверстий с одного слоя монтажной плоскости на 
другой. 

Класс канальных ал,горитмов трассировки выгодно отличается 
от волновых повышенным быстродействием, меньшим расходом 
памяти ЭВМ, одна,rю он менее универсален, что налагает. опреде
ленные ограничения на класс конструктивно-технологических ре
шений. В волновые, лучевые и ,в меньшей мере каналЬ'ные алгорит
мы заложен последовательный принцип трассировки, что предпо
лагает оптимальное построение ,каждой отдельной трассы без про
гноза на прокладку последующих соединений на монтажной пло
скости. Недостаток этого принципа наиболее ярко проявляется по 
мере приближения ,к концу решения .задачи, когда, ка,к правило, 
становится очевидным тот факт, что отдельные ранее проведенные 
трассы можно было бы построить неоптимально, но при 1этом воз
никли бы дополнительные возможности к прокладке ряда после
дующих трасс. 

Метод гибкой трассировки состоит из двух этапов: а) тополо
гического ( макротрассиров,ка); б) геометричеокого ( микротрасси
ровка). 

На первом этапе строятся модели топологии для трасс цепей, 
для их плоского вложения в дискретное топологическое рабочее 
поле. На втором этапе строятся модели геометрии, которые опре
деляют геометричес,кие характеристики трасс цепей. Дру,гими сло
вами, на первом этапе ги6кой трассировки трассы назначаются в 
зоны ( области, дискреты), внутри которых их расположение не 
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фиксируется. Трассы 1ка,к бы «плавают» внутри выбраннои зоны. 
На втором •этапе трассы фиксируются жестко. 

Для описания топологии трасс строится дискретная топологи

ческая модель рабочего поля. Ее ,можно представить •в виде графа 
Gr = (Хт, Ит), где Хт соответствует ,контактам элементов, внешним 
контактам, характерным точкам края платы и запрещенным зо
нам; Иr - линиям, соединяющим элементы хЕ.Хт, Одна из воз
можных моделей дисжретного рабочего поля показана на рис. 3.62. 

Рис. 3.62. Пример соединения контактов а, Ь на 
основе метода ['Иб1юй тра,ссиро,вки 

Здесь дискретами являются треугольные грани. Заметим, что ди
скретами могут быть прямоугольные грани и вообще грани лю
бой ,конфигурации. Ненасыщенные трассами грани могут ежи• 
маться, а те, через которые проходит ,большое количество трасс, 
растягиваются. В алгоритмах гибкой трассировки ранее проложен
ные трассы закрепляются не жестко на монтажной плос,кости, а 
имеют свойство деформироваться при построении последующих 
трасс. Построение соединений осуществляется путем организации 
волнового процесса на множестве граней, причем грань считается 
запрещенной для прохождения волны, если исчерпаны ресурсы 
JТропускных способностей ее ребер. Соседними ,к некоторому ребру 
являются те ребра граней, которые достижимы из него ,без пере
сечений. Прокладка проводников в алгоритмах гибкой трассиров
ки осуществляется последовательно, одна,ко ранее проложенные 
трассы не закрепляются «жестко», что создает благоприятные 
условия для прокладки последующих соединений. Кроме того, 
представление монтажной плоокости в виде системы граней ока
зывается удобным для конструкций, использующих разногабарит
ные элементы. 

Рассмотрим теперь вопросы, связанные с разбиением графа 
схемы на плое,кие суграфы. В гл. 2 было введено понятие числа 
планарности Е> (Кп ) для полных графов как наименьшего числа 
ребер, которое необходимо удалить из графа Кп, чтобы он стал 
планарным. Приведем метод, позволяющий для любого графа най-
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ти оценку 'Числа планарности и указать, ка1кие ребра следует уда
лить, чтобы граф G стал пло<жим. 

Пусть задан произвольный граф G= (Х, И), имеющий гамиль
тонов цикл, хотя в дальнейшем полученные результаты распро
страняются и на графы без циклов. Пусть ребра, инцидентные 
одной вершине, не пересекаются между собой, два любых ребра 
И;, j и Ир, q пересекаются между собой не более чем в одной точке, 
ребра гамильтонова цикла не образуют пересечений. Каждому 
ребру графа и;, jE И поставим 'В соответствие двоичный символ 
а;, j, причем 

( 1, если ребро Иi, j лежит ,во внутренней области; а;,, 
j = 

l О, если ребро и;, j лежит во внешней области.
Будем обозначать инверсию а;, j как а;, j-

Граф G можно рассматривать ,как прямую сумму двух непере
секающихся по ребрам суграфов Go (все ребра ,которого расположе
ны во внутренней области) и Go (ребра находятся во внешней об
ласти), причем ребра гамильтонова цикла не принадлежат ни Go, 
ни G0 , хотя их можно отнести к любому из суграфов. По графу G, 
ка,к показано выше, можно построить 1видоизмененную матрицу 
смежности :R, а для суграфов Go и Go - соответственно матрицы 
Ro И Ro. 

Общее число пересечений ребер графа G равно P(G) =P(Go) +
+ Р( Go), где Р ( Go), (Р ( Go)) - чи,сло :ттересечений ребер ,в суграфе 
Ga(Ga). 

Используя формулу (3.62), получаем 
п-2 п j-1 k-1 

Р ( G) = � � � � (ak, jат,; + ak, jam, i). (3.73) 
k=2 j=k+2 i=k+I m=I 

Граф G будет плоским, если произведено его разбиение на Ga 
и G0, так что P= Po+Fo = O, т. е. 

п-2 п j-1 k-1 

� � � � (ak,jam,;+ak,jaт,;) = O. (3.74) 
k=2 j=n+2 i=k+I m=I 

Таким образом, для определения плш�арнос'Гlи графа необхо
димо решить уравнение (3.74), т. е. найти значения переменных 
ak, j и ат,;. Заметим, что левая часть (3.74) оостоит из суммы одно
родных по виду элементов ak, jam,; + ak, jam, ;, ч1исло 1ю·юрых равно 
числу пересечений ребер графа G. Так как любой член as, t неот
рицателен (as , t�O), то левая часть (3.74) будет равна нулю в том 
случае, если будут равны нулю все еост1авляющи,е ее суммы одно
родных элементов. Поэтому необходимо, чт,обы 

(3.75) 
Левая часть (3.75) являет,ся дво1ичной логической функцией 

эквивалентности, ,Jюто,рая равна нулю, когда переменные ak, j и ат,; 
не равны друг другу. Такая запись означает, что ребра Иk, j и Um, i 
не образуют пересечений, если их провести в раз1ных областях. 
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Решая (3.75), будем получать выражения вида ak, j = iim, i, ·число 
которых равно числу однородных элементов из (3.74). В резуль
тате получим систему равенст'В следующего вида: 

l ap, q =!}-m, п; 
ak, j = Gm, i; '(3_76) 

. . . . . .

аа, (3 = iis, t-
B с,истеме 1(3.76) можно выделить некоторое множество подси

стем, каждая из которых оодерж,ит ,равные элементы, причем iИН
де1<ссы правой ,или левой части д,вух или более ра,ве,нств могут сов
падать, что дает возможность с'Вести выражение (3.76) к виду 

Gp ,q = Gk,j = Ga,(3 = ... = iim,п= iim,i= ... =iis,t• (3.77) 
Бели в (3.77) найдется хотя бы один тшюй элемент as, t, для ко
торого в этом же выраженИ1и существу,ет iis,J., то 81.( G) * О. Число 
пар вида as, t = iis, t является верхней оценкой числа планарност,и 
графа. 

Рассмотрим на примере нахождение оценки числа планарности графа 
<Э ( G). Пусть вадан гра,ф, показанный на рис. 3.63. 

Рис. 3.63. Пример графа Рис. 3.64. Плоский граф 

По методу, описанному выше, составим уравнения и определим Ро( G) и 
Ро ( G): 

Р0 ( G) =а2,5 (а1,3 +а1,4) +аз,б (а1,4 +а1,5+а2,5) + а3,5а1,4 +а4,6 (а1,5+а2,5+аз,5); 

Ро ( G) = а2,5 ( а1,з + а1,4) + дз,6 (а1,4 +.а1,5 + il2,5) + ilз,5a1,4 т а4,5 ( а1,5 +.а2,Б + ilз,5). 

Определим Р как ,сумму: Р=Ро ( G) + Ро ( G) =·(а2,5а1,з+а2,Ба1,з) + (a2,5a1,4--l

+ii2,5a1,4) + (аз,ба1,4+аз,бii1,4) + (аз,ба1,5+аз,ба1,5) + (аз,ба2,5 + дз,ба2,Б) + (аз,5а1,4+

+ ilз,5il1,4) + (а4,5а1,5 + а4,5а1,5) +•(а4,5аз,5+а4,5аз,5) + (а4,5а2,5+а4,5а2,5).
Приравнивая элементы, заключенные в с,кобки, ,пол}'чаем систему {а2,5 = 

= ёi1,з, а2,s = й1,4; аз,в = ii1,4, аз,в = й1.s, aз,в = ii.2,s, aз,s = ii1,4, a4,в = ii1,s, a4,в = ii2,s, 
а,,в = аз,s}. 

Сведем полученную .систему к выражению типа ,(3.717): 

а2,Б = а1 ,з = а1,4 = аз,6 = а1,Б = а2,Б = аз,5 = а4,6 = дз,5. ' (3.78) 
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Так ка·к в полученной mодсистеме две •пары вида 

a;,j=li;,;(a2,5 = li2,s, aз,s = iiз,s), то 0'·(G) =Q. (3.79) 
Заметим, что в данном случае 0'·( G) =I= 0 ( G), т. е. 0' ( G) не является ми

нимальным числом ребер, удаление которых делает г,раф плана,рным. 
После получения выражения (3.78) л!Оlбому элементу •приписываем зна,че

ние О или 1 и автоматически 1Получаем значения остальных элементов. Так, ,в 
(3.78), щ,1и11шмая, чт�о аз,в = О, п�олуча,ем ii1,s = ii1,4 = li1,з = l, ia аз,в = а4,в = О. 
Следовательно, чтобы граф G стал ,плоским, .проведем ребра u1,5, и1,4 и и1,з во 
внутренней области, .ребра из.в и U4,в во внешней области гамильтонова цикла, 
а ребра щ,5 !И из,s удалим. Получим r,раф, ,показанный на рис. З.64. 

Разобьем все множество связных неорграфов М (G) на три не
перес·екающихся подмножества: М1, М2 и Мз. В подмножество М1 
включаю11ся все с,вязные графы, для числа вершин и ребер кото
рых выполняется неравенство 

т� (п+2). (3.80) 

Подмножество графов М 1 объединяет •все заведомо рланарные гра
фы. Для связных графов, ·входящих в по,ц,множест•во М2 , число вер
шин и ребер должно быть связано следующим соотношением: 

m>•3(n-2). (3.81) 

Все графы, включенные в подмножес11во М2 , .заведомо непла
нарны. Это следует из того, что число ребер максималь,но •планар
ного -графа равно 3 (п-2) ._ 

Подмножество М3 •включа,ет те связные графы, гу которых чис
ло ребер леж1ит в преД'елах 

(п+2) <m�3(п-2). (3.82) 

В подмножество М3 в�одят как планарные, та•к и непланар,ные 
графы. Рассмотрим методику определения планарности графов, 
входящих в подмножество М3 • Сущность алгоритма заключается 
в следующем. По графу строится гамильтонов ц.икл и записывает
ся матрица см•ежности, в результате ис,следования которой опре
деляю11ся перес,ечения ребер графа. Затем строится граф пересече-

' ний и записывается ма11рица смежности этого графа. Далее по 
матрице смежности графа пересечений определяет,ся его д1вудоль
ность. Пусть, например, дан граф G = (Х, И), имеющий известный 
гам,илнтонов цикл. 

После расположения графа схемы ,производи11ся перенгумерация 
вершин так, чтобы для смежных вершин Xi и x.i гамильтонова цик
ла выполнялось условие i-j = 1. По графу G записывает
ся видоизмененная тр,еугольная ма11р�ица смежности R. Согласно 
методике, описанной выше, можно определить как общее число 
пересечений ребер графа, так и число пересечений любого ребра. 
После определения для каждого ребра Иi, .i ребер, с которым.и оно 
имеет пересечения, строится граф пересечений. Г•раф G' = ( И', V') 
называется графом пер,есечений графа G, если множество вершин 
графа И' определяется как И'с.И - подмножество пересекающих
ся ·ребер графа G, множество ребер Vi, .i= (ui, щ), если ребро Иi 

пересекается с Иj (ui, UjE И'). Для графа G на рис. 3.65,а граф 
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пересечений показан на рис. 3.65,6. Для определения планарности 
графа G необходимо оПJределить д'вудольность графа G', откуда 
следует по теореме Кёнига планарность G. Бели граф G' двудоль
ный, то G плаН!арен. Э-го следует из тоr10, что в д,вудольном графе 
можно выделить два подмножества несмежных вершин У' и У" 
таких, что У' U У"= И' и У' n У"= JZ1, а поэтому пересекающиеся 

а) lf) 

Рис. 3.65. Приме,р графа G (а); граф пересечений G 1 (6), 1Плоское изображение 
графа 1 (в) 

ребра графа G, соответствующие вершинам подмножеств У' и У", 
можно, расположить по разные с·тор,оны гамильтонова или псевдо
гамильтонова цикла без пер,есечений. Если граф пересечений G' 
являе-гся деревом, то исхо:дный граф G планарен. Есл,и граф G' 
не является деревом, то можно ,определять ,маюсимальную двудоль
ную часть. Она определяет ·разбиение множества вершин G' на д,ва 
таких максимальных непересекающихся подмножества У' и У", 
что вершины внутри •каждого из них не смежны между собой. 
В оставшейся части графа снова определяе11ся маюсималь�ная часть, 
и 1процесс продолжается до тех пор, 111ока не получим т-планар
ное разбиение графа. 

Для графа G' (р,ис. 3.65,6) подмножества У' и У" имеют вид: 
У'={и1, И2, И4, иs}; У"={ив, щ, ив, Из, Иg}. Граф, изображенный на 
рис. 3.65,а, планарен. Пл,о,с•ко·е его изобр,ажение и�меет,ся на рис. 
3.65,в. 

В на,стоящее время нахо:дит широкое пр1именение использован,ие 
поисковых мето1дов для определения планар•ности. Опишем идею 
одного из таких алго,р1итмов. По графу ,схемы на основе поиска 
в глубину •строится по,крывающее дерево и произ•водится упорядо
чение входящих в него ребер. Далее последовательно производит
ся образование циклов путем добавления оставшихся ребер, при
чем, как только доба1вляемое ребро образует пересечения, произ
водится поиск области, где размещение этого ребра пересечений 
не образует. Если таюой области нет, ·то граф непланар,ен. Весь 
алгоритм сюст,оит из ·ряда пО1Исков ,в глубину, поэтому требуется 
О(п) операций ·и объем ·необходимой памят,и также О(п). Отметим, 
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что алгоритмы такого типа не размещают графа на плос1юсти, а 
только исследуют еrю на плана1рность. Для ,размещения планар
ного графа на плос1юсти требуется О(п2 ) операций. 

После минимизащиш суммарной длины �ребер графа получим 
определенное размещение графа в ·се1же. Переразмещение вершин 
может ·привести к увел,ичению суммарной длины, что я.вляется не
желательным. Поэтому необходимо решать задачу определения 
планарности 1и т-планарного разбиен1ия графа при фююиро1ванном 
расположении вершин в узлах сетки. Т_ак как граф G= (Х, И) яв
ляется плоск;им, когда 

P(G)= Р(и· ·)=О i, j ' (3.83) 

то число ребер, которые будут удалены из графа при выполнении 
условия (3.83), является оценкой числа планарности. 

Идея алгор·итма нахождения оценки числа планарности зак
лючается в выделении на каждом шаге ребра ,с максимальным 
числом пересечений и удаления ег-о на второй слой. Ребра удаля
ются из первого слоя ·на второй до тех пор, пока не выполняется 
условие (3.83). Если поставить задачу т-планарного разбиения, 
то аналогичные операции удаления ребер необходимо провести 
с ребрами второго и т. д. слоев, пака последний не окажется пла
нарным. 

В результате рабо•ты о·писанного алгормтма подсчета числа пе
ресечений ребер графа, отображенного в сетку, получим матрицу 
пересечений ,ребер Р1,, = l[p;, jll. Заметим, что при пост,роении мат
рицы Pk кратность ребер можно не учитывать, так как это не 
влияет на планарность графа. Для нахождения ребра, которое 
необходимо удалить на первом шаге работы алгоритма, построим 
вектор-столбец В= 11 Ь; 11, элементами ·которого являются числа пе
р,есечений ребер. Из В выберем шах Ь;. Ребро, соответствующее 
выбранному элементу, перенос:ится на второй слой. Элементы Ь1,,, 
Ьр , ... , Ь,. ·столбца уменьшим на единицу, если вынесенное ребро 
пересекалось с ребрами k, р, ... , r. Получим В 1= llb 1;II. Аналогич
ным образом поступим с В 1, В2, ••• , вт до тех пор, пока все эле
менты столбца Ьm не будут равны О. Таким образом, ·получим 
планарный слой. 

Рассмотр!;м работу алгоритма на .примере графа схемы, изображенного на 
рис. 3.66. С:•писок пересечений имеет вид 

И1,3(И2,4) U5,7(U1,10, И2,6, Из,14, Из,15, И!,6) 

И1,6(Иs,7) 

И1,10 (иs,7, И6,9, U6,13, U9,12) 

U2,4(И1,з) 

'12,6 ( И5, 7) 

Uз,14(U5,7, Ug,12) 

U3,15(U5,7, Ug,12) 

·u4,12(ив,11, Uв,16) 

Иь,9 (и1,10) 

Ив,1з(и1,10, Ug,12) 

И1,16(ив,11, Ug,12) 

Ив,11 (u4,12, U1,16, U9,12) 

Ив, 16 ( U4, 12, U9, 12) 

U9,12(U1,10, Uз,14, Uз,15, Uв,16, Uв,11,. U1,l6, Us,1з) 
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По матрице Ph построим вектор-стол.бед 81, из него выберем максимальный 
элемент, если их несколько, то ,берется любой: 

U1,б 
U1,з 
U1,10 

U2,4 
U2,б 
Uз,14 

Uз,15 

4 

1 

3 

о о 

2 2 

1 

о о 

о о 

о о 

11!1 
1 

о 

о 

о 

о 

о 

1 

о 
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о 
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Иs,16 

119,12 
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1 о 1 
о 
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Итак, выберем элемент иg,12 и на его место запишем ноль, что соответст
вует п�реносу ,ребра Иg,12 на второй ,слой. По матрице Ph определим ребра, ко
торые пересе,кались с ребром в ,столбце 8 1. Значения элементов, соответствую
щих этим ребрам, уменьшаются на единицу. Получим столбец 81

1 после пер
вого шага алгоритма. Из ,столбца 81

1 выберем элемент Иs,1 и процедуру повто
рим пока не получим столбец 86 1, все элементы которого равны нулю. 

r----------l 

Рис. 3.66. Приме.р 11рафа. схе,мы 

.2'10 

Рис. 3.67. Гра.ф-1сх,ема а,л
го1р,ит1ма ,ра,з,б,ие.ния nра
фа 11а 1плоС1К�ие су11рафы 



На шесто-м шаге вынесем ребро U1,3 и получим ,раз,биение ,ребер графа на 
два слоя - планарный и слой, который надо проверить на l!!ланарность. На 
второй слой попало шесть ,ребер, следовательно, число планарности (Э ( G) =6. 

Из матрицы Rя ВЬ!lберем ребра вто.рого слоя и построим для них матри
цу пе,ресечений и векто,р-столбец В2. Перенесем ребро и,,,о на ·т.ретий слой и 
запишем В 12. После выноса ребра Иr,1в второй слой будет планарный. Получим 
,ра'ЗбИJение графа на 11ри пл,осюих суграфа, .из,об�ра.жен,ное на ри,с. 3.66. 

Рас·смотрим алгоритм •разбиения графа на плос:�ше суграфы, 
основанный на использовании услов-ия Бадера 1и нах,ождения се
мейства максимальных вну'Гренне устойчивых подмножеств м·но
жества вершин графа пересечений. Известно, ·что граф G планар
ный, если его граф пересечений G' является бихроматическим 
(двудольным). Указа•нный wритерий справедлив, когда G имеет 
гамильтонов цИJкл. Будем теперь предполагать, что в графе он 
выделен. Такое предположение приводит ,к тому, что значительно 
сокращается процедура разбиения графа 1на плосКJие суграфы, од
нако в общем случае получается большее число слоев. По матри
це смежности R графа G можно построить матрицу смежности 
графа пересечений G'. За·метим, что ребра графа G, которые не 
имеют пересечений, не учитываются при построенши матрицы гра
фа G', так как их можно распо·ложить в любом 1из полученных 
плоских суграфив. В дальнейшем эти ·ребра не рассматриваются. 

Для •определения двудольности графа G' использует•ся семей
ство независимых подмножеств Ч' = { 'l'v}. Р аосмо'Грим выделение 
в графе пересечений G' максимальных двудольных подграфов. 
Сначала ,с помощью с·емейства Ч' выделим из графа G' макси
мальный двудолнный подграф Н' .. Бели двудольным оказывается 
только подграф Н' графа G', то соответствеН1но плоск;им Я1вляется 
суграф Н графа G. Далее аналогично иоследуе'Гся оставшаяся 
часть графа G'. В результате получаем разложение графа G на 
плоские суграфы. 

Для выделения максимального двудольного подграфа Н' гра
фа G' введем критерий а,, ,б = l 'l'v 1 + l '1'6 1-1 'l'v n 'Фбl, у, бЕГ. В со
ответствии с э11им критерием граф G плоский, если 

Бстест1венно, чем ,ближе а,, ,6 к I И' 1, тем большее число вершин 
содерЖ1ит вы,:::_ё.1яемый двудоль·ный подграф Н'. Чтобы выбрать 
максимальный подграф, необхюдимо определ:ить все аа,6 при 
'\', бЕГ={l, 2, ... , s}, s = l'1'I- Тогда Фv и ф 6, соответствующие мак
симальному а

,, ,11, определяют мак,симальный двудольный подграф 
Н'. Выделение максималыног-о а,,, 6 удобно выполнять по матри
це а = lla ,, ,6 11. Для получения последуrt.Jщих плосКJи:х ·суграфов ис
следуется подграф Н= G-H. По Н можно. построить граф пересе
чений Н', для Н' определить семейство Ч'н,, по семейству Ч' н, об
разовать матрицу R

_н; 
и выделить ·из Н' максимальный двудоль

ный подграф. 
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Сформулируем граф-схему алгоритма разбиения графа на плос
кие суграфы (рис. 3.67). Здесь А0, Ak - опера·торы начала и кон
ца алгоритма соответственно; А 1 - построение графа перес·ечений 
G' по графу G; А2 - определение ,семейства ,неза1висимых подмно
жеств 'lj,a,, графа G'; Аз - построение ,матрицы а для ,семейства 
'lj,a,, определение в ней ма:�юимального a'l',11 , 'Фv, ,i,11• образование 
двудольного подграфа Н'; А4- получение Н', построение 1I' 8,; 
As- замена G' на Н'; Р1 - логическое условие, проверяющее 
'118 , = JZJ, если Р1 =0, то переход к As, если Р1 = 1, то переход к Ak. 

Пример. Пусть задан граф G, показанный на рис. 3.68,а, граф его пересе-
чений показан н-а рис. 3.68,6, и матрица R 0 , имеет ·вид 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 0 0 1 0 0 0 1 0 1

2 0 0 1 1 1 0 0 0

3 1 0 0 0 0 0 0 0

4 0  0 0 1 0 1 0 

R
a

, = 5 О О 1 О О О 
6 0 1 0 0 0 0 1 1 0

7 1 0 0 1 О О О

8 0 0 0 1 0 1 0 0 1 

9 О О О 0 0 О 

Рис. 3.68. Пример графа для ооределения пересечений (а); ·граф Qlересечений 
0 1 (6); ,первый ,плоский суrраф (в); второй плос,кий суг,ра:ф (г) 
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Опр-еделим семейство '1' 0, = {'Ф1, 'Ф2, ... , 'IJ,9}:
'Ф1 = {и1, и2, ив}; 'Ф2 = {и1, 14, ив}; 'Фз = {и�, иs, ив}; 

'lj,4 = {"2, и1, ив}; 'Фs = {и2, "9, щ}; 'Фв = {из, иs, ив}; 
'Ф1 = {из, "7, ив}; 'Фв = {из, "9, U4, ив}; 'lj,9 = {иs, ив, и1}. 

По семейству ,i,0 , пос'!'роим матрицу 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

'Ф1 3 5 5 4 5 6 5 7 4

'Ф2 3 4 6 6 5 6 5 5 

:Фз 3 6 6 4 6 6 4 

'lj,4 3 4 6 4 7 5 

О:='Фs 3 6 5 6 6 

'Фо 3 5 5 5 

'Ф1 3 6 5 

'Фа 4 7 

'Фе 3 

Определяем, что максимальное a
v

,�=7. Выбираем, на,пример, а1,в = 7. Ему 
соответствуют подмножества 'Ф1 и 'Фв, определяющие первый суграф Н, пока-
занный на рис. 3.68,в. 

Находим семейство '1'8, = {'Ф1, 'Ф2}, 'Ф1 = {иs}, 'Ф2 = {щ}. Мат.рица a
jj, име-

ет вид 

Выби,раем а1,2=2, соответствующее подмножествам 'Ф1 и 'lj,2, которые определя
ют второй �плоский суграф графа G (рис. 3.6'8,г). В ито,ге получено разбиение 
исходного графа на два 1Плоских суграфа. 

Рассмотрим методы дву�слойной трассировки. Поя:вление дос
таточно экономичной технологичес:кюй баэы для произнодства ин
тегральных микросхем и печатн!>IХ плат ,со сверхплотной упаков
кой и их широкое распространение повлекли пересмотр сщенок 
конкретных алгори11мов трассировки. Так, кол,ичество н�проведен
ных соединеюий не может служить характеристикой алгоритма без 
тщательного анализа конкретной конструкции, техноло,�ии и тех
ничесюих параметров схемы. Известные в на1стоящее время алго
ритмы ориентир,о�ваны на применение руч'Ной дотраосир,01вки непро
веденных •соединеНlиЙ. Однако возра1стающая плотность монтажа, 
более эффективное использование ресурсов пла·ты делают ручную 
дотраосировку трасс ,весьма трудоемкой. Поэ11ому задача совер
шенствования алгоритмов трассировюи весьма а'Ктуальна. 

Рассмотрим алгоритм, ·основанный на выборе связанных кон
тактов из условия минимума суммы длин соединений в электри
ческой цепи и построении траес с помощью модифицированного 
волнового алгоритма. Интегральная микросхема ,состоит из сово
купности ячеек. ,Ячейки располагаю11ся ,на кр1исталле в линейках 
регуляр,но. К исходным данным также 011нося'Гся геометрические 
параметры кристалла микросхемы и список цепей схемы. Соеди-

213 



нения проводя'Гся в двух ортогональных нц.пра,влениях. Проведе
ние •соединений разрешено лишь в межъячеечном пространстве. 
К.онтактные nер,еходы ра,сполагают,ся в произвольных местах пло
щади кристалла. Пусть задана оистема горизонтальных -и верТlи
кальных равноудаленных линий, образующих д,вумерную евкли
дову решетку. Имеется множество К= {k1, k2, ••• , kп} 1юнтакто�в 
цепи s, ра•оположенных в узлах сетки. Если d (ki, k.i) - расстояние 
между элементам·и ki , k.iEK в ме'Гр,ике сетки, то .необходимо найти 
такое соединение элементов множества К, при КО'Гаром 

п 

� d(ki, k.i) =min. 
i, i=1 

Точного решения задачи построения :к;ратчайшего связывающе
го дерева для n>3 нет. Ниже привод�ится алго,ри'Гм, позволяющий 
получать прибли�енное решение указанной задачи. Будем назы
вать отрез:к;и (di , di+i) в Gr фрагментами. Путь длины d в сетке 
есть последова'J\ельнюсть фр·агментов П1: (d,, d2) (1d2, d3) ... (dн, d1).
Положим d 1,....,k 1 , d1,....,k1 (1=1, ... , п). Следо1вательно, путь будет 
объединять два элемента ki , k1EK, ра•сположенных в сетке Gr. 
В общем случае путь может включать как конечные k 1 , k1, так и 
промежуточные контакты kjEK. Мет.од�ика построения с.вязываю
щего (покрывающего) дерева основана на определ,ени1и квазимини
мально,го пу11и П между элементами k 1 , k1EK, для кото�рых 
d (k,, k1) = min, и присоединений к этому пути о,стальных элемен
тов множества К. Процес,с построения предета1вим в виде трех про
цедур. 

Процедура 1. Помечае'ГСЯ начальный элемент k 1EK, который 
выбирае'Гся произволнно или задае'ГСЯ априорно, и для него опре
деляется элемент k2 такой, чтобы d(k 1 , k2) =min из всех d(k 1 , lk.i), 
j =·2, ... , п. На следующем шаге присоед1Иненный эл,емент k2 будет 
начальным и он также помечается. Элементы k 1 и k2 С'Оставляют 
«фронт» П 1 пуТlи на данном шаге. Далее находит,ся элемент k3 из 
усл,овия kзЕП, d (ki , kз) =min. 

i=l ,2 
У1сло�вия включения элемента 'k.iEK в путь П будет иметь вид 

(Vk.iEПн)[d(ki, k.i) =min, kiEПj-2]. (3.84) 

Для избежания •возникнО1вения замкнутых циклов :к!роме (3.84) 
вводит,ся условие: хотя бы один 'ИЗ контактов присоединяемого от
резка пути имеет отметки начального 1или конечного. Описанный 
процесс повторяется до тех пор, пока элемент k1 не будет помечен 
как коНiечный. 

Процедура 2. Нач,иная •С элемента k1, по меткам возвращаемся 
в исходную точку, определив таким образом весь путь. 

Процедура 3. Элементы, вошедшие ·в П, образуют подмноже
ство К' с.К. Для элементов подмножест,ва К"= К'\. К1 определя-ется 
шin d (k', 'ki), kiEK". Соо11ветствующий элемент (1юнтакт) присо,е
диняется к пути. Эта процедура повторяется до получения К"= fгJ.
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Пример. Пусть необходимо постро,ить по,кры�ающее дерево для элементов 
цепи, показанной на рис. 3.69. На нем изображены все возможные связи и ус
ловные ,рас-стояния между конта,ктами. На []ервом .ша-ге выберем связь k 1k2• 

Контакт пометим как конечный на ша,ге ,J и как начальный на шаге 2. Значе
нце расстояния между k 1 н k2 уменьшается на величину d (1k 1k2) ='2. На ша,ге 2 
имеем три ва,рианта продолжения пути: к ,контактам k3, k5 и к контакту k4 • 
Эти -контакты пометим и .перейдем к ша•гу 3. Далее •продолжим ,построение пу
ти до достижения k7• Затем выполним процедуру 2, с помощью которой легко 
определить путь П: (k 1 , k2, kз, k4). Остальные 'Элементы ,пути ,подсоединим по 
процедуре 13. Окончательный вид связывающего дерева ·приведен на рис. 3.70. 
Аналогичным образом ст,роятся связывающие деревья для всех цепей схемы. 

Рис. 3.69. Цепь схемы 

5 

1/ 

Рис. 3.70. !Покрывающее де
рево 

Основными критериями для траосировки являются макс1ималь
ная разводимость соединений в пределах возможностей алгорtИтма 
и соблюдение заданных ,ограничений. В ,ра,с,сма'Гриваемом алгорит
ме распространение волны огра·ничено областью мин:имально•го 
прямоугольника, в которой расположены все контакты данного 
связывающего дерева. При этом оба слоя модел:ирую11ся одновре
менно и траоса может переходить из слоя в ·слой, принимая вид 
«·стежка». Это поз•воляет в максимальной степен1и сохранить кон
фигурацию связывающего дерева, построенного на предыдущем 
этапе конс11руирова1ния. 

Каждому элементу сеткш Gr по мере его ·включения во фронт 
распростра,няющейся волны присваивае11ся путевая координата. 
Определим множество Гt

x
j

, t= 1, 2, элементов XiEG,, см•ежных уз
лу сетки xi, в одном из двух ·слоев. Через D� (xj) обозначим мно
жество элементов XiE Gr, которым присвоены путевые rюорд,инаты 
волны, раС'пространяющейся от узла источника. Очевидно, что ес
ли на данном шаге уз·ел XiEP (xj), то на следующем шаге про
движения 'волны он будет принадлежать множеству D1 (tj). 

Введем пра1вила: 
1. Бели для элемента Xi. выполняются условия XiED1 (xj) ,и

XiED2 (xj), то для включения Xi в множество D2 (xi) необходимо 
присвоить ему путевую координату m2r = m1r+ 1, где m1

r - значе
ние путе1вюй координаты Xi в D1 (xj). 

2. Если для элемента Xi вьшолняются условия XiED2 (xj) и
XiED' (xj), то Xi включается в множество со значением путевой 
rюординаты m 1

, =,m2
r. 
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Пра•в·ила дают возможность волнам, распространяющимся в 
обоих слоях, одновременно достигать цел,и, что прrИвод�ит к сокра
щению цикл·а -проведения тра•ссы. После определения п�и про
хождения тра1осы i3 каждом ·слое провощится ·разнесение отрезков 
тра,с,сы по ,слоям. При ·вы:,юде .из кюнечной точки определяется на
правление 11раосы и •выбирается тот •cJI1oй ( основ,ной), в катаром 
это направление разрешено. Переход в другой •слой производится 
лишь в случае невозможности дальнейшего построения трассы .или 
при изменении ее направления. В общем случае мо,жет быть про
изведено несколько межслойных переходов, прежде чем трасса 
будет полностью построена. 

Ра,ссмотрим пример построения т,расс цепи, связывающее дере
во которой показано ,на рис. 3.70. В обоих случаях .им•еются ранее 
проведенные соединения. Первыми строятся траосы, выходящие 
из 1<:онта1кта. Как видно на рис. 3.71, 3.72, траоса k1, k3 распола
гается в слое горизонталей, а ki'k2 - в слое вертикалей. Далее 

1 2 J 1/ 

к,,, 

Kz 

к, 

5 6 7 В 9 10 11 IZ 13 11/ 15 1 Z J 1/ 5 6 7 В 9 10 " ,z 13 11/ 15 

Kq 

,, 

к:. Ki5 

К3 

а) 

к6 

К5 

К7 

1 

z 

J 
1/ 
5 
6 

7 
в 

9 
ю 

" 

TZ 

KZ1/ Kq к6 

Kz К5 

к:. KiJ 

' 

к, К3 

5) 

Рис. 3.71. Слой вертикалей (а); слой горизонта
лей (6) 
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волна распространяется из 'k2 до контактов k4 и k5• Т,расса k2k4 

,будет сос·тоять из двух отрезков, поскольку при определении по
следовательност,и элементов, занятых этой тра,сс,ой, в узле k2 ,4 
происход1ит изменение горизонтального направления на верт�икаль
ное. Следовательно, k2,4 помечается как переход в другой слой. 
На рис. 3.71,а, б показаны также распространенные волны из k2 

в ks и вид траосы без коррекции. 
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Рис. 3.72. Фрагмент схемы 
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Ра,есмотрим описание па,раллельно-rюследовательной трасси
ровки двусторонних печатных плат ,с 'планарными выводами. К.он
та·ктные площадки располагаются с четырех сторон платы. В ал
горитмах используются критерии минимальной суммарной длины 
соединений, максимальной реализуемости и минимального ч1исла 
пересечений. Поле платы разбивается на верт:икальные и гор·изон
тальные каналы. Пропускная ,способность каналов определяется 
числом магистралей, в которых размещаются тра,ссы. Предвари
тельно все цепи независимо друг от друга ·распределяются по ка
налам в одном слое по критерию -минимума суммарной длины и 
ма�ксимальной реализуемости, т. е. по анал•ог,ии с «гибкой» трас
сиров:�юй определяется конфигурация цепей без закрепления их в 
магистралях. Раепределение по каналам осуществляется в два 
этапа. На первом этапе для каждой цепи строится кратчайшее 
связывающее дерево и определяются пары евязных вершин. На 
втором эта1пе -осущеС'твляется ра,вномерное распределение фраг
мен11ов цепей по каналам с тем, чтобы свести к м1инимуму число 
непроведенных соединений. На следующем этапе с учето!-1 своf,[
ства инаJариантности некоторых групп контактов осуществляется 
закрепление цепей за контактами микросхем по критерию макси
мально плотной упа:�ювки. Это позволяет уменьшить число пересе
чений между цепями, подх'одящим,и к юонтактам элемента. Затем 
выполняется м,инимизап:ия числа внутрисхемных перееечений. Пос
ле этого осуществляются у,паковка и размещение фрагментов це
пей по магистралям. Одновременно произ•водя11ся одределение и 
печать списка непроведенных соединений. На ,последнем этапе осу
ществляется внееение изменений в трасС'ировку по результатам 
ручной доработки, а та,кже размещение и минимиза,ция числа пе
реходных отверстий. 

Исходной информацией являются матрица цепей Т и множе
ство цепей, выводимых на разъемы Шi = llшi, jll. Размещение эл,е
ментов отражено в матрице Т. В библиотеке конструктивных дан
ных хранятся геометрические параметры платы. 

Сначала по матрице Т осуществляется расчет координат вер
шин, к которым подход'ит заданная цепь. Далее строятся полный 
граф расстояний и его матрица, по которой одним из известных 
методов ,осуществляется построение кратчайшего связывающего 
дерева. Следующий этап может -выполняться в ,щвух вариантах. 
В первом стр,оятся ,кратчайшие связывающие цепи. Во втором 
производит,ся ра,спределение фрагментов цепей по каналам с ми
нимизацией числа непро1веденных ,соединений. К.аждый канал _раз
биваетоя на дискреты. В юризонтальном канале дискретом будет 
промежуток между двумя соседними конrrактами, а в вертикаль
ном - промежуток между двумя горизонтальными каналами. Для 
каждого фрагмента вводится множество поЗ1иций, в которые он 
м·ожет назначаться. В за'в,исимости от того, в какую позицию наз
начается фрагмент, определяются дискреты, через которые он про" 
ходит. Для кажд,ого фрагмента определяется множество вариан
тов размещения, из которых выбирается один с наименьшим чис-
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лом изгибов. На следующем этапе осуществляется закр•епление 
цепей за 1юнкретным,и контактами. У каждого элем,ента есть юн
вариантные ·контакты. Этим можно воспользоваться для повыше
ния плотное11и размещения. Далее выполняет,ся м1инимизация 
внутрисхемных пересечений. На ,следующем этапе производятся 
упаков•ка и размещение фрагментов цепей вну11р1И каждого канала 
по магист.ралям. После упаковки и печат.и c'JJlиcкa непроведенных 
соединений предусмотрен этап ручной доработки. После доработ
ки все изм,енения вносятся в м,одель платы. На следующем этЭJпе 
производятся разнесеНJие фрагментов цепей по слоям, определение 
и миним,изация переходных отвер,отий. На последнем Э'тапе произ
водятся расrчет коорд,1инат фрагментов цепей ,и вывод информации 
на координатограф или дисплей с дальнейшим а-вт,оматизироваrн
ным получением фотошаблонов. 

Рассмотрим подр,обнее метод определения минимально необхо
димого числа каналов для ра·сположения в них горизонтальных 
уча,ст·ков цепей пр'И задаНJоом ра'3мещении. 

Исходная ,информация о схеме записывается в виде матрицы 
цепей Т= llti, 3llkxn, где ti, 3- номер цепи, проходящей чер,ез i-й 
контакт j-ro элемента; n = IXI - ч�исло элементов; k-ч'исло кон
тактов элементов. После разбиения схемы на l подсхем, каждая 
из которых представляет некоторое множество ячеек, расположен
ных в одной линейке, по ма·трице Т получаем 21 мат,риц цепей Т11 

и Т21; Т11 (Т21) составлена по левой (правой) ,половине ма11рицы Т 
для ·верхней (нижней) половины линейки. По матрице Т построим 
матрицу цепей Т' = llt'i, 3ll2µxr, где r - число цепей в схеме; µ -чис
ло линеек; 

1 1, если цепь j при i четном инцидентна контактам
нижней части линейки, номер которой i/2;

t'i, j = при i нечетном - контактам верхней части линей
ки, номер которой (,i+ 1) /2, 
О в противном случае. 

Контакты ячеек, расположенные в одной линейке, пометим ·индек
сами а, если контакт инц,идентен цепи, проведенной по горизон
тали, только вправо от него; Ь -если - контакт ,инцидентен цепи, 
проведенной только влево. Разметку можно выполнить по матри
це Т1, воспользовавшись вектором-строкой Н= IIHtll, где 

1 1

, если произвольн
ы

й 
Н t = помечен индексом; 

О в противном случае. 

1конта1кт, инцидентный цепи, 

Индексы 1юнтакт-ов занесем ·в матр,ицы Т1, проставив их рядом 
с номерам:и цепей, инцидентных помеченным 1юнтактам. 

Например, для фрагмента схем
ы

, .изображ,енноrо на рис. 3.72, 
матрица Т11 имеет вид 
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После индексации матрица 
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10 
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11 
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la 

lOa 
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Ilb 

9Ь 

зь 

4Ь 

5Ь 

1 
1 
1 
1 

1 

1 
1 

1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 

2 3 

9 1 6 

1 1 2 

1 1 10 

3 1 2 

8 1 4 

8 1 5 

7 1 11 

6 1 7 

9а 1 ба 

1 1 2а 

lb 1 l0b 

За 1 2Ь 

Ва 1 4а 

вь 1 ба 

7а 1 llb 

бЬ 1 7Ь 

Рассмотрим верхнюю часть нек,оторого элемента с помеченны
ми контактами (р,ис. 3.73). Заметим, что есЛ'и контакт, помеченный 
индексом а, расположен справа от контакта, помеченного индек
сом Ь, тю горизонтальные участки этих цепей, будучи раеположен
ными в одном :к:анале, не пересекают,ся. Чем большее ,числ,о таких 
пар конта•ктов можно ,составить, тем меньше потребуется каналов. 

Кроме того, если образовать пару между контактом Zj ячейки, 
помеченным индекоом Ь, и ближайшим, расположенным справа от 
него и IJ·e вошедшим в состав другой пары контактом, помеченным 
индексом а, ·то число пар такiИх контактов будет максимальным. 

Запишем алгоритм раз·биения множества горизонтальных уча
стков цепей f11 на минимальное число подмножеств таких, что 
U f1'·i = fl, 'И f11i П f!, j = fZ1 ·

1 °. Пр-исваиваем индексу i, определяющему номер формируе
мого по\дмнож,ества, значение, равное единице. 
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2°. Просматриваем слева напра,во, начиная с первого контакта 
пер,вой ячейки, 1юнтакты верхней части линейки до тех пор, пока 
не встрет.ится 'Контакт, помеченный 1индексом а и не вошедший в 
состав никакой пары. Определяем по индексированной матрице 
Т1*1 номер цепи, инцидентной этому :контакту. Если такого контак

1 

1 � 
z J l/ 5

lJ ь а а 

1 
Б 7 

ь ь 

1 

�1 

та нет, то переходим 'К 7°. 
Переход к 3°. 

3°. По матрице Т1*1 

отыскиваем контакт, ин
цидентный той же цепи, 
но помеченный идексом Ь.

4°. Включаем участок 
цепи в состав подмноже
ства f1•i• 

5°. По матрице Т 1"'1 
Рис. 3.73. Верхняя часть элемента отыскиваем ближайший, 

расположенный справа от 
контакта, найденного в 3°, контакт, помеченный индексом а, опре
деляем номер цепи, инцидентной этому контакту. Если такого кон
такта нет, то переходим к 6°. Иначе переход к 3°. 

6°. Увеличиваем порядковый номер множества f11i на единицу, 
т. е. i : = 1 +i. Перехо,д к 2°. 

7°. Конец работы алгоритма. 
Напр'Имер, с помощью да'Нlюго алгоритма сфо,рмируем подмно

жества горизонтальных уча,стков цепей f11i для фрагмента схемы, 
пр.иведенного на рис. 3.72. Воспользуемся приведенной выше для 
этой схемы матрицей Т1*1. В соответствии с алгоритмом образует
ся пять подмножеств: f11

1 
= {1, 11}; f112 = -{9, 8, 5}; f113 = {6}; f11

4 = 

= {10, 3, 7}; f11s = {2, 4}. Следовательно, для размещения горизон
тальных участках цепей потребуется пять каналов. На рис. 3.74 
представлена схема с минимизированным числом канало-в. Здесь 
f11s размещено в первом канале, f111 - 'ВО ,втором, f114 - в тр,етьем, 
f11

2 - в четвертом, f11з - в пятом. 

{j 

9 5 
10 3 7 

1 11 

z 

в 

Рис. 3.74. Фрагмент 1РИС. 3.72 по.еле минимиза-
ции 

Если цепь t инцидентна ко1нтакта,м !Верхней и нитней частей 
л1инейки, необходимо проведение вертикальной трассы, связываю
щей участки f1•t и fZ.t, инцидентные контактам верхней и нижней 
частей линейки. Проведение вер·тикальных участков ·произвОi/1:ИТся 
.цо размещения по ка1налам гориз,онтальных участ1юв. 
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В процессе распределения цепей и их фрагмеwюв по магистра
лям может оказаться, что пропускная способность канала не поз
воля,ет поместить ,все фрагменты. Таюим образом, появляются це
пи, для которых необходима ручная доработка. Фрагменты цепей, 
назначенные в К:анал, можно разбить на два клас,са: к первому 
относятся фрагменты цепей, которые мож'но перенести в соседний 
канал без изменения «качества» траосы (напр1имер, увеличения 
длины трассы, числа из�ибов и т. п.); ко второму - фрагменты 
цепей, которые в пределах заданных ограничений на rюнфигура
цию цепи могут быть ·проведены 'юлькю в одном канале. Поэтому 
целеоообразно провод1ить ·в первую ,очередь фрагменты, относя
щиеся ко второму классу, а для остальных предусмотреть хране
ние заJПасных вариантов ,конфигурации цепи. 

Пусть задано множество F цепей схемы. Цепь е представляет 
собой подмножество фрагментов е= {f1, f2, ... , f р}. Задача распре
деления фрагментов цепей по каналам сводится ,к разбиению F

на подмножества rю критерию минимума числа непроведенных 
соединений. Разбиение производится на этапе построения крат
чайших связывающих деревьев и представляет собой на каждом 
шаге пр,иведение фрагмента цепи f iEe в соответствие рассматри
ваемому каналу. 

V 

Представим е как расплывчатое множество е= U ej , где j - нo-
J=l 

мер варианта конфигурации цепи е; v - число рассматриваемых 
вариантов; ej - ра,сплывчатое подм,ножество фрагментов j-го ва
рианта: ej ={<µe(fj1),-f\), (µе(fЧ, fj2), ... , <µe(fjp), fjp)}. Бели прlИ
построении дерева выбирается толыю один вариант с номером q,
а остальные отбрасываются, то 

(f. ) _ { 1
, если j=q; 

µе JP -

О - в противном с;лучае
iИ е превращается 1в обычное конечное множество. Чем больше су
ществует вариантов, тем меньше должна быть ,степень принадлеж
ности отдельного фрагмента. Для ,определения степени принадлеж
ности фрагмента цепи используется выражение µе (fjp) = 1 е 1 /,v.
Идея алгоритма заключается в параллельном рассмотрении нес-
1юльких вариантов конфигурации для каждой цепи ,и установле
нии очередности расruределения фрагментов цепей в канале. Для 
каждого фрагмента цепи определяется µefjP · В дальнейшем при 
распределении фрагм•е,нтов в канале ,очередность ·проведения опре
деляется степенью принадлежнос11и. В первую очередь произво
дится реализация фрагмен11ов, общих для всех вариантов цепи. 
Затем реализуются фрагменты с меньшей -степенью ruринадлеж
ности. В результате для некоторых цепей оказывается возможной 
одновременная реализация ,П;вух или нескольких вариантов кон-

. фигурации. Трудоемкость алгоритма О ( 1 е J 2). 
Р а с с м о т ,р и м т р а с ·с и р о в к у м н о г о ,с л о й н ы х п е ч а т

·Н ы х п л  а т  (МПП). При этом необходимо сведение к минимуму
122,1 



длины проводн:и1юв, ,идущих параллельно в разных слоях. Нали
чие та1ких проводни1юв приводит к паразитным наводкам и пре
пятст,вует повышению быстродействия схемы. 

Исходными даН'Ным1и на предварительном этапе трассировки 
являются результаты размещения элементов на плате, список свя
зей сх-емы, геометрические размеры и•нтег.ральных микросхем и 
платы, на которую наложена 1юординат,ная сетка. 

На основе экспериментальных данных считает,ся, что целесо
образно начинать проведение тра,с,с с кратчайших соединеН1ий, пе
реходя затем к трассировке следующих по дЛ'ине связей. Это даст 
повышение плотности монтажа. Поэтому после определения коор
динат соедин,ительных выводов элементов производится упорядо
чение связей по длине. Далее все связи •из матрiИцы цепей или 
списка связей схемы раС'пределяются в четыре самостоятельных 
списка. Условно каждое соединение разбивает,ся на две состав
ляющие - ортогональную и диаго•нальную (идущую под углом 
45° к пер1вой). Такое разложение связи продиктовано условием
проведения соединен1Ий в слоях лишь в ортогональных и диаго
нальных напра,влениях. 

После упорядочения и разнесения связей по спискам начинает
ся проведение трасс. Трассировка печатных ,соединений произво
дится методом распространения числовой волны на дискретном 
поле модели платы. Алгор:итм представляет собой систему из 
вопомогательного алгоритма разнесения и упорядочения связей 
и ал11оритма проведения траос. Упорядочение связей по длине сво
дится к определению ·их длин с дальнейшим расположением связей 
в •списках в •порядке во,зраст,ания величины di, j- Затем произво
д,ится разнесение связей по слоям. Раопределение цепей без пере
сечений с минимизацией числа ,слоев эквивалентно м1инимизиро
ванной раскраске графа пересечений схемы G', который стр,оится 
по цепям схемы, расположенным в одном слое: G'= 1 (И, V), где 
И - множество вершин графа, •соответствующее множеству цепей 
схемы. Ребро VE V ·существует и соединяет две вершины и1, U2E И, 
если ,соответствующие цепи пересекаются. После раскраски цепи, 
соответствующие однощветным вершинам, помещаются в один 
слой. Алгоритм основан на последонательном союращении подмно
_жества вершин для размещения на данном шаге. Из итогового 
�:подмножества выбирается вершина и помещается в один из одно
цветных классов. Затем строится новое подмножество вершин и 
так далее до раз1мещения всех вершин. 

Пу;сть •имеется множест,во В раС'пределенных по одноц,ветным 
классам вершин и множество А ·не распределенных к данному ша-

о 

гу ·вершин, •причем А U В= И. Пусть на В задано разбиение В

вершин на одноцветные клаосы. 

1
°. Строится подмножество А 1, состоящее из тех вершин иЕА,

которые могут быть помещены в наименьшее число одноцветных 
о 

классов из В. 
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2". Строится подмножество А2, состоящее из тех вершин uEA, 
�оторые мак;сималь:но связаны ,с вершинами из А. 

3°. Образуется под,множество Аз из тех вершин иЕА2, кото,рые 
минимально связаны с А2. Если ·вершины А 1 были смежны ·всем 

о 

классам ,из В, то любая вершина из Аз выбирается как новая ком-
о 

понента в В с очередным цветюм и исключается из А. Далее идет 
переход к формированию А1. В противном случае продолжаются 
следующие пос11роения. 

о 

4°. Определяется разбиение В1 на множест.ве В1, ·состоящее из 
о 

всех ·тех компонент 
одна вершина из Аз. 

разбиения В, которым не 1смежна хотя бы 

. о 

5°. Определяется разбиение В2, состоящее ,из тех компонент, 
число ,вершин в которых минимально. 

6°. Определяется подмножество А4 та,ких вершин из Аз, кото
рые могут быть помещены в наименьшее ненулевое ч.исло классов 

о 

из В2, 
7°. Определяется подмножес11во вершин А5 из А4 с минималь

ной ,смеж•ностью с вершинами из А4. Из подмножества А5 выб1и
рается произвольная ,вершина и относится к любому ей не смеж
ному классу из В2. Вершина исключается из А. Далее идет пере
ход к формированию А 1 (1 °), если А не пусто, иначе конец работы. 

Реализация Э'ТОЙ схемы алгори11ма обесnеч.rивает степенную 
опенку трудоемкости. Для графов с огра1ниченной средней ло
кальной степенью трудоем1кос·ть блиЗ'ка к О (п). 

6 

Рис. 3.75. Фра,гмент схемы 

Пример. На pm:. 3.75 при
веден фрагмент схемы. На 
рис. 3.76 показан граф пересе
чений цепей этого фрагмента. 
К:лассов В в начале работы ал
горитма нет, поэтому выбираем 
подмножество вершин с макси
мальной локальной степенью. 
Согласно 2° это будет А2= 
={и1, из, U9}. При выполнении 
3° выясняем, что для вершины
из число ребер, соединяющих ее 
с вершинами из подмножества
А2, равно 2, а для и1 и U9 рав
но 1. Поэтому вершину из вы-
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черкиваем. Классов, не смежных вершинам из А2, нет, поэтому организуется 
класс В1 с вершиной и1, т. е. В1 = {иt}, B = {Bt}. 

Далее среди вершин А = И'\. {и1} определяем смежные максимально-му чис
лу классов из В, т. е. смежные вершине и1: А1 = {и2, из, щ, ив, и8}. Среди этих 
вершин согласно 3° определяем те, кото,рые имеют максимальное число ребер с 
вершинами из А. Тогда А2

= {из} и вершина из образует новый класс: В2 = 
= {из}; В = {В1, В2}. Аналогично для вершин А = И'\_{и�,Uиз} получаем А1 = 

= {щ, U4}; A2 = {u4} и вершина U4 образует класс Вз = {u4} В = {В1, В2, Вз}. Для 
о 

вершин А = И'\_{и1UизUU4} имеем А1 = {и2, иs}, затем А2 = {иs}, после чего В1 = 

= {В1}. В итоге имее-м В1 = {и1, и5}. Аналогично получаем изменение классов 
по ша,rам: Вз = {u4, иs}; В2 = {из, U5}; В1= {и1, Us, щ}; Вз = {и2, щ, иs}; В2 = {из, 
и6, и10}. Затем рас.пределяем 111оследнюю в�ршину Ug. Она :попадает в класс Вз: 
В1 = {и1, Us, щ}; В2 = {из, U5, U10}; Вз = {и2, U4, ив, Ug}. 

Конечная раскраска имеет вид, изображенный на рис. 3.77 в виде трех
дольного графа. Цепи треХi слоев изо,бражены на рис. 3.78. 
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Рис. 3.77. Т,рехдольная раскраека 

В результате работы алгоритма получим тр.и табл.ицы соеди
нений, элементы которых соответствуют связям одного слоя. Да
лее выполняется алгоритм тра,с·сировки, который повторяется до 
тех пор, пока не будут проведены все трассы да'нного слоя. После 
этого проиэвод1ится переход к трассировке следующего слоя. 
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Рис. 3.78. Цепи трех слоев 
2·24 

Традиционный подход 
к трассировке соединений 
в минимальном числе сло
ев заключается в последо
вательном заполнении 
'Слоев цепями и примене
нии к каждой цепи алrо• 
ритма построения крат
чайшего связывающего 
дерева. Число слоев опре
деляется очередностью 
размещаемых и трассиру
емых цепей. 



Ра с с м отр и м  к а н а л ь н ы й  а л гор и т м т р а ссир о вки 
М П П. Предварительно :все цепи размещаются по ка,налам в од
ном слое по критерию минимума суммарной длины соединений. 
Затем фрагменты цепей в пределах канала у'поряд,очиваются отно
оительно друг друга ·по кр,итер,ию минимума числа перес·ечений. 
Далее производится раскраска вершин графа пересечений в мини
мальное число цветов, пр,ичем .одним цветом помечаются не свя
занные между собой -вершины, что соответствует разнесению цепей 
схемы в на,именьшее ·ч·исло слое>в. На следующих этапах произ
водятся упаковка и размещение фрагментов цепей по маnистра
лям, расчет координат фрагментов цепей ·и ·вывод информации на 
периферийные устройства. 

Поле платы разбивается на вертикальные ,и горизонтальные 
каналы, в кпторых размещаются элементы и •проводят,ся трассы. 
Межслойные переходы осуществляются толыю по контактам эле
ментов, поэто•му каждая цепь полностью трассируется в одном из 
сл,оев. 

На основании эле•ктр1ической ,схемы ,составляется следующая 
исходная 1информация: матрица Т= llti, ;11, вектор Ш= llшill -мно
жество цепей, выводимых на контрольные гнезда. Множество кон
тактов C 1= {C;ljEJ11, У, = {1, 2, ... , п}, ячейюи, рас·поло*енной в 
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горизонтальном канале, образует ·ряд, ограничивающий горизон
тальный •канал снизу, а м,ножеС'тво контак'Dов С2= {Cj liEY2, Yz = 
= {h, h+ 1, ... , 2h}, -сверху. В ма'Трице Т с'Гро:к�и, соатветс'Твую
щие номера·м ячеек, располагаются в том же порядке, в каком 
элементы размещены ,на плате. 

Для неко'Горою фрагмента схемы ма'Т,рица Т имеет вид 

2 
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5 

т = 6 

7 
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1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 

1 
1 
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2 3 

2 1 5 

5 1 2 

9 1 4 

9 1 5 

6 1 3 

9 1 3 

9 1 10 

11 1 10 

3 1 1 

11 1 4 

4 1 2 

12 1 12 

4 5 6 

2 1 2 1 1 

5 1 2 1 8 

8 1 5 

1 

3 

5 1 3 6 

6 1 7 1 9 

6 1 7 1 1 

7 1 1 1 10 

7 1 14 1 11 

3 1 13 1 8 

13 1 14 1 4 

2 1 14 1 13 

2 1 13 1 12 

Ячейки Х1-Х4 образуют 1-ю линейку; Хs-Хв -2-ю и Xg-x 12 -
3-ю; k1-k3 - контакты нижнего ряда; lk4-k5 - верхнего. Слева ат
Xi-Xj расположен вертикальный канал ai. 

В библ,иотеке конструк11ивных дан1Нь1х (БКД) хранятся геомет
рические параметры платы: размеры; координаты контюqных 
мест, к ко'Горым подводятся цепи и rю которым о.существляюrгся 
межслойные переходы; координаты контрольных гнезд; коо,р:Цина
ты гнезд эл�ектрического соедини11еля; места ,размещения эле.мен
тов; числю элементов в люiейке; число линеек; ч,и,сло маrиС'Тралей 
в каналах 1и их коорд!Инаты. Все размеры даются в системе коор
дина'Т •платы. На рис. 3.79 приведена •С'труктурная схема комплекса 
алгоритмов ·трассировки МПП. С помощью ал·горитмов блока 1

о,существляется ввод обязательной входной 'Иirформации - матри
цы Т 1и векторов Ш. Задача размещения цепей по каналам реша
ется в два этапа. Сначала алI1оритмами блока 2 строятся крат
чайшие связывающие деревья (КСД). Пос'Троение кратчайших 
овязываюЩJих :Церевьев и :размещение фрагментов цепей по кана-
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лам произво\Цятся на упрощенной модели пла-ты - матрице Mt = 
=llmt1,тll, где 

1 1, если фрагмент цепи t расположен на пересечении вер
тt

1, т= тикального •канала ат и горизонтального Ь1;

О в противном случае. 
Горизонтальный участок q t1, ра-сположенный в канале Ь 1 и пе

ресекающий канал ar1 -ат., 'В матрице моделируется ,рядом еди
ниц, расположенных на пересечеюии l-й ст:роки и r 1 -r2 столбцов. 
ЕсЛ,И фрагмент цепи t инцидентен ячейк·е Xr, расположенной в ка
нале Ь1, т,о дву,м элементам т1

г 
,и ml(r+I) ПР'Исва,иваются едини'Чные 

значения. 
Матрица М1, построенная для пер,вой цепи по матрице Т, имеет 

вид 

й4, 

о о о 

о о 

о о о 

Пример для цепи t 1 поwаза'н на рис. 3.80. Дерево строится по ал
горитму Прима. Для отыс"Кания юратчайшего ,расстояния исполь
зуют:ся волновые методы. :В качестве шага распр,ост,ранеlНия волны 
бер,ется раостояние •между двумя ооседним1и каналам,и. Для записи 
информации о кратчайшем связывающем дереве используется мат
р1ица Dt = lldti, j/1, где 

d
t
. . _ f 1, если участки q t 

i и q t 
j цепи t связаны;

1., 3-

l О в противном случае.

Матрица D 1 для цепи t 1 имеет вид 

q\ 

о 1 l 1 о

l 1 о 1 l 

о 1 l ! о

Размещение фрагментов цепей по каналам пр·оизводится алго
ритма'МИ блока 3. Участк!{ можно соединять нескольк,ими крат
чайшими трас,сами. Из этого множества выбираю11ся две, дающие 
наименьшее чlИсло ;изгибов. Для каждой ·из этих трасс в ,матрице 
Mt значения элементов mt1, r, моделирующих тра,с,су, увел,ичивают
ся на единицу. После проведения всех возможных трасс выбира
ется та, для которой ,сумма зна'Чеюий элементов m tz, r, моделирую
щих ее ·в матрице Mt, ма·ксимальна. Для записи результатов раз-
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мещения фрагментов цепей 'ПО канала'М матрица Т расширяется 
увеличением ч,исла ,столбцов. Границы распространения фрагмен
тов цепей в каналах помечаются индексами. Расширенная и про
индексированная матр1ица Т* является моделью платы 'И содержит 
всю информацию о размещении фрагментов цепей по каналам. 
Индексация матрицы цепей Т* осуществляется алгоритмом бло-

00 

00 

С1 Cz с3 С, Cz С3 
ООО ООО 

Х5 Х7 

t t 

о о•' о•' о 
Cq С5 С5 Cq С5 С5 

ООО ООО 

Хто 

ООО ООО 

ООО 

ООО 

ООО 

x,z

ООО 

8-нонmrlh'ты,ноторые нeooxoittl'fo QoetJt1щ111& iлн noл.r;'-lellt1R
qen« t1

Рис. 3.80. Пример распределения каналов для по
строения цепи t1 

ка 4. Из матрицы Т* 1выделяется под�матр,ица Т*1, соста-вленная из 
строк, соответствующих элементам, ра,сположенным в l-й линейке. 
В подматрице Т*1 последовательно, 1начиная с перв,ой, просматри
ваются пары элементов, соответствующие парам мест контактов 
и элементов. 

На следующем этапе в блоке 5 производится упорядочение 
фрагментов цепей ·в пределах одного канала по к;ритерию мини
мизации ,числа пересечений. 'далее алгоритмом блока 6 произ,во
,щится раЗ1несение цепей по слоям ·с помощью алгоритма ра,скраски 
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вершин графа пересечений. После разнесения цепей по слоям в 
каждом слое алгоритм-ом блока 7 произво�яТiся уплотнение и раз
мещение фраr�ментав цепей по ка,налам. На последнем этапе по 
матриII:е Т* ,и по ,веwюрам Ш производят,ся ,расчет координат фраг
ментов цепей и выво� 1и�нфо�рмации на 1юординатограф или другое 
пер,иферийное устройство. 

3.4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ 

1. Что называется компоновкой схемы ЭА?
2. Сформулируйте постановку задачи компоновки как раз•биения r,рафа на

части. 
3. Приведите основные критерии компоновки.
4. Дайте определение ушо,рядоченноrо и неу�порядоченноrо разбиений.
5. Приведите классwфи�ка,цию алrо,ритмов разбиения.
6. Опишите алторитм покрытия схем ЭА.
7. Приведите последовательные алго,ритмы разбиения .графа схемы на части.
8. Дайте определение минимального и квазиминимальноrо массивов в гра

фе и .постройте расплывчатый алгоритм разбиения графа схемы на произволь
ное число частей. 

9. Приведите алrо,ритм определения клик графа и покажите его использова
ние для разбиения графа. 

110. В чем сущность итерационных методов раз,биения графа?
,11. Приведите фо.рмулы для 01Пределения ,перестановочных коэффициентов

при разбиении. 
12. Опишите дихотомический алгоритм раз,биения ,r,рафа схемы на части.
,13. Дайте определение чисел связности.
•114. Как используется метод случайных назначений при разбиении графов

схем? 
1'5. Пост,ройте схему метода ветвей и границ для раз,биения графа схемы 

на части. 
1'6. Постройте структурные -схемы алгоритмов для разбиения r,рафа схемы 

на части на основе ,поиска в rлу�бину .и ширину. 
17. Приведите постановку задачи размещения элементов схем ЭА.
18 .. Приведите классификацию алгоритмов размещения. 
,19_ Постройте структурную схему алгоритма для определения оценки ми

нимальной ,суммарной длины ребер •�рафа. 
20. Приведите формулы для определения средней длины ребра и координат

центра тяжести вершин графа. 
2:1. Опишите последовательно-итерационный алгоритм размещения. Приведи-

те пример. 
22. Пост,ройте логическую схему алrо,ритма для факторизации графа по

строкам и столбцам. 
23. Опишите -схему метода ветвей и границ для линейно,го размещения

графа схемы .с минимизацией суммарной длины ,соединений. 
24. Приведите алгоритм ,подсчета числа пересечений по мат,рице смежно

сти графа. 
25. Опишите 'Метод подсчета числа пересечений при ,размещении вершин

графа в узлах ,прямоу,rольной сетки. 
2'6. Пост,ройте граф-схему ал,rоритма для минимизации пересечений ребер 

графа схемы. 
27. Опишите схему метода ветвей и ,rранwц для минимизации внутрисхем

ных пересечений. 
28. Постройте структурную схему алторитма минимизации суммарной дли

ны соединений на основе 1Поиока в ширину. 
29. Постройте структурную схему ал,горитма минимизации внутрисхемных

пересечений на основе поиска, в глу�бину. 
30. Опишите идею ал,rоритма для совместной минимизации суммарной дли

ны и пересечений ребер графа. 
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31. Постройте алгоритм Ван Хао для размещения элементов схемы на ОСН()-
ве алго,ритмов ,разбиения графа схемы на части. 

32. Сформулируйте постановку задачи т
J
Jасснровки.

33. Опишите основные этапы трассировки.
'34. Приведите ал,горитм Прима. Постройте пример.
35. Опишите за.дачу Штейнера.
36. Каким образом ооределяется порядок трасси,ровки соединений? 
37. Опишите волновые алго,ритмы т.рассИJJовки.
38. По,стройте структурную схему алгоритма лучевой трассировки. 
39. Постройте ло1Гическую схему алгоритма канальной трассировки.
40. Постройте J'раф-схему ал,горитма гиiбкой трассировки. 
41. Опишите алгоритм JJазбиения г,р·афа схемы на плоские суг,рафы. 
42. Дайте 01Пределение •числа планарности грЗJфа схемы. 
43. Приведите 111ример т-планарного разбиения графа схемы.
44. Опишите методы трассировки двухслойных ,печатных ,плат. 
45. Опишите методы трассировки многослойных i!Iечатных �плат. 
46. ОiПишите идею ,построения ал,горитмов совместного размещения элемен

тов и т,р·асси,ровки соединений. 

4. ПРОЕКТИРОВАНИЕ ТОПОЛОГИИ И ФОТОШАБЛОНОВ

ИНТЕГРАЛЬНЫХ МИКРОСХЕМ 

4.1. О ПРОЕКТИРОВАНИИ ТОПОЛОГИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ МИКРОСХЕМ 

В :на.стоящее вре'Мя при разработке устройств на ИМС исполь
зование ЭВМ становится ,необходимым. При машинной разработ
ке ИМС, содерж,ащих десятки ,и сотни тысяч транз,исюров на од
ном или нескольких кр·исталлах, должна быть гара�н11ирована воз
можность вмешательства разработчика для :�юнтроля получаемых 
на различных стадиях решений. 

Исходными даН1ным1и для проек'tирова-ния топологии ИМС яв-' 

ляются: пр,инципиаль,ная схема ИМС; ·типовой технолоnический 
процес,с, на базе которого должна быть изготовлена ИМС. 

Результатом этапа топологического проектирования является 
информация, управляющая работой тех ,или иных технологических 
автоматов вычерчивания фотошаблонов ИМС. 

Необходимыми условиями при разработке варианта топологи
ческого решения я,вляются: отсу11Ствие ,ошибок проектирования; 
получение заданных электричес,ких ха,рак:тер,истик; минимизация 
площади кристалла. 

На современном эта,пе проектирование топологии ИМС осуще
ствляется в основном тремя метода,ми: проектированием на при
борном уровне, т. е. 'ИЗ элементарных :�юмпонентов; проектирова
нием ,из типовых элемеН1То,в; проектирова'Н•ием на осно1ве базового 
:к;ристалла. 

При разработке ИМС первым методом ,на кристалле разме
щают транзисторы, резисторы, :к;онденсаrоры, структура 'Которых 
проектирует,ся ,отдельно, а за'!'ем выполняются соединения элемен
тов. Для МДП ИМС проектирование топологии отдельных эле
ментов и всего кристалла происходит одновременно. Такой под
ход обеспечивает на1иболее качественное проеК'тирование тополо-
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гии как с точки зрения электрических характеристик схемы, так 
и с точ�и зрения занимаемой площади кристалла. Метод требует 
больших врем,енньrх за'Грат, ,процесс проектирования трудно фор
мализуем, что затрудняет применение а1втоматичес:ких методов 
проектир'Ования. Поэ11ому данная ме11одика применяется при проек
тировании ИМС, 1выпускаемых большими партия'М'И. 

Проектирование топологии ИМС из типовых элементов '(логи
ческих ,сХ!ем, типовых динам,ичесюих ячеек и т. д.} чаще в.сего при
меняется при разработке ИМС, выполняемых 1по заказам и не
,большими партиями: на кристалле размещаются типовые элемен
ты и сюеди11ительные проводники. При этом знач·ительно снижа
ют,ся 1в,ремя •И стоимость проектирования. Таmй процесс проекти
рования ·мож,ет быть формализован 1и, ,следовательно, осуществлен 
с помощью методов машинног0; решения задач размещения и трас
сировки. Однако ,использование данного метода проектирования 
ведет к увеличению площади кр'Исталла в 1,5-2 раза. 

Третий метод проектирования "ГО:rюлогии также применяется 
при разра·ботке ИМС, выпускаемых небольшими партиями. Базо
вый :к;ристалл - это полуфа6ри�ат с набором типовых иаолиро
ванных элемент,ов, причем сл·ой 'металл,изации отсутствует. В свя
зи с требуемой логикой ,работы схемы осуществл1яется проектиро
вание слоя металлизации. Такой способ крайне выгоден с точки 
зрения временньrх за'трат, одна�о 'неэкономичен с точки зрения 
использования ,площади кристалла. 

После разработки т,опологии выполняю11ся проеК11ирование фо
тошаблО'Нов и их 1изгОТ1овлеН1ие на микр,офотонаборном :06орудова
нии, для которого у,пра.вляющей информацией являют,ся большие 
числовые массивы �оординат послойной геометрии •юр,исталла. По
луЧ!ить вручную э·11и числовые ма'С�сивы уже для ИМСЗ весьма за
труднительно. Поэтому на этапе изготовления фотошаблонов ИМС 
необходимо применение а1в11о'матизир,ова11ных 1метощов. 

Опыт раз1работки и внедрения систем автома'Гизир,ованного 
проектирования фатошабло�юв (САПФ} печатных плат поз1волил 
надеяться на создание аналогичных САПФ ИМС. Несмотря 'На то, 
чт,о ,высокая плотность компонентов на кристалле ИМС внесла 
серьез1Ные эатруднения в процесс автоматизации труда разработ
чика, ЭВМ нашли широкое ,применение пр�и проектировании их 
топологии и фотошаблонов, хотя, как пра1вил,о, ИМС, разработан
ные с помощью САПФ, имеют 1несколыю большую площадь кр•ис
'Галла. 

Применение ЭВМ в проектиро1вании ·и ,иаготовлени:и ИМС пош
ло rю пути создания ,интерактивных ,систем, ,в ,которых решающая 
роль от,во�,ится консrгруктору-специалисту. Создание так,их систем 
при изготовлении и разработке фотошаблонов ИМС позволило: 
сократить сроки проектир 1о'Вания; 1снизить ст,оимость проекта; по
высить ка1чес'ГВ'О проектирования. 

В настоящее 1время САПФ ИМС решают следующие задачи 
(рис. 4.1): 
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описаНJие топологического чертежа на языке 'раз'рабо'Гчика;
-выявление и испр·авление ошибок, допущенных 1в описании то

пологического чертежа; 
трансляция, т. е. перевод описания топологического чертежа на

язык к,онкретной технологической установки, изготовляющей фо
тошаблоны; 

полный :кюнтроль 'Юпологичес:кюго чертежа; 
связь :�юнструктора с ЭВМ на протяженИlи всею· процесса про

ектирования фотошаблонов. 

Топология, !Jычерчен
ная !Jручную мл- магнитная лента 

Описанш: топологии 
на !Jxoilнoм язьиrе 

BfJoiJ опш:ания !J J!JM 

Нет /(онтроль 

Программа получения уп
ра Оляющеи инtрормации 

"' 
,5 i:, � � .; � ' ;::j 1::: Е:: � Е:: "-''::;j ;:j ;:j 1::;� :i:: :,- о., <::, с:.. � "' � <::j t:! .., ��-� Е:: ::;j .... § ::1�"'.., <::, о., ""� "'

еэ. t: е;�� <::,_"' <::: � �-
�� �<::,� 

"' t:; :.: �"' �"'.., t:::O::; ;:,,t::"> �:,- еэ. 

топологии

ь 

КорректироОна 
топологии 

� ::s 
"' ::;j ::s :::s-

:i:: <::j 
�§ 
�� 
�� 

Рис. 4.1. Система а1в-'J1ама:11И1з,И1р,ова1ннюго п,роекти
рования фотошаблонов ИМС 

4.2. ЭТАПЫ ПОЛУЧЕНИЯ ФОТОШАБЛОНОВ 

ИНТЕГРАЛЬНЫХ МИRРОСХЕМ 

При изготовлении фотошаблонов ИМС используются коорди
натографы ,или 'Микрофотонаборные установки, упр,а1вляющая ин
формация для которых содержит около 1 он1 чисел, где i - сте
пень инт,еграциш ИМС. Поэтому подготовка Э'ГОЙ инфор·мации про-
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исходит с �помощью ЭВМ. Исходными данными для ЭВМ служит 
подробное описание топологии ИМС, ко·юрое мож·ет осуществлять
ся двумя способами: на основе задания 1юординат всех угловых 
точек обла>стей топологии и с помощью специально разрабаты
ваемых языков. 

Описание топологии ИМС координатами ,всех угловых точек 
облада,ет избыточностью, обусловленной следующими причинами: 

топология ИМС состоит ·из наложеНJных друг на друга много
угольнююв, ·вое стороны которых параллельны осям координат, в 
этом случае любые две соседние угловые точ·кш имеют одинако
вые координаты; 

топология ИМС имеет определенную пер�иодич1ность, т. е. неко
торые ее структуры являются отражением или повторением ана
логичных элементов; 

для различных ИМС используются одни и те же ·ранее разра
ботанные компоненты, которые могут быть закодир•ованы опреде
ленными символами 1 раз. 

Исключая ·перечисленные избыточные данные, можно, не ука
зывая координат ·воех угловых точек, однозначно опредеЛ1ить то
пологию ИМС. С уменьшением количества цифрювой информации 
снижаются трудоемк,ость кодирования и вероя11ность появления 
ошибок. 

В 1настоящее время ,разработаны языки для описания тополо
гии ИМС по имеющему,ся чертежу. Раз•работанный вручную сов
мещенный чертеж топологии ИМС ,описывае'Гся на опециальном 
языке и с помощью перфокарт (перфолент) �вводится в ЭВМ. 
Здесь информация о топологии схемы проходит синта·к,сический 
контроль, и при отсутствии ошибок ,вырабатывается ,информация, 
необходимая для вычерчивания фотошаблона. Кроме фо'Гошабло
на вычерчиваются ,послойная геометрия схемы и необходимая до
кументация. 

Рассмотрим с'Груктуру языков для описания топологии ИМС 
на прим·ере языка CADEP, -раз·работанного группой английских 
фирм. При ·разработке CADEP, с одной стороны, 1обращалось вни
мание на "Ю, Ч'Гобы язык легко усва:ивался, а ,с другой - на то, 
что язык должен содержать возможности r�ибкого и кратrюrю опи
сания 1всех образцов топологии сложных масок ИМС. Поэтому 
CADEP был разработан как добавление к алгоритмическому язы
ку ФОРТРАН (что позволило 1включить в ·него ,все возможности 
ФОРТРАНА) •и ориентирован на ЭВМ, имеющие устройст,ва вво
да-вывода граф:ической информации. В 1сt0став языка включена 
библиотека образцов фотошаблонов, ко'Горая ,может 1расширя-ться. 
Имее'Jiся возможность формировать новые фотошаблоны из биб
лиотечных. 

Язык CADEP содержит три группы переменных: 
стандартные переменные ФОРТРАНа (логическ:ие, целые, дей

ст,вительные, комплекс1ные) ; 
геометрические переменные; 
графические переменные. 
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Все геометрические пер,еменные, определенные в программе, 
должны быть описа,ны оператором - GEOMETRIC А, В, ... , пред
ста1вляющим собой геометрический объект, лежащий в одной плос
кости. Геометрические операторы, используемые в CADEP, пока-

({Jуннция 

LNC {Xl, Yl, XZ, YZ, W}

LNP (ХТ, Yl: RHO, ТНЕТА, W} 

ARC (Xl, YT,XZ, rz, R, W}

CRCI- (ХТ, Yl, R) 

SEGT{XT, Yl, R, ALFA 1, ALFAZ) 

RECT (Xl, У!, XZ, YZ)

RECS 

ROLY(Xf, Y!,XZ,Yl, ... ,XN, YN} 

FPLANE 

MPLANE (ХА, УА, A�FA) 

ЕМРТУ 

Геометрическии образ 

(Xl, YI}� 

(XZ,YZ) 

�( 
�

Xl,Yl} 

�(Xl, YI) 

(XZ,YZ) 

.{Xl,Yl) 

�AZ
ALFAI 

(Xl, Yl) 

(Xl,Yl) 
�(XZ, YZ)

s, 
�(SluSZ} 

szf
(Xf, Yl) 

{XN,YN) 

(Xl,Yl)
� 

(XZ,YZ} 
Вся геометрическая 
плоскость 

�.

У

� 

Дополнительныи 
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Конечные точки 
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заны в табл. 4.1. Над геометрическими переменными можно вы
полнять следующие операции: пересечеН1ие ( символ /), объедине
ние ( символ +), ра•зность ( оимвол -) . Последовательность вы
полнения этих операц,ий такая же, как и ,в ФОРТР АНе, и ее мож
но менять с помощью скобок. 

Для геометрических переменных ,существует аператор присвое
НIИЯ. Он дает возмшюность представить сложный о•браз топо•ЛQГИИ 
с помощью геометричесюих переменных. На1пример, образец Р 
(рис. 4.2) •мож·ет быть описан следующими прис1воениями: 

1. GEOMETRIC А, В, С, D, Е, Р
2. A=RECS (1, 1, 1, 1)
3. B=LNP (1.7, 1.7, 1.85, 52, 04)
4. C=RECT (2.5, 3, 3.5, 4)/1МPLANE (3, 3, 218)
5. D=•LNC (3.5, 3.85, 4.2, 3.85, 0.3) +ARC(4.65, 3.4, 4.2, 3.85,

О, 45, 03) + LNP ( 4.65, 3.4, 1.25, 270, 0.3). 
6. E=RECS (4.3, 2.15, 0.7, -0.4)
7. Р=А+в+с+D+Е

Оператор 1 декларат:ивный. Опер•атор 2 ,присваивает имя гео
метричесК,Ому о•бразцу, определенному функцией ,RECS с аргумен
тами 1,1,1,1 (см. табл. 4.1). Геометрическая переменная В, опре
деленная оператором присвоения 3, rпред,стаrвляет собой прямо
угольник длrиной 1,85, шириной 0,4, наклонный к оси Х под углом 
52°, одна из вер1Шин которого имеет координаты (1,7; 1,7). Обра
зец С - это перес,ечение прямоугольника, определенного функцией 
RECT, с полуплоскостью, определен-
ной ориентированной прямой, проходя- У 
щей через точку (3,3) и образующей с 5 
осью Х угол, равный 218° (полуплос
кость выбирают так, чтобы она была 1./ 
справа от ориентированной линии). J 
Оператор 5 присваивает� имя D образ
цу, получившемуся в результате объ- Z 
единения двух прямоугольников, один 

1из которых дан в декартовых коорди-

1с / �� 
�11/ JI 

А " 
-

натах (функция LNC), другой - в по-
0 1 2 лярных координатах (LNP) и дугой, J 1/ 5 5 Х 

радиус кривизны которой 0,45 и шири- Рис. 4.2. Образец р

на которой 0,3 - такая же, как у 
прямоуголыников. Оператор 6 по1добен опера110ру 2. Оператор 7 
определяет образец Р как объединение геометричесКiих образцов 
А, В, С, D, Е. 

Для увеличения гибкости CADEP при описании изображения 
вводятся следующие функции: COPY(G, S), T·RANS(G, Xl, Yl, S), 
ROT(G, Xl, Yl, ALFA, S), где G -это геометр.ическая перемен
ная; S - масшта,бный коэффициент, при котором операция, опре
деЛ'енная функцией, должна быть проиэвед,ена. 
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Функция СОРУ дублирует структуру данных, представляющую 
перемеНlную ил1и выражение G; функция TRANS кроме операций, 
произ.водимых СОРУ, переносит новые геометрические объекты, 
образованные из G, с помощью пр,иращения их :коорди,нат на Х1 

и У1 в горизонтальном и вертикальном направлениях ,соответствен
но и изменяет масшта1б объектов; функция ROT кроме операций, 
выполняемых СОРУ, повора1чивает геометрический 01бъект, обра,зо
ванный из G, 'На угол ALF А относит,ельно точки (Х 1 , У 1 ), которая 
может быть ка,к вну11ри, так и вне G. Положительные углы соот
ветствуют повороту против часовой стр·елки. 

Кроме геометр-ических CADEP ,содержит графические перемен
ные. Они бывают двух видов: одноуровневые, пр-едставляющие со
бой физические двуразмерные объекты, ра,сположенные на опре
деленной графической плоскости, и •многоуровневые переменные, 
соrстоящие из нескольк,их од�ноуровневых, лежащих в •разных плос
костях и пр,инадлежащих одному 'И тому же физическому объекту. 
Графические плоскости ограничены краями прямоугольника, пр,о
тивоположные вершины которого (0,0) и (Xmax и У max), где Xmax 
и У max должны быть присвоены пользователем. 

Графические переменные должны поя,вляться в соответствую
щем декларативном операторе. Вид этого оператора для одноуров
невых графических переменных LEVEL(i)A, В, С, ... , где i=l, 
2, ... - ·идентификатор графической плоскости, на которой опреде
л,ены одноуровневые переменные. Многоуровневые переменные 
описываются оператором GRAPHIC Е, F, G, ... , где Е, F, G - мно
гоуровневые переменные. 

Одноуровневые переменные могут быть объединены в виде од
ноуровневого выражения с помощью оператора объединения ( +). 
Одноуровневая переменная определяет,ся оператором присваива
ния, левая часть которого - одноуровневые или многоуровневые 
переменные, а правая ча�сть определяется геометрическим ИЛ'И од
ноуровневым выражением, причем в последнем случае уровень пе
ременной ,в правой части оператора присва1и.ва1ния может отли
чаться от уровня в левой части. Этим пользуются при изм,енении 
уровня ррафического объекта. 

Многоуровневые переменные можно определить посредством 
многоуровневого пр1исваивания. Это выполняется оператором, у 
которого левая часть есть имя определяемой многоуровневой пе
ременной, а пра,вая - выражение, ,с,одержащее только одноуров
невые переменные разных уровней. Например, 

LEVEL (2) А 

LEVEL (3) В 

LEVEL (5) С 

GRAPHIC М 

М=А*В*С, 
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где * - операция умножения на ФОРТРАНе. Ка,к над многоуров
невыми, так ·и над о,щноуровневыми переменными мо·гут выполнять
ся фунюции СОРУ, TRANS и ROT. 

Язык CADEP 1Обладает некоторыми по,щпрограмма,ми или ,мак
роко,мандами для определения •существования определенных усло
вий ·среди графичесюих переменных. Общий вид этих •макрокоманд 
сл,едующий: 

SYM ( аргум,ентfоператор), 

где SYM - это базовый оимвол CADEP; аргумент - это перемен
ные CADEP, а оператор - любой исполняемый оператор CADEP.. 
Список макро·команд этого класса приведен в табл. 4.2. 

Та б л и ц а  4.2 
SYM Аргументы Значение 

BLG (Xl, YJ, А) 1 Пр�налле:ж�ит JDИ rоЧJКа (XJ, YJ) од�·оуров11е.во-,му обра131Цу А

INТ (А/В, C/(D+E) , ... ) Будут ли пересечения между образцами А и В,или С и (D+E), или ... не:пустыми А и В (могут быть оtп)ноуровневыми выражен,иями, ,имеющими 0ДG1н ,и тот ж;е :у1ровень, ,или много,урооневыми вы-�ражения.ми) 
INC (А/В, С/ (D+E), ... ) Включен ли образец А в В или С в (D+E)или ... ? (А и В - одноуровневые выражения, имеюШJИе разные уроВ'НИ, А tВключен в В, есл,и его 

- проекция на плосwост.и В ·нахо,дится IВ!Нут<р,и В)

DIS (А/В, DIST) Бу:д:ет ли м�инимальное ,раоотояюие между А и 
В ,меньше 'ИЛИI ра,вно DIST (А и В - однюуров-невые ВЫiраж,е111Ия, имеющие qщинааrовый уровею., ра�остоян,ия измеряЮ'11ся п,о 1Наi!!iра1влеtН1Иям Д\Вух ко-О[Р�а.т) 

В качестве примера использования графических переме1нных 
рассмотрим задачу определения трехуровневого объекта И, ооста�в
ленного из образца, идентичного Р (1см. рис. 4.2) на плоскости 
первого ур1Овня; о,бразца, подобного А (см. рис. 4.2), имеющего 
центр (1.5, 1.5) 1и уменьшенного коэффициентом 0.7; ко,мпоненты 
на пл-ос,кости третьего уровня. Если Р уже был описан :к�ак гео
метрическая перем,енная, мы можем записать 

LEVEL (1) РР 

LEVEL (2) ААР 

LEVEL (3) СР 

CRAPHIC U 
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РР=Р 

AAP=TRANS (А, 1.5, 1.5, 0.7) 

CP=,FPLANE-P 

INC (AAR/PP) GO ТО 50 

STOP 

·И= РР* AAR * СР.
В CADEP введены неко11орые командные операторы, которые 

приведены в табл. 4.3. 

К:оманда 

DRAW List 

а) STORE name, List
Ь) STORE паше, (k) 
с) STORE пате 

а) SHOW List

Ь) SHOW (k) 
с) SHOW 

RECALL name 

ERASE List

DELETE List

Таб л ица 4.3 

� 1 Значение 

1 Ст
ро

и
т за

1
в

е
р

ше
нны

й 
обра

з г
р

афич
,оок

и
х пере-менных, опр1еделенных ,в ооиюке 

Храwи:т в массИJве �имя» в1спом1огательнQГО за
поминающего ус11р0Йlст,ва обра13: 

а) одwо)'lровн,евых и мно,rо'УJровневых перемен• 
iНЫХ, оп.р,еделеНJНЫХ .в •СIПИЮКе 

Ь) 1в1се графичеdюие переменные k-го уровня или 
с) �в.се r�рафичооюие перем,енные 

Из1влекает маюсИJв сд1wаплея ,из образов: 
,а) 11рафических пе,ремеwных в опиаке, 
Ь) ,в,сех прафичее1ки,х перем-енных k-ro уро;вня

1или 
с) в,сех оди,оу,равневых графrnч,еоюих перемен

ных и локаэЫlвает 00011В•етствующе
е 

mобр,а
жение ,на аНiране щюплея 

Переносит массив «имя» в главное запоминаю
щее )'ICTp,oЙIC'DBO 

С11нрает вс,е да-иные г-еометричессr<:их :или 11рафи
чес.ких переменных, ,определенных в опие,к;е 

Стирает послмН1Ие данные геоме11р1ичеОЮJ11Х wли 
г,рафичеакиJС ,перемеииых, опJ)•едел,енных в СI11Иске 

Основными достоинствами языка являются следующие: 
связь CADEP ,с ФОРТРАНом, что позволяет иопользовать его 

возможности; 
он ·обладает всеми возможностями для гибкого и краткого 

описания сложных конфигураций, встречающи:х;ся в то1пологии 
ИМС; 

В'Ведение многоуро,вневых переменных ·позволяет пользователю 
с•вязывать элементы, л•ежащие в разных плоскостях, но представ
ляющие один и тот же объект. 
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К недостаткам языка м,ожно отнести необходимость им,еть вы
полненный 1вручную •совмещенный чертеж топологюи, что является 
сложной, требующей больших временных затрат, ·работой. 

Описание топологии ИМС вводится в ЭВМ, где получается ин
формация для микрофотонаборного оборудования, ,вычерчивающе
го фотошаблоны ИМС. При описании чертежа топологии на спе
циализирова,нном языке необходимо создание сложных пр,оnрамм
трансляторов с этих язююв во вход�ные языки микр·офотонаборных 
автоматов, различных устройств, ,вычерчивающих графическую ин
формаIIJию (типа кюординатотрафов). 

Следует отметить, что, несмотря на необход�имость разработки 
программ контроля и программ-трансляторов, �ввод информации 
о топологии ИМС на специализирова,нном языке представляется 
удобным, так как позволяет уменьшить объем вводим-ой информа
ции, облегчает создание программ полного контроля топологии. 

4.3. контроль тополоmи 

При автоматизирова'нном проектировании фотошабл1онов ИМС 
важным вопросом, определяющим работоспособность схемы, яв
ляются контроль входной инфор'Мации и ·оперативное внесение из
менений. Оши,бки, наиболее часто ,встречающиеся при описании 
топологии, мож:но 1разбить на ряд групп: 

графические, приводящие к искажению чертежа топологии; 
ошибки, нарушающие конструктор•с:�ю-технологические ,ограни

чения ,на топологию, такие, как невыполнение допустимого ·раз-ме
ра •контуров в слое, нарушение допус11имых ра·остояний между кон
турами в -слое, нарушение допустимых ра,сстюя1ний между контура
ми ,в двух ,слоях, нарушение допустимых размеров на контактные 
окна; 

ошибки, возникающие из-за неправильного вос,становления 
принципиальной схемы по полученной топол·оги_и. 

Для выявления графических vшибок наиболее перспективен 
оперативный ,контроль с помощью графического дис:плея. При опе
ративном контроле локализуются ошибки, которые обнаружива
ются при анализе отдельных 1юнту1ров и линий. Указывать выяв
ленные ошюбки наиболее целесообразно путем печати в тексте 
описания топологии номеров ошибочных ,операторов и типов оши
бок. 

Контроль топологии на соответствие конст,руктор,с,ко-·технологи
ческим ограничениям сводится к проверке геометрических ра'З
меров. 

Использова1ние переборных методов для решения указанных 
вопросов практически невозможно из-за необходимости анализа 
огромных ма,сс�ивов инф0iрмации, большого времени работы ЭВМ. -
Поэтому алгоритмы для решения такого ,рода за·дач ,строят на ос
нове ·операций «упорядочения», «,сортировки» 1и •«фа·кторизации», 
поиска в глубину и других, которые носят последовательный ха
рактер и заключаются в последовательной проверке заданных кри-
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терпев с отбра,сыван.ием ,рассма1iриваемых уча,стков и дальнейшей 
работой с уменьшающимися по размерам элементами топологич&
ког.о чертежа. 

Для контроля топологии 'В интерактивном режиме используют
ся графические дисплеи. Первое -время применение дЕоплеев для 
синтеза топологии сдерживали малые ра,змеры экранов. В настоя
щее время наметились тенденции применения мощного процессора 
для управления несколькими графическими дисплеями в режиме 
разделения вр,емени и создания системы для о•д1юго конструктора 
на ,базе мини-ЭВМ. 

в первом случае мощный процессор используется для !J)еализа
ции слож•ных программ, а графический дисплей применяется для 
вывода и коррекции результатов. Во втором случае минисистемы 
совместно с графичеекими дисплеями применяются д:ля ,оператив
ного контроля и внесения изменений в топологию. Оперативное 
внесение изменений поз-воляеt сократить в· 2-3 •раза цикл разра
ботки топологии. Основные недостатки - высокая стоимость ми-
ни-системы и необходимость трудоемкой отладки и •стыковки ком
плекса программного ·обеспечения этой ,системы. 

Контроль ,разработанного варианта топологии включается прак
тически во •вс,е из•вестные системы проектирования ИМС. Полный 
1юнтроль топологии ИМС включает: 

контроль технологичесюих огра·ничений; 
проверку ра'Зра·ботанного варианта топологии на соответствие 

пр1Инципиалнной схеме; 
анализ электрич,еских характеристик ИМС по разработанной 

топологии. 
Ра,ссмотрим конт,роль выполнения технолотических ограни'Че

ний. При этом необходимо ,выполнять проверки rна минимальную 
ширину элементов ИМС, на правильность установ·ки в •исходное по
ложение, на правильно·сть вложения одной фигуры в другую и 
другие геометрические соотношения. 

Существующие программы контролируют минимальную шири
ну элементов топологии, ра•ссчитьrвают •ра,сстоян�ие от каждой вер
шины фигу,ры до всех ее с1iорон и сравнивают подсчитанное рас
стояние с зада•нным минимумом, обнаруж�ивают В'се ,ситуации недо
пустимой ширины, если стороны фигуры представляют собой пря
мые линии, •выполняют ряд различных проверок с двумя фигурами 
одновременно. Сюда относятся следующие тесты: 

проверка уста•новки фигур- топологии ИМС в исходное положе
ние. Програм,мы считают расстояние от каждой вершины одной 
фигу;ры до всех сторон другой и затем изм,еняют взаимное распо
ложение фигур; 

• \ 
ф проверка ра•сстоянии между двумя с1Оседними игурами и срав-

нение их с не1юторым предписанным ра·сстоянием; 
проверка того, что 'каждая фигура на данном уровне ,содержит 

или долЖ'на содержать некоторую фигуру из другого уровня; 
проверка ·нарушений установки фигуры в ис:юдное положение. 
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Для сообщения конструктору об обна•ружен,ных ошибках про
граммы имеют две формы выходных документов. Первая форма 
предС'та•вляет собой фай.л, сос11оящий из •сведений обо всех фигу
рах, включаемых в •нарушение правил пр•оектирова,ния. В этом же 
файле выдаю'Гся проверочный чертеж этих фигур и координаты 
м·еста, г,ц,е 1произошл-о на,рушение. Вторая форма выходной инфор
мации - это ·распечатка на ЭВМ. Она включает: 

перечень ·в-сех вопросов пользователя и ответы на них; 
содержимое входного файла; 
тип нарушения, координаты места, в ко11ором произошло нару

шение; 
некоторые статистические данные, которые поз•воляют ускорить 

процесс работы над схемой топологии ИМС. 
Следующим этапом ·кон11роля топологии ИМС явля-ется у,ста

новление соо11ветствия топологии принципиальной электрической 
схеме. Обычно при проектировании ·топологии ИМС с'Гремятся со
�ранить информацию о нумерации элементов, ·что упрощает про
цесс конт,роля. Сохра,нение нумерации элементов на всех этапах 
оказывае'Гся зат,руднительным при 1;3за,имодействии конструктора и 
ЭВМ через дисплей и для проектирования топологии ИМС по час
тям. Сравнение принц•ипиальной ·и топол�огичеакой схем без учета 
нумерации элементов выполняется с помощью алгоритма отыска
ния подстановки изоморфизма графов rис:,юдной принципиальной 
элек11рической схемы и ее топологического чер•тежа. 

Пусть заданы два неориентированных графа схем: G= (Х, И), 
G'=(X', И'), IXl=IX'I, IИl=IИ'I• 

Необходимо опр,еделить подстановку t, для КО'Горой сrпра,в,едли
во t(X) =Х', t(И) =И', тогда графы G, G' будут изоморфными. 

РаС'сматриваемый алгоритм основан на последовательном раз
биении вершин на П-изо'Морфные (предполагаемо �изоморфные) 
группы. Разб,иение прекращается при получении повершинного со-
011ветств·ия, которое проверяется в ка'Честве подстановки изомор
физма. 

Алгоритм организован следующим образом. Из Х ·и Х' выби
раются два П-изоморфных подМ'ножества: W и W'. Для каждой 
вершины хЕХ и х' ЕХ' определяется •число связей ,с W и W'. Две 
вершины П-изоморфных ·по,ц,множеств могут быть изомо,рфными, 
когда ·они имеют одинаковое число евязей с W и W'. В каждом 
подмножестве �вершины группируются по числу связ,ей с W и W'. 
Следовательно, получаются подра!з-6иения подмнож,еств; П-изо
морфными будут те подмножества подраз·биений, вершины которых 
имеют равное число •связей с W и W' и принадлежат П-изоморф
ным подразбиениям. Мощности П-изоморфных подмножеств долж
ны быть равны. Если это не выполняется, то графы неизоморфны. 
Операция получения подразбиений и установления П-изоморфиз
ма между подмножес11вами называется разложением. Обычно 
разложение приводит к подразбиениям некоторых подмножес'DВ. 
Однако это выполняется не всегда. Для изоморфных г,рафов алго
ритм приводит к разбиениям Х, Х', в КО'Горых ,каждое подмноже-

241 



ство сод,ержит [Ю одной ,вершине, а раэложение неприменимо. Тог
да П-изоморфизм между разбиениЯ'ми определяет подстановку изо
морфизма графов. Для учета рас,смотрения разбиений вводятся 
метки запрета. Для ,разложения используются подмно,жества без 
меток. Для ускорения алгоритма при �разложении рассматривают
подмножества минимальной мощнос'т,и 'И в отмеченном подразбие
нии метка переносится на подмножество максимальной мощности. 

Приведем логическую схему алгоритма определения подста
но,вки изоморфизма графов схем: 

1 5 32 3 4 2 1 5 1 4 

AotA 1P 1 t A2P2t tАзtРз tA4p4. trot tAsPst tAk; 
Ао, Ak - операторы начала 'И конца алгоритма соответственно; 
А 1 - разбиение на подмножества вершин Х, Х' графов G, G', оп
ределяющие П-изqморфизм подмножеств; А2 -

1выбор из Х под
множества W' без метки и ,выбор из Х' подмножества W' П-·изо
морфного W; А3 - отметка W, выполнение разложения Х, Х' по 
W, W', перенос метки на подмножества максимальной мощности; 
А4 - среди подмнож,еств из Х определяются подмнюж,ество W с 
минимальной мощностью и П-изоморфные ему W'.

Выбираю11ся ХЕ W, х' Е W'. Далее W: = W "- х, W' : = W' "- х'.

Вершина х отмечается 1и выполняется -разложение Х, Х' по х, х';
А5 -выбор новых хЕ W, х' Е W', W: = W "- х, W' = W'"- х'. Перебор 
внутри подмножеств, ·содержащих больше одного элемента; ro, Р1, 
Р2, р,з, р4, Ps - логические услов'ия; Р1 проверяет ,равенство мощно
стей П-изоморфных подмножеств и смежности элементов внутри 
них; Р2 - проверка, 01тмечены ·ли ·все подмножества из Х ,или нет; 
Рз -проверка, имеет ли хоть одно подмножество из Х больше чем 
одну вершину. Бели да, то выполняется оператор А4, есл1и нет, то 
графы изоморфны и переход к Ak; р4 - проверка возникновения 
подразбиений; р5 - проверка, разное ли 'Количес11во связей имеют 
W, W' с х, х', при р5= 1 графы неизоморфны и переход к Ak, при 
Ps=O пер,еход к А 1; ro -условие, тождес11венно ,равное нулю, т. е. 
после А4 невозможно перейти к А5, при р4 = 1 ттосле А4 выполняет
ся А 1 , rпри р4= 0 после А 4 выполняется А1, при р4 = 0 после А4 вы
полняется А3• 

Оценка сложности алгоритма лежит в пределах О(п2)-О(п!). 
Ра,боту алгоритма ра,ссмотрим на двух примерах. Пусть заданы два графа 

G, G' (рис. 4.,3): Х={х 1 , х2, х3, х4, Xs, Х6, х1}, Х'={х' 1 , х'2, х'з, х'4, x's, х'в, х'1}
Предmоложим, что вершины х 1 и х' 1 П-изоморфны и выполним операцию 

разложения (х 1)*(х2, х3, х4, Xs, х6, х1) 1 ( 0), ,(х' 1) (х'2, х'з, Х
14, x's, х'в, х'1) 11(0)о, 

.Множества вершин Х и Х' раопались на т,ри подмноЖ:ества: Х1 = {xi}; Х2
= 

= {х2, ... , х7}; Хз
= 0; Х' 1= {х' 1}; Х'2

= {х'2, ... , х'1}; Х'з = 0. Подмножества Х2, 
Х'2 в.ключают вершины, связанные ,с х1, х' � одной связью, а подмно,жества Хз ,
Х'з соде,ржат ве,ршины, не ,связанные ,с х1, х 1. 

Далее согласно ал,rоритму для П-изоморфизма выбираются вершины из 
Х2 1И Х'2• Пусть это будут вершины х2 и х'2• Выпо,лняя операцию разложения, 
получаем 

(х 1) * (х2),(<(х1
з, х7) 11(х4, Xs, хв)<о) 1*, (х 1)' (х'2Н(х'0з, х'1) 1·(х'4, x's, x's)o) 1-

В результате разложения получили ,подмножества одина,ковой мощности, но 
вершины х3 и х7 смежны, а х'3 и х'7 не смежны, следовательно,, ве,ршина Х2 не 
может быть IП-изоморфна х'2. 
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Проводя аналогичный поиск, получаем, что 'ВЕ\ршина х2 не может быть изо
морфна х'з: 1(х1)1(х2) ((х1з, Х1)11(Х4, Xs, Х&)о)1 , (х'1 Нх'з) ((х02, X4)1(Xs, Х&, х1)0)1. 

Продолжая анало1гично, получаем, что граф G неизоморrфен графу G'. 

Приведенный пример показывает, что больше времени затра
чивается при исследОlвании неизоморфных графов, так как в этом 
случае требуется полный перебор вну'Гри классов разбиения. 

Рис. 4.3. Графы G и G1 

Пусть заданы два ,графа G, G' (рис. 4.4): Х1 = {х1, ... , Х 10}; Х' = {х'1, ... 
... , x'io}. Пр,Е:Щ[]ОJЮЖНМ, 'Ч'IЮ ве,рщщны Х1 И x'i П-IИ\ЗОМ>Орф111ы И 'ВЫПМН>ИIМ р,аз
ло,жение по Х 1 , х'1: 

(х1)*[(х2, Хз, Х9)1(Х4, Х5, Х&, Х7, Xs, Х10)0*], ·(х'1)1[,(х'з, Х19, x's)1(X2, Х4, Х5, 
Х&, Х7, Х10) о]. 

Метка перенесена на подмножество большой мощности. Мощности П-изоморrф· 
ных подмножеств равны. Выбираем для разложения -следующие подмножества: 

G 

Рис. 4.4. 1ГJJ1афы G и G1 

(х1) [(х2, Хз)*, (х9)] [(X4)2(X1s, Х10) 1 1(Х 15, Х&, Х1)0*], 
(х1)[(х'3, x'9)(x's)] [(х'1о)�(х'02, х'1)1(х'4, x's, х'в)о].

Вершины х8 и х 10 1смежны, а соответствующие им х'2 и х'1 не смежны. Следо
вательно, вершины х1 и х' 1 не -�о['ут быть П-изомо.рrфными. ,.

.Выбираем из Х' вершину х 2 и ,считаем ее П-изомо,рфнои х1 : 

(х1) * [ (х2, Хз, Х9) 11(Х4, Х5, Хв, Х7, Xs, Х10)0*], 
(х2)'[ (х'з, х'4, x's) 1 (х'1 , х'в, х'1, x's, Х19, х'10)0]. 
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Процесс продолжаем аналогично до получения разбиений 

(х1) *:(х2, хз) * (х9) * (х4) * (xs) * (хв, Х1) *,(хв, Х10),(х'2)'(х' s, Х14) (х' з) (х' в) (х'1) Х
Х (х'10, х'в)•(х'1, х'э). 

Производя переЬо,р для подмножеств, соде,ржащих больше одного элемента, 
получим подстановку изоморфи�ма графов G и G' 

t- . -(Х1, Х2, Хз, Х9, Х4, Xs, Хв, Х7, Хв, Х10 ) 
х'2, x's, Х

1

4, х'з, х'в, х'1, x'io, х'в, х'1, Х
1

9 

Отметим, что полученная подстановка не единственная. Существует некоторое 
множество ,подстановок, переводящих граф G в G'. 

Интерпретируя номера ве,ршин, ·графов ,с у,четом их соответствия элемента
ми схем, получаем соответствие между элементами изоморфных схем. 

В нас'Гоящее время широкое распрос11ранение получили интер
активные системы проектирования фотошаблонов ИМС, в которых 
взаимодействие разработчика и ЭВМ осуществляется с помощью 
устройств отображения графической и алфавитно-цифровой ин
формации. Как правило, в подобных системах предусматриваются 
команды вызова из библиотеки ·и размещения на ЭКiраrне типового 
элемента, формирования четырехугольнююв и других фигур, пе
редвижения, поворота и удаления области или ,группы областей, 
изменения масштаба изображения, занесения фрагмента топологии 
в библиотеку или вывода его на графопостроитель. Для ввода 
команд в ЭВМ применяют световое перо, функциональную кнопоч
ную модель, а также клавиатуру, с помощью которой передается 
алфавитно-цифровая информация. 

С увеличением плот,ности компонентов на к,рrисталле ИМС рез
ко возросло количество графической информации, выводимой на 
эк.ран дисплея. Поэтому наиболее перспективными являются систе
мы обработки графическюй информации в интерактивном режиме 
на базе мини-ЭВМ. Эти системы входят в состав САПФ ИМС. 
:Краткая характеристика интерактивных мини-систем приведена в 
табл. 4.4. Такие системы включают: центральный процессор; мrини
ЭВМ, дисковый накопитель, кассетный лентопротяЖ'ный механизм, 
большую взаимодейс·твующую поверхность, графический дисплей, 
преобразователь, построитель трафаретов. 

В системах большое внимание уделяетrся человеческим факто
рам. Напр·имер, конструктор не должен осуществлять преобразо
вание чертежей в программные операторы, он просто вычерчивает 
или преобразует в цифровую форму ,соответствующее изображение, 
наблюдая на экране дисплея резул�,таты. 

В с,истемах предлагаются взаимно соотносящиеся сред•ства для 
диалогового взаимодействия с ЭВМ. Одним из них является по
верхность чертежей доски, именуемая «большая ·взаимодействую
щая поверхность» (БВП), которая предназначена для 1выполнения 
и преобразования в цифровой вид грубых эскизных наброоrюв, на 
которые ЭВМ реагиру�ет, вычерчивая в ответ результаты на чер
тежной бумаге в увеличенном масшта,бе. Кроме того, на БВП гра
фичесl{jие изображения переводятся в цифровую форму. Графопо•-
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строитель БВП позволяет вычерчивать достаточно мелкие детали. 
Вторым с-редство,м является графический д-исплей, на котором 1юн
структор может увидеть 1и отредактировать любую 111а1сть проекти
руемой конструкц·ии. 

Табл1Ица 4.4 

1 Внешняя \ 
Параметры терминального устройства 

Страна эвм память 

1 I(оординатограф Съемщик координат 

Япон'!!я Мини-ЭВМ нмл Поле 1,2Х 1,5 м2 

Сюорость 24 м/'м1ИtН 
Точ;н,ость 0,075 м.м 

США IPDP-11/,10 нмл \поле l,2Xl,5 м2 lполе 0,9Xl,0 м2 

НМД 

Англl!!я Мин,и-ЭВМ нмл Пол·е 0,9Xl,2 м2 

нмд Сnюрость 15-25 мf,ми,н 
Точность 0,127 мм 

Фра,н.u;ия lмини-ЭВМ \ нмл \поле 1,5Х2,О м2 

ТQЧtНОСТЬ 0,1 MIM 
\поле 0,8Xl,5 м2 

Т-очнасть 0,05 мм2 

П р и м е ч а н и е. НМЛ - накопитель на магнитной ленте; НМД - накопитель на маг-

нитных дисках. 

Вея работа по любому из перечисленных видов проектирования 
ИМС может •выполняться по частям на дисплее. Затем результа
ты проектирования мо·гут быть вычерчены на БВП для оконча
тельного кантроля -кач·ества. Помимо этого, вся работа м1ожет вы
полняться на БВП так, что дисплей может быть использован дру
гим конструктором. Необходимые изменения вносятся с помощью 
преобразователя и диоплея либо с помощью доски БВП. 

Сердцем с·истемы является упра·вляющая мини-ЭВМ, исполь
зуемая для хранения графичес�их д,анных и их преобразо1вания. 
Завершенные чертежи. записываются для хранения на магнитную 
ленту и переписываются с ленты на диск, если они должны ·под
вергнуться редактир-ованию. Оператор может отредактировать лю
бую часть топол·огии микрасхемы на экране дисплея. Преобразо
ватель данных в цифровой вид являе11ся устройством, ·которое 
представляет эффективные быстродействующие и естественные 
средства управления элект,ранным лучом в тру,бке дисплея, позво
ляя в то же время конструктору вести писыменную регистрацию 
этапов конструирования или следовать эскизному наброску. 

Из часто встречающих,ся фрагментов тапологии или чертежей 
составляется библиотека системы. Эти фрагменты идентифициру
ются •и записываются на магнитную ленту. Конструкто,ру упроще
на з•адача вычерчивания элементарных графичес1ких объектов. 
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С помощью преобразователя луч на экране дисплея переводится в 
необходимую начальную точку. Затем, используя заданные коор
дина'ТЫ точек поворота, автоматически 'получают любую фигуру, 
представляющую ,собой набор прямоугольников. Прямые линии 
строятся под любым углом. После того как луч на экране дисплея 
переведен 'В начальную точку, можно, задав один радиус, прори
совать окружность. Текст и заголовки подготавливаются посред
ством указания начала ,ме,ста, отведенного для текста, с помощью 
курсора, после чего нужный текст печатается на клавиатуре элек
трической пишущей машинки или вводится с заранее заготовлен
ной перфоленты. 

В результате работы -си,стем изготовляют чертежи в увеличен
ном масштабе для окончательного контроля качества перфоленты 
или магнитные ленты для сборочного или с-верлилыно·го станка, 
получают набор необход·и,мой документации и точный фотошаблон 
на стеклянной фотопластине или фотопленке. 

4.4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРоеы И ЗАДАНИЯ 

1. Что является исходными данными для проектирования то,пологии ИМС?
2. Опишите три основных метода ·п.р·оектиро-вания топологии ИМС.
3. Опишите способ ·проектирования ИМС на ,приборном уровне.
4. Опишите опосо1б проектирования ИМС из типовых элементов.
5. Опишите опособ 1проекти,рования ИМС на основе базовых кристаллов.
6. Какие �адачи решает САПФ ИМС?
7. Приведите структурную -схему САПФ ИМС.
8. Для каких целей используют языки 01писания топо,логии ИМС?
9. О[Iишите структуру языка описания то·полшии ИМС.
1{). Постройте пример O1Писания фра,гмента тополо,гии на известном вам 

языке. 
11. Каким образом описываются одно,уровневые переменные?
12. Приведите пример использования г,рафических п�ременных.
13. Опишите о,ператора языка.
14. Приведите достоинства и недостатки языков описания топологии ИМС.
15. Ка,ким вы .представляете себе язык описания топологии ИМС5 и по

следующих степеней интеграции? 
16. В чем заключается контроль тополо,гии ИМС?
117. Приведите основные ошИ1бки, встречающиеся ,при о,писании то,пологии

имс. 

18. В ,чем заключается конт,роль тополо,гии ИМС на соответствие конструк
торшю-технологичесюим огра11ш1ч,ения,м? 

19. Какие этапы включает �полный конт,роль топологии ИМС?
20. Опишите процесс ,контроля выполнения технологических правил проек

тирования топологии ИМ.С. 
2·1. Каким образом устанавливается -соответствие между топологией ИМС 

и ее принципиальной эл-ектрической схемой? 
22. Постройте алгоритм восстановления принципиальной схемы по извест

ной топологии. 

23. Постройте структурную схему ал,го.ритма определения изоморфизма 
ориентированных графов. 

24. Постройте ло-гическую схему ал,горитма и г.раф-схему алгоритма для
определения изоморфизма графов и ,гиперграфов. 

25. Определите подстановку изоморфизма для ,графов, заданных мат.рица
ми смежно-сти: 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

о 1 о 1 о о о 1 о о 

2 о о о о о о о 

3 о о 1 1 о о о о о 

4 1 о о о о о о о 

5 о о 1 о 1 о о о о 

R1 = 

6 о о о о о о о 1 

7 о о о о о 1 о 1 1 о 

8 о о о о о о о 

9 о о о о о о о 

10 о о о о 1 о о 1 о 

1' 2' 3' 4' 5' 6' 7' 8' 9' 10' 

1' о 1 о о о 1 1 о о о 

2' 1 о о о о о о 1 о 

3' о 1 о 1 о о о о о 

4' о о о 1 о о о о 

5' о о о 1 о о о о 

R2 = 

6' о о о 1 о 1 о о о 

7' о о о о о о о 

8' о о о о о 1 о 1 о 

9' о 1 о о о о о 1 о 

10' о о о о о о 1 о 

5. ВОПРОСЫ ВЬШУСКА КОНСТРУКТОРСКОЙ
И ТЕХНОЛОГИЧЕСКОЙ ДОКУМЕНТАЦИИ

5.1. ОСНОВНЫЕ ТРЕБОВАНИЯ ПРИ ВЫПУСRЕ 
ROHCTPYRTOPCROИ И ТЕХНОЛОГИЧЕСRОИ ДОRУМЕНТАЦИИ 

Максимальный эффект от автоматизации достигается только 
при комплексном подходе к решению задачи конструирования. В 
частности, логическим и обязательным завершением работ по про
ектированию ЭА является этап получения комплекта конструктор
ской и технологической документации (КТ Д), обеспечивающий ав
томатизацию этапов изготовления ·и контроля. Р,ешение э·юй зада
чи �вязано с преодолением целоrю ряда трудностей тео,р,етич,ес�юго 
и 'ПQ_икладного характера. Останови:М'ся на некоторых из •них. 

Действующий в настоящее время комплекс ГОСТ ЕСКД явля
ется обобщением опыта ручных методов проектирования, что не 
позволяет использовать его полностью в САПР. Поэтому необхо
димо совершенствовать ЕСКД с учетом специфики САПР. 
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Ограниченные возможности существующих средств отображе
ния графичесrюй и те�с'Говой информации не поз-валяют получать в 
готовом виде всю необходимую КТД. Кроме того, разработка про
граммных средств для хранения и воспроизводства графической 
информации связана с рядом трудностей. Затруднения связаны с 
тем, что САПР никогда не внедряется сразу целиком, а по частям. 
Это приводит к тому, что в обращении находятся документы, вы
полненные как ЭВМ, так и конструктором. 

Внедрение САПР и выпуск на ЭВМ КТД сопряжены с измене
нием фующий и взаимоотношений отдельных подразделений. Учи
тывая вышесказанное, можно сформулировать основные требова
ния к САПР КТ Д: 

1. При выборе форм и форматов выходных документов необхо
димо максимально учитывать стандарты, принятые в ЕСКД. 

2. Система должна по возможности выдавать весь набор КТД,
который получается при неавтоматизированном проектировании, 
плюс КТ Д для этапов контроля полученного изделия. 

�- Машинные формы КТД должны обеспечивать не только ав
томатизированные, но и неавтоматизированные методы обращения 
документации и изготовления ЭА. 

4. Основные графические документы целесообразно выполнять
базовым способом. 

На основании этого можно привести примерный перечень про
грамм, входящих в САПР КТД. Эти программы обеспечивают по
лучение: ведомости покупных изделий; спецификации; перфолен
ты результатов размещения и трассировки для автоматического 
получения с-барочного чертежа на графическом устройстве; перфо
ленты для автоматического изготовления фотошаблона на генера
торе изображений; перфоленты для автоматической сверловки и 
контроля печатных плат. 

5.2. СРЕДСТВА МАШИННОЙ ГРАФИRИ 

В настоящее время существует целый ряд устройств машинной 
графики: графопостроители, координатографы, микрофотонаборные 
установки, различные кодировщики ·и т. д. 

К о о р д и н а т  о г р  а ф ы. В СССР выпущена целая серия по
добных устройств от «Минск

_-2000» до «Минск-2006». Первые ва
рианты этих устройств использовались только в режиме получения 
фотошаблонов печатных плат. Последующие модификации имеют 
возможность работать в трех режимах: 

кодировщик графической информации. Этот режим позволяет 
кодировать чертеж и получать перфоленту для его прорисовки; 

прорисовка закодированных чертежей. Использование коорди
натографа в этом режиме позволяет по единожды полученной пер
фоленте воспроизводить закодированный чертеж необходимое ко
личество раз; 

изготовление фотошаблонов печатных плат. 
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Все модификации координатографов типа «Минск» управля• 
ются перфолентой, макс:\{Мальный размер стола 500Х500 мм. Мо
дификации «Минск-2005», «Минск-2006» снабжены :буферной \IIа
мятью. Основным недостатком координатографов этого типа .я:·:в
ляется низкое быстродействие. Например, один слой двухслой,н0it 
печатной платы, содержащей до 40 модулей, в среднем вычерчи.
вается на фотопластине около 3 ч. Координатографы типовЭМ-703� 
«Картимат-ЗЕ» и КПА-1200 подобны описанному. Но предназна
чены только для изготовления фотошаблонов и могут работать в 
двух ·режимах: 

изготовление фотошаблонов методом гравирования (с приме
нением гравировальной головки) на пластине, покрытой специаль
ным слоем; 

изготовление фотошаблонов лучом на фотопластине. 
Почти все координатографы имеют возможность выводить ал� 

фавитно-цифровую информацию. 
Рассмотрим принцип действия координатографов этого типа на 

примере координатографа «Минск-2000». I(оординатограф «Минск-
2000» (рис. 5.1) предназначен для изготовления фотошаблонов пе+ 
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упра6ления 
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tJDuгameлu 

Рис. 5.1. Отр,у�кт1у�рная схем-а коор�дJИ'на1ю11рафа 
«Минок-12000» 

чатных плат экспонированием по программе, подготовленной на
ЭВМ. Он формирует изображение путем нанесения прямолинейных
отрезков печатных проводников шириной 0,2 ... 4,0 мм в восьми
ортогонально-диагональных направлениях и контактных площадою
различной формы. Максимальный размер контактной площадки
ограничен кругом диаметром 6 мм. Ширина проводников и форм
контактных площадок определяются размерами и формой смен•
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пых дJlафрагм, · которые располагаются в 16 гнездах диафрагмен
ного · диска. Рабочее поле координатографа имеет размеры 
500Х500 мм, точность выполнения фотошаблонов 0,05 мм, ско
рость - не ,более ·10 мм/с. Управление работой координатографа 
о�уществляется с перфоленты, которая вводится с помощью уст
ройства FS-1501. 

Наиболее совершенным координатографом этой серии являет
ся координатограф «Минск-2005». Это устройство может выполнять 
все перечисленные операции и, кроме тоr:о; реперфорацию, срав
нение перфолент, реперфорацию перфолент с одновременной про
рисовкой. В «Минск-2005» есть режим, позволяющий выполнить 
поворот любого символа или всего изображения на угол, кратный 
90°. При тех же размерах поля координатограф «Минск-2005» име
ет максимальную скорость (50 мм/с) вычерчивания фотошабло
нов. Важным достоинством координатографа «Минск-2005» явля
ется то, что изготовление фотошаблона производится в незатем
•Jiенных помещениях. 

О сн ов н ы е с в е д е н  .и я о к о д  и р о в щ и к а х. Кодировщи
ки (ЭМ-709, КС-2) служат для кодирования графической инфор
мации, т. е. для перевода графической информации в цифровую. 
Носителем выходной информации является перфолента. Размер 
стола подобных кодировщиков 1,2 Х 1,2 м. Принцип работы их сле
дующий. Кодируемый ·чертеж крепится на столе кодировщика, ко
торый снабжен, движущимся по направлению координатных осей 
перекрестием и цифровым табло. Оператор совмещает перекрестье 
с кодируемой точкой, координаты которой высвечиваются на циф
ровом табло. Нажатием кнопки оператор включает перфоратор, и 
значения координат выводятся на перфоленту вместе со служеб
ными символами. 

Принцип работы кодировщиков рассмотрим на примере коорди
натомера-кодировщика ЭМ-709. Это устройство оптико-механиче
ского типа с фотоэлектрическими датчиками отсчета перемещения 
рабочего органа. Устройство предназначено для полуавтоматиче
ского кодирования графической информации с выдачей результа
тов кодирования на перфоленту и (или) непосредственно в ЭВМ. 
Рабочее rюл·е имеет разм-ер 900Х 200 мм, точностъ сня·тия коорди
нат 0,2 мм, ша�г ра,боты устройства может иметь значения 0,1; 
1; 2; 2,5 и 5 мм. Устройство обеспечивает поворот и замену коор
динатных осей, вывод на перфоленту алфавитно-цифровых кодов, 
специальных знаков. Структурная схема устройства приведена на 
рис. 5.2. Кодирование символов осуществляется путем нажатия 
на на-борном поле площадки с необходимым символом. При этом в 
•кад·ре··информации после значений координат Х, У будет сформи
рован номер выбранного -символа.

1Рассмотрим �икрофотонаборные установки (МФНУ) ЭМ-519Б 
·и 549. Они служат только для изготовления фотошаблонов ИМС,
'увеличенных в 10 раз. Поэтому фотошаблоны, полученные на
М'ФНУ, называют промежуточными. Точность работы МФНУ
1 мкм. Максимальный размер кристалла 6 Х 6 мм. Управляется
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МФНУ перфолентой, засветка необходимых мест 'i'Ia 'фотопластине 
происходит путем соответствующего перемещения стола установки: · 
и управления размерами прямоугольной диафрагменной щели, про
пускающей свет. 

Мощным средством в руках разработчиков КТД в САПР ста
ли автоматизированные рабочие места (АРМ). В настоящее вре-' 
мя отечественная промышленность выпускает АРМ-М и АРМ-Р 
специально для ,целей автоматизации проектирования. 
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инtJикациеи 

Центральное 
упра6ление 

Регистр коор
tJинат с цшрро
Uои инilикациеи. 

сим6ольное 
поле 

Пульт 
упра6ления 

Регистр номе
ра напра6ле
ния и шири
ны линии 

Ал1ра6итно-циrр-
1---------' ро6ое поле 

Рис. 5.2. Структурная схема .ЭМ-709 

Автоматизированное рабочее место является диалоговым гра• 
фическим комплексом проектирования, предназначенным для ав" 
томатизации операций по подготовке, преобразованию и редакти" 
рованию текстовой и графической информации, решения конструк" 
торских задач, а также операций по взаимодействию конструкто
ра ЭА с САПР. Для проектирования машиностроительных объек
тов ,в основном используется АРМ-М. Он содержит графический 
дисплей ,с расширенными возможностями чертежного автомата и 
полуавтомата кодирования. Специализация АРМ-М определяется 
прикладными программами, введенными в операционную систему, 
,и содержанием информационной базы. В ав'Гономном режиме 
АРМ-М позволяет решать задачи, связанные с вводом и выводом 
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rрафнческой информации, выполнением расчетных работ, кодиро
ванием чертежей, выuуском технической документации, подготов
кой программ для станков с числовым программным управлением 
((ЧПУ). В режиме взаимодействия с САПР АРМ-М позволяет ре
шать задачи проектирования современных сложных объектов. 
Структурная схема АРМ-М показана на рис. 5.3. Автоматизиро-

KoiJupo6-
ЩШf 

JM-709 

пл 

i:::::::::, эвм 

M-l/00

Гpaqт,чec
ffllU 

i/исплеи. 

AшpaUumнo-цurp
poffou iJucплeu 

BOoiJ ПЛ 

Рис. 5.3. Структурная ,схема АРМ-М 

Граrропос
троитель 

ванное рабочее место может использоваться для проектирования 
чертежей печатных плат в интерактивном режиме. Исходный вари
ант проектируемого чертежа кодируется на кодировщике ЭМ-709, 
и полученная перфолента (ПЛ) вводится в ЭВМ. В ЭВМ введен
ная информация обрабатывается программами, введенными раз
работчиком с дисплея или с перфоленты. Результат проектирова
ния либо выводится на экран дисплея и дорабатывается в интер
активном режиме, а затем прорисовывается на графопостроителе, 
либо непосредственно выводится для прорисовки на графопостро
итель. 

Автоматизированное рабочее место исполъзуетёя: для: 
решения задач проектирования ЭА, связанных с приемом, хра

нением и переработкой информации; 
•ВЫВQда инфермации на ·перфоленту, печать, графопостроитель,

графический или текстовой дисплей; 
ввода информации в память АРМ с центрального процессора, 

перфокарт, перфолент, магнитных лент, устройств кодирования 
графической информации; 

ведения диалогового режима проектирования. 
Автоматизированное рабочее место имеет два режима рабо

ты - автономный и режим взаимодействия с САПР, 1построенной 
tJa ба1зе ЕС ЭВМ. В а·втономном режиме решаются задачи: 

ввода-вывода графической информации; 
ра1змещения элементов произвольной кюнфигурации на поле пе-

�ч:атной платы; 
разводки и редактирования топологии печатных плат; 
выполнения электрических принципиальных схем; 
механизированного изготовления управляющих перфолент для 

nолучения фотооригиналов слоев печатных плат; 
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составления спецификаций; 
выполнения аналитических и графичесК}!Х инженерных расче

тов; 
выпуска документации; 
корректировки и редактирования графических, текстовых и 

смешанных документов; 
выполнения сборочных чертежей печатных плат, сборок, шка

фов; 
ввода стандартных конструктивных элементов в библиотеку 

АРМ. 
В режиме взаимодействия с САПР АРМ-Р позволяет: 
решать задачи моделирования схем ЭА; 
синтезировать схемы ЭА; 
выполнять сквозной синтез схемы ЭА с выходом на конструк-

торско-технологическую документацию; 
обращаться в архив САП�; 
передавать на хранение в архив информацию. 
Комплекс АРМ-Р состоит в основном из следующих техниче

ских средств: управляющего вычислительного комплекса (УВК); 
устройства расширения памяти (УРП); устройства расширения 
комплекса (УРК) ; устройства внешней памяти на магнитных дис
ках (УВП НМД); экранного графического пульта (ЭГП); экран
ного алфавитно-цифрового пульта (ЭАЦП); мозаичного устройст
ва печати (МУП); устройства ввода информации· с перфокарт 
(УВИП); накопителя на магнитной ленте (НМЛ); графического 
построителя (ПГ); устройства ввода графической информации 
(УВГИ). 

Все устройства АРМ-Р объединяются в систему с помощью 
единого комплекта связи, называемого обще_й шиной. 

Основным устройством АРМ-Р является процессор на базе 
УВК. Процессор служит для выполнения арифметических, логи
ческих и операций обмена. Для приема, хранения и выдачи двоич
ной информации и для расширения оперативной памяти предназ
начено УРП. Для увеличения функциональных возможностей УВК 
путем подсоединения д,ополни11ельных внешних технических средств 
предназначено УРК, для работы в качестве внешнего запомина
ющего устройства УВП НМД. В составе АРМ для ввода, отобра
жения и редактирования на экране графической и буквенно-циф
ровой информации используется ЭПГ. Для ввода с клавиатуры и 
отображения на экране алфавитно-цифровой информации пред
наз,начен ЭАЦП. Для вывода алфавитно-цифровой информации на 
печать из УВК применяется МУП. Для восприятия информации, 
нанесенной на перфорированные карты, преобразования ее в элек
трические сигналы используется УВИП. Для записи, воспроизведе
ния и длителыюго хранения информации предназначен НМЛ. Для 
вычерчивания на обычных бумажных носителях в прямоугольной 
системе координат схем и других документов по данным в виде 
кодов -или координат точек графика и приказов о положении пи
шущих устройств применяется ПГ. Для получения кодового опи-
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сания чертежа обходом опорных точек с последующим выводом 
гра,фической информации на перфоленту предназначено УВГИ. 

Математическое обеспечение (МО) АРМ-Р призвано обеспечить 
работу устройств основного комплекса связи с оператором и поль
зователем, осуществления режима одновременного выполнения 
прикладных задач и проверки работоспособности АРМ-Р. Оно со
стоит из �базового программного обеспечения (БПО) и пакета при
кладных программ (ППП). В свою очередь БПО состоит из сле
дующих программных модулей: дисковой операционной системы 
(ДОС) АРМ; тест-мониторной системы АРМ; базовой оперативной 
графической системы; вспомогательных программ обмена и пере
кодировки; системы МО на перфоленте. 

Основным элементом БПО АРМ является ДОС, которая управ
ляет всеми программными модулями. 

В качестве ППП используется система графического редакти
рования и формирования ,базы данных, которая позволяет исполь
зовать АРМ-Р как интеллектуальный диалоговый терминал для 
реализации различных этапов проектно-конструкторских работ. 

Графопостроители или чертежные автоматы (ЧА) позволяют 
автоматизировать наиболее трудоемкую операцию процесса про
ектирования - изготовление технической документации. Эти уст
ройства дают возможность получать информацию в привычной 
форме - в виде графиков, спецификаций, чертежей, таблиц. Гра
фопостроители отличают высокое качество и сравнительно высо
кая (до 1000 мм/с) скорость вычерчивания графической информа
ции. Чертежные автоматы делятся на три класса по способу про
граммного управления: непосредственно от ЭВМ; от машинных 
носителей информации; от первых двух вместе. 

Графопостроителям с программным управлением присущи сле
дующие недостатки: низкое по сравнению с ЭВМ быстродействие. 
недостаточная надежность работы, программно-командная несов
местимость различных ЧА. 

По способу обработки входных сигналов различают аналого
вые, цифроаналоrовые и цифровые ЧА. Графопостроители анало
гового типа построены по принципу компенсационных следящих 
систем с обратной связью. Высокая точность и полная свобода в 
направлении перемещения узла записи - вот основные достоинст
ва этих ЧА. Однако из-за сложности согласования их редко ис
пользуют с цифровыми ЭВМ. Для преобразования электрического 
сигнала в механическое перемещение ЧА с цифровым управлени
ем используют шаговый двигатель (ШД). Особенностью ра,боты 
таких ЧА является то, что количество направлений, в которых мо
жет перемещаться узел связи, ограничено. Основными недостат
ками как аналоговых, так и цифровых ЧА являются громоздкость 
оборудования и динамическая неустойчивость. 

В зависимости от формы стола, на котором крепится бумага 
для вычерчивания, чертежные автоматы делятся на рулонного и 
планшетного типов. 
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Работу чертежного автомата рассмотрим на примере ЧА «Ве;к
тор 1301». Он относится к классу ЧА с электромеханической си
стемой развертки с управлением от ЭВМ и предназначен для из
готовления различной графической информации. Чертеж вычерчи
вается на обычной бумаге головкой, снабженной двумя перьями. 
Переключение перьев производится специальной командой, а бу
мага крепится на планшете с помощью электростатического поля. 
«Вектор-1301» может управляться или от ЭВМ, или с пульта. В 
ЧА предусмотрены устройства для удобного подключения к ЭВМ. 
Основные технические характеристики «Вектор-1301» следующие: 
размеры рабочего поля 600Х850 мм, элементарный шаг переме
щения 0,05 мм; скорость вычерчивания линий 25 ... 75 мм/с; точ
ность 0,2 мм; скорость вычерчивания символов 5 симв/с; число 
символов 77. Схема управления ЧА «Вектор-1301»- цифрового 
типа и построена по принципу отработки шаговых приращений. 
Структурная схема показана на рис. 5.4. Управление графопостро
ителем происходит поступающими от ЭВМ 36-разрядным кодом. 
Он содержит координаты Х, У перемещения головки записи и ко
манду подъема или опускания пера. 
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Рис. 5.4. Ст.ру,кту,рна,я сх,ем.а че.р'!'еЖiнюго а•вrома.та «В,ек
тор-1301 »

Для ЧА «Вектор-1301» построено базовое математическое 
обеспечение (МО), т. е. набор программ, реализованных на одной 
из версий алгоритмического языка ФОРТРАН и не ориентирован
ный на конкр,етную ЭВМ. �омплек,с программ разбит на три уров
ня. Первый уровень - это программы, управляющие построителем 

. независимо от особенностей модели. Программы второго уровня 
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осуществляют переход от заданной системы координат к любой 
другой, а программы третьего уровня обеспечивают работу ЧА 
в декартовых координатах, задаваемых оператором. 

5.3. ПРОЕКТИРОВАНИЕ И ВЬШУСК ТЕКСТОВОИ И ГР АФИЧЕСКОИ 

КОНСТJ?УКТОРСКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКОИ ДОКУШНТАЦИИ 

В САПР текстовая документация должна выпускаться соглас
но ГОСТ «Ведомость покупных изделий» и «Спецификация». При 
этом выполняются следующие необходимые требования и приня
тые допущения: 

печатаются наименования разделов; 
в обозначениях символов «+» печатается «+-»; 
все обозначения печатаются прописными буквами, а «мм2», 

«см2» как «кв. мм», �«кв. см» и т. д.; 
в спещrфикации указываются позиционные обозначения эле

ментов соглаоно элект.ричесжой ,принципиальной ,сх,еме. 
Все текстовые документы, кроме титульного листа, должны 

выпускаться автоматизированным способом в виде распечаток на 
АЦПУ, причем размеры всех граф, колонок в документах должны 
соответствовать ГОСТ. Титульный лист имеет некоторую перемен
ную часть ( фамилии, подписи, год и т. д.). Поэтому автоматизи
рованным способом выполняется только его постоянная часть, 
а переменная часть заполняется вручную. I'Ipи этом часто исполь
зуют метод ,базового чертежа, т. е. 1 раз (обычно вручную) выпу
скают базовый чертеж на однотипную группу конструкторских 
блоков, который содержит всю постоянную часть. Затем автомати• 
зированными методами добавляют все то, что относится к конкрет
ному устройству. 

При изготовлении сборочного чертежа руководствуются ГОСТ 
и следующими допущениями: 

все модули изображают условно. Размеры условных изобра-
- жений должны соответствовать реальным с учетом масштаба чер

тежа;
на изображениях элементов указываются их позициЬнные обо

значения в соответствии со схемой; 
цифры и буквы выполняются высотой 3 мм. 
Результатом работы программ, как правило, является перфо

лента, управляющая графопостроителем или координатографом, 
на котором выполняется необходимый чертеж. 

Программное обеспечение для выпуска графической докумен
тации включает обычно два комплекса программ: 

программы подготовки управляющих перфолент для чертежных 
автоматов; 

программы обеспечения графического взаимодействия конст
руктора с ЭВМ. 

Первый комплекс программ выполняет: 
преобразование топологической модели печатной платы в гра

фические модели чертежа печатной платы и оборочного чертежа; 
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формирование условных изображений контактных площадок, 
переходных отверстий, радиоэлементов; 

заполнение та,блицы отверстий платы; 
формирование постоянной части чертежа; 
трансляцию графиrческих проIJ;едур; 
представление строк символов в виде отрезков линий; 
минимизацию холостых пробегов чертежного автомата; 
преобразование информации о чертеже в язык чертежного ав-

томата и получение управляющей перфоленты. 
Второй комплекс программ обеспечивает графическое взаимо

действие конструктора и ЭВМ, формируя команды языка графи
ческого диалога в виде дисплейных слов, объединенных в дисплей
ный файл. Язык графического диалога включает обычно дисплей
ные слова построения и стирания линий, выделения фрагмента 
изображения, сдвиг изображения, т. е. · в основном используются 
точечный и векторный режимы работы дисплея. 

Обычно конкретная реализация подобного программного обес
печения САПР КТ Д позволяет выпускать документацию и при 
ручном изготовлении чертежей. При этом предусматривается воз
можностъ ввода информации о чертеже с помощью кодировщика 
(например ЭМ-709). 

Автоматизация этапов изготовления и контроля обеспечивает
ся комплексом технических средств и программ, предназначенных 
для преобразования информации, сформированной в рабочем ар
хиве системы автоматизированного проектирования и выдачи на 
носители программ управления отдельными составляющими тех
нологического комnлекса. 

Графическая информация о плате (или ИМС) получается либо 
в результате автоматизированного проектирования, либо после 
корректировки с применением диалоговой подсистемы, либо при 
трансляции результатов кодирования на кодировщике. Получен
ная, таким образом, информация о печатной плате или интеграль
ной микросхеме проходит доработку на дисплее (т.е. производятся 
проверка выполнения технологических ограничений, устранение 
узких мест, проверка на обрыв, короткое замыкание и т. д.). По
лученная информация является исходной для работы технологи
ческого автомата, который изготавливает фотошаблоны. 

Кроме изготовления фотошаблонов методы автоматизирован
ного проектирования шир,око используются на этапе сверловки 
плат. Это вызвано тем, что требования к точности расположения 
переходных отверстий на печатной плате высоки. В. настоящее 
время, разрабатывая подобные программы, их ориентируют на 
сверлильные автоматы ОФ-72Б или «Шмоль». При этом обычно 
решают задачи формирования массивов выходной информации по 
диаметрам отверстий и получения машинных носителей в кодах 
управления сверлильным станком. 

К другим автоматизированным процессам относится процесс 
контроля печатных плат, который включает ряд этапов. Первым 
из них является этап проверки соединений на плате до и после 
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монтаж·а, так как во время монтажа возможно появление лишних 
перемычек из-за припоя. Процесс контроля монтажа заключается 
1В том, что питающее -на,пряжение подается путем коммутаций посл-е
довательно через электрические цепи проверяемых соединений. 
При этом каждая точка монтажа коммутируется с каждой из ос
тальных. Число коммутаций, которое необходимо провести для N 
точек монтажа, равно (N-1) N/2, причем если между проводника
ми имеется короткое замыкание, то могут возникнуть обводные 
цепи, что не позволит определить обрывы цепей. Поэтому провер
ки повторяют после устранения коротких замыканий. Программы, 
используемые при проверке монтажа, выполняют: 

выбор в цепях точки для контроля с учетом минимального рас-
стояния между проводниками; 

выдачу координат этих точек; 
выдачу программ для работы автомата контроля. 
Следующим этапом является контроль всего проектируемого 

блока на правильность функционирования. Получение подобных 
программ связано с синтезом тестов, моделирующих работу уст
ройства и с разработкой устройств, на которых осуществляются 
подобные проверки. Обычно испытания проводят на постоянном 
(статические) и переменном (динамические) токе. 

Испытания на постоянном токе включают в себя проверку ста
тических параметров в рабочем режиме и проверку выполнения 
задаЩiых логических функций без изменения уровня сигнала. 

Динамические испытания включают проверку параметров при 
подаче на вход импульсного сигнала и испытание блока на вы
полнение заданной функции на рабочей частоте. 

Устройства для статичес1ких й д,инамических испытаний от
личаются друг от друга как в электронном, так и в программном 
отношениях, причем устройства для динамических испытаний 
сложнее и дороже. 

Существующие пакеты прикладных программ (ППП), реализо
ванные на ЕС ЭВМ выпуска технической документации, предназ
начены для формирования, организации, хранения и выпуска тек
стовых конструкторских документов, а также получения управля
ющей информации для т•ехноло•гических а1втомато1в. 

1( основным решаемым задачам ППП относятся: 
1. Выпуск комплекта конструкторской документации, который

включает спецификации плат и ячеек, ведомости машинных носи
телей плат и ячеек, таблицу проводного монтажа, сборочный чер
теж ячейки, перечень элементов и схему их расположения на пла
те, таблицы монтажа, частные технические условия, диаметры и 
координаты отверстий. 

2. Выпуск управляющих перфолент для сверления печатных
плат на станках, для формирования фотошаблонов слоев печат
ных плат на координатографах, для вычерчивания слоев и шабло
нов печатных плат, для раскладки и пайки микросхем, для конт
роля печатного монтажа и ячеек. 
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Выходными результатами ППП являются комплекты КТД и 
комплект управляющих перфолент. 

Для дальнейшего развития автоматизированного выпуска КТД 
необходимо: 

1. Внести коррективы в ЕСКД и ЕСТ Д с учетом современной
специфики получения КТ Д в САПР. 

2. Обучать персоналы организаций работе с КТД, полученной
автоматизированными методами. 

3. Организовать хранение, обращение; корректировку инфор
мации на машинных носитеJ,Iях. 

4. Все внешнее оборудование САПР (имеется в виду все гра
фическое оборудование) должно быть соединено в единый комп
лекс не только информационно, а и аппаратурно, что позволит 
устранить промежуточные носители информации, непосредствен
ное получение которых требует затрат времени, разработки про
грамм. 

5. Разрабатывать графические системы проектирования, поз
воляющие разработчику оперативно и по желанию вмешиваться 
в процесс проектирования, влиять на него. Подобные системы бу
дут снабжены широкой сетью внешнего оборудования, задейство
ванного на общий процессор или многопроцессорную вычислитель
ную систему. 

6. Уделять внимание .ра,зработке аппаратуры контроля монта
жа, установочных элементов до и после сборки блока и апара
туре, диагностирующей раJботоспособность каждого узла и всего 
устройства в целом. 

5.4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ 

1. Сформулируйте основные тре-бования 1к САПР К:ТД.
2. Какие ,слу,чаются трудности цри автоматизации выпуска К:ТД?
(3, Постройте структу,рную схему САПР К:ТД.
4. К:акой на,бор технических средств по ,вашему мнению должна содержать

современная СМIР КТД? 
5. Какие ал,rоритмы и а:rроJ'\раммы должны входить в САПР К:Т Д?
6. Каким обр·азом должно ·происходить распределение информации в 

САПР К:ТД? 
7. Какие средства машинной графики вы знаете? 
8. Пр1И1ве�д'И'Те краткую хЗJракrер100Т1111Ку ор•едств машюнной IJ'\paфmи, их дос-

'l'ОИ'Нк:11ва И IН,ед'ОСТЗJТКIИ. 
9. Опишите основные а:rринци:пы ра1боты координатографов. 
10. Опишите работу ЧА «.Вектор,1301Ф. Приведите его структурную схему.
11. Приведите основные виды и а:rринципы работы ,кодировщиков.
1�. Для каких целей используются микр01фотона•бо.рные установки? Дайте

их ,кр-аткую ха,рактеристику. 
13. Опишите АРМ-М и постройте ero, структурную схему. 
14. Дайте краткую характеристику и о:пишите структуру АРМ-Р. 
•15. Привед,ите технические •средства АРМ-Р и опишите их назначение. 
16. Опишите два 1р·ежима ра1боты АРМ-Р. 
17. Для каюих целей используется МО АРIМ•Р?
18. Каким образом 1цроизво�ится автоматизированный вЬ11пуск КТД?
,19. Опишите прог,ра-ммное обеспечение для вЫ'Пуска rр,афической докумен

тации. 
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2,()_ К:аким образом осуществляется выпу�к К:ТД для эта,пов изготовления в 
контроля ЭА? 

21. В чем заключаются статические и динамические испытания? 
22. Дайте ха,рактеристику ППП для выпуска техничеокой документа,ции.
23. К:акие комплексы '1Iрограмм иапользуются для выпуска !'рафической до

кументации? 
24. С чем, ,по ,вашему мнению, связано развитие автоматизированно-го вы

пуска К:ТД для ЭА на nечатных ,платах и интегральных микросхемах? 
25. К:акой вы представляете САПР К:ТД в ,будущем? 

6. АППАРАТНЫЕ СРЕДСТВА СВЯЗИ

КОНСТРУКТОРА И ЭВМ 

6.1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

Автоматизированное проектирование означает тесное взаимо
действие человека с ЭВМ. Это взаимодействие достигается исполь
зованием дисплеев, телетайпов и других средств диалога'человека 
с ЭВМ. Очевидно, что любой процесс проектирования носит ите
рационный характер, т. е. первый, пробный, результат проектиро
вания изменяется, улучшается и т. д. Процесс проектирования и 
конструирования длится до тех пор, пока результат не ,будет удов
летворять наперед заданным требованиям. Такой процесс можно 
условно изобразить с помощью структурной схемы, показанной на 
рис. 6.1. 

ИсхоiJные 
ilанные 

ПреiJполо
жение 

Изучение Результаты 

Корректи- i--0
-< potlкa 

Окончательныti.

результат 

Рис. 6.1. Структурная схема п.ро,цессора проекти
ро•вания 

Очевидно, что в системах, где ЭВМ испо:Льзуе.тся для выдачи 
результатов в виде распечаток на АЦПУ или информации, управ
ляющей работой внешнего устройства (например, графопострои
теля ·или координатографа), ,процес,с получения результатов, . а 
следовательно, их оценка ·и корректировка затягиваются, что уве
личивает время проектирования. 

Более эффективным является процесс проектирования, при ко
тором результаты выдаются на экран какого-либо устройства, поз
воляющего сразу же оценить их и внести необходимые изменения 
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в процесс проектирования. Такими устройствами являются алфа ... 
витно-цифровые и графические дисплеи, а системы проектирова
ния, использующие графические дисплеи, называют графическими 
системами проектирования (ГСП). Они включают человека-опе
ратора, аппаратуру и программное обеспечение. Аппаратура со
стоит из ЭВМ, графического дисплея (ГД), управляемого ЭВМ, 
а также устройства ввода, которые позволяют человеку вводить 
необходимые данные и команды. Программное обеспечение кроме 
обычного комплекса программ, входящего в состав любой системы 
проектирования, включает программы взаимодействия ЭВМ с 
дисплеем. 

В настоящее время разработан ряд структур ГСП. Они отлича
ются друг от друга режимом работы используемых графических 
дисплеев, средств машинной графики (т. е. устройств ввода-выво,. 
да r,рафической информации и пр,ограммным обеспечением). 

6.2. ДИСПЛЕИ 

Из рис. 6.1 видно, что основным этапом ГСП является связь 
человека-оператора с ЭВМ в течение всего процесса проектирова
ния. Эта связь осуществляется с помощью специального внешнего, 
устройства, управляемого ЭВМ, которое называется дисплеем. 

Дисплеи являются диалоговыми устройствами для интерактив
ного взаимодействия конструктора и ЭВМ. Одна из возможных 
упрощенных схем дисп-
лея изображена на рис. 
6.2. Оператор вводит ис-
ходные данные на основе Экран клавиатуры. С клавиату-
ры сигналы проходят че-

Генераторзнаков 
KoopiJuнamop 

блок 

упраDленuя 

Блок 
памяти

н эвм

рез блок управления в 
ЭВМ или на экран. От
ветные сигналы идут че
рез блок управления, где 
хранятся программы, обе
спечияающие различные 
режимы функционирова

Рис. 6.2. Структурная схема диоплея

ния терминала. Перемещение изображения на экране осуществля
ется с помощью координатора. 

Современные дисплеи могут обрабатывать вводимые данные с 
помощью пакетов программ как без использования мощной цент
ральной ЭВМ, та,к и при взаимодействии <: ней. Нал-ичие у дисплея 
памяти позволяет осуществлять диалог и графические операции. 
Такой терминал позволяет вводить данные с одновременным их 
контролем, редактировать -тексты, изменять графические формы. 
Полный пакет программ вводится в память центральной ЭВМ, а 
в памяти терминала хранятся подпрограммы, позволяющие 
строить основные виды изображений и изменять их. Кроме того, 
такие терминалы позволяют выделять конструктору на экране от-
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р;елы1ые элементы 11О1полог.ии, вводить ,стандартные элементы, до
кументировать отображаемую информацию. 

При обработке в ЭВМ в процессе проектирования графич�ской 
информации для связи с ЭВМ используются графические дисплеи, 
которые пр.едставляют собой специализированное устройство с эк
раном, выполненным на электронно-лучевой трубке. Структура 
подобной ГСП показана на рис. 6.3. Дисплейный пульт в изобра
женной системе считается автономным, т. е. сохраняет изображе
ние на экране даже после отключения от него центральной ЭВМ. 

80oiJ
Oы0oiJ Процессор 

г-------------,
1 ----1 Пульт 1 
1 .__ _ __, 1 

1 COemoDoe \ 
1 

перо 
I 

1 ,....,____,_...., ,-----, 1 
M!J!J ЭЛТ \ 

1 
1 

1 
, , 1 

Дисплеиныи 1 
: oyq;ep 

гд 1
,_ ________ ___ _J

Рис. 6.3. Пример структурной схемы графической си
стемы �проектирования: 

МУУ - местное устройство управления 

Одним из факторов, ограничивающим в настоящее время раз
витие графических систем, является предельная сложность изоб
ражения, которое можно -выв-ести на экран без переполне'Ния памя
ти, выдел�нной для изображения. Вообще же ограничения в зна
чительной степени связаны с техникой, используемой для генера
ции изо·бражения, с самим дисплеем и режимом его работы. 

Яркость 

Дешиrрратор 

дш;п·.,,еuныи. 
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Яркость 
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Рие. 6.4., С:�.ема то-чечно,rо режима
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Рассмотрим ряд основных режимов работы дисплея. 
Дисплей в точечном режиме действует как устройство отобра

жения точек, т. е. каждое слово дисплейного списка указывает,
точку на экране (рис. 6.4). Здесь УУ -устройство управления; 
ЦАП -цифроаналоговый преобразователь; ЭЛТ - электронно-лу
чевая трубка. Ди�сплейное ,слово ·в этом режиме -имеет вид, пока
занный на рис. 6.5. 

РазряiJы О-2! 

у1,1 lшН lzol21 l .... 1 
'���-� 1/

р
!fость KoopiJuнamaX ffoopil';;нamaY Лр_изна!f 

(6кл-6ыкл) со роса 

Рис. 6.5. Ди-аплейное слово при то-чечном режиме 

Простота схемы и отсутствие ошибок накопления (так как ко" 
ординаты каждой точки задаются в абсолютной форме) - основ
ные достоинства точечного дисплея. Однако он имеет много недо
статков: 

для воспроизведения изображения необходимо много дисплей
ных слов, что требует большого объема памяти; 

для обработки большого числа слов требуется много машин
ного времени. Если как-то ограничить последнее требование, то 
автоматически уменьшается сложность изображений, выводимых 
на экран. Действительно, если время воспроизведения одной 'ГОЧКiИ 
составляет 40 мкс, а минимальная частота регенера.щ:ш точек (с 
учетом отсутствия мерцания) составляет 40 Гц, то изображение 
не может содержать более 1000 точек. Следовательно, точечный 
дисплей •применим для изображения отдельных точек или прямых 
отрезков и неэффективен при изображении кривых линий. 

При работе в векторном режиме каждое дисплейное слово по
·казыва-ет вел·ичину смещения по горизонтали и вер11икали от i-й
точки изображения к (,i+ 1)-й. Вид дисплейного слова показан на
рис. 6.6. Схема такого дисплея изображена на рис. 6.7.
Очевидно, что данный режим экономичнее в смысле ис
пользования памяти, так как для изображения одного вектора не
требуется сотен дисплейных слов, описывающих точки. Кроме то-

РаJряilы 

В 9 ТО 15 17 .... 
��---' 1 � "' 
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Рис. 6.6: Диоплей:ное слово �ри векторном режиме 
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п>, этот режим позволяет перемещать изображение на экране, ме
няя опорную точку. Однако он менее точен, так как в процессе 
l'енерации изображения происходит накапливание ошибки величин 
.перемещений (ЛХ и ЛУ). 

Яркость 

Дешиtрратор 

ДUCПЛCl.LffЬ/lL 
5ytpep 

ЦАП !/множитель 

ЦАП !/множитель 

Рис. 6.7. Структурная ,схема дисплея

Рассмотрим другие режимы работы дисплея. Режим прямоли
�ейных отрезков состоит в том, что линия задается на экране дис
плея ее начальной и конечной точками координат Х и У. Вид дис
плейного слова показан на рис. 6.8.

,r, 
Яр1f0сmь 
{6f(л-Dьит) 

Рис. 6.8. 
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Режим коротких векторов используется тогда, когда в изобра
жении преобладают кривые линии, и отличается от векторного 
режима только тем, что координаты векторов ЛХ и ЛУ задаются 
более короткими (менее 7) разрядными числами. Это в несколько 
ра'З уменьшает время ,во,с,произведения вектора на экране по срав
нению с точечным режимом. 

Шаговый режим позволяет больше, нежели предыдущий, эко
номить память при описании коротких векторов. Так, в одном 12-
разрядном дисплейном слове можно поместить описание двух ко
ротких векторов (ддина этих векторов колеблется от нуля до трех 
шагов) . На рис. 6.9 приведен пример подобного дисплейного слова. 

Из приведенного описания видно, что определение режима ра
боты дисплея сводится к компромиссу между допустимой длиной 
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вектора, который может быть занесен в дисплейное слово, и объе
мом памяти буфера дисплея для хранения последовательности 
слов. Очевидно, что самым «расточительным» по памяти и самым 
медленным, но самым точным будет точечный режим. На экране 
с растром 1024 Х 1024 в векторном режиме можно воспроизводить 
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Рис. 6.9. Диоплейн0€ слово при ша•говом режиме 

отрезки длиной 1/8 всего экрана, но это требует 18-разрядных 
дисплейных слов. В режиме коротких векторов длина отрезка мо
жет составлять 16 элементов растра (1/64 всего экрана), но это 
требует 12-разрядных слов. Наконец, в шаговом режиме длина 
отрезка не превышает трех элементов растра, но зато в 12-разряд
ном слове помещается описание двух векторов. Очевидно, что два 
последних режима подходят тогда, когда в изображении преобла-
дают кривые линии. 

Важными характеристиками работы дисплея являются пара
метры, определяющие удобство работы с ним. К этим характери
стикам относятся: частота мерцания изображения; разрешающая 
способность; адресуемость точки на экране; форма экрана и полез
ная площадь. 

Изображение на экране должно достаточно ·быстро восстанав
ливаться с частотой, позволяющей наблюдателю видеть качествен
ное изображение без мерцания. Устранение мерцания достигается 
ценой дополнительных схемных затрат, снижения допустимой 
сложности изображения и других ухудшений параметров. Так как 
частота мерцания оказывает воздействие на зрение человека, то 
устранение мерцания представляет значительный интерес при раз
работке дисплея. Частота мерцания замеряется числом раз в се
кунду, за которое изображение целиком регенерируется или зано
во воссоздается на экране ЭЛТ. В результате исследований было 
установлено, что в нормально освещенном помещении требуется 
частота регенерации 30 Гц, а частота в 40 Гц практически полно
стью устраняет мерцание. Необходимо заметить, что при работе 
в затемненных помещениях или при использовании люминофора 
с большим послесвечением можно снизить допустимую частоту 
мерцания. 

Под разрешающей способностью понимают возможность вос
производить на экране дисплея самые мелкие детали чертежа. Ме
рой разрешающей способности является число различимых линий, 
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отнесенное к диаметру экрана. Графический дисплей обладает хо
рошей разрешающей способностью, если по ширине изображения 
можно провести порядка 1 ООО линий при малой яркости свечения 
линий. При этом необходимо помнить, что увеличение яркости 
ухудшает разрешающую способность. 

Разрешающая способность экрана графического дисплея, т. е. 
электронно-лучевой трубки, всегда выше в области центра, нежели 
по краям. Это объясняется тем, что при максимальных углах от
клонений электронного пучка ЭЛТ ухудшается его разрешающая 
способность. Например, в дисплеях с большими ЭЛТ по краям 
экрана понижались разрешающая способность и появлялось мер-
цание. 

Адресуемость точки на экране измеряется числом координат
ных позиций, в которые может быть помещен центр пятна офоку
сированного пучка. Она определяется числом разрядов дисплей
ного слова. Не нужно путать адресуемость точки на экране с раз
решающей способностью. Например, с помощью 12-разрядного 
дисплейного слова можно разместить пятно в одной из 4096 ди
скретных позиций экрана ЭЛТ. При этом разрешающая способ
ность дисплея может составлять 1000 линий. Обычно в графиче
ском дисплее адресуемость точки делают примерно равной разре
шающей способности. 

В применяемых графических дисплеях используются как квад
ратные, так и прямоугольные экраны, стороны которых относятся 
как 4 : 3. В ряде случаев используются очень большие экраны, поз
воляющие изображать чертеж в масштабе 1 : 1. Полезная площадь 
экрана ЭЛТ выбирается такой, чтобы дискретные позиции адресу
емости точки вписывались в круглый или прямоугольный формат 
экрана. 

Люминофор, выбранный для ЭЛТ, играет важную роль в про
цессе работы с дисплеем. Люминофор определяет послесвечение, 
цвет, яркость и, что особенно важно, разрешающую способность 
графического дисплея. Если учесть, что послесвечение влияет на 
надежность ответного сигнала и в свою очередь зависит от мер
цания, то становится ясным, что выбор наиболее удачного люми
нофора является компромиссом между выбранными характеристи
ками дисплея. 

Дисплей с запоминающей ЭЛТ представляет пользователю воз
можность доступа к ЭВМ с дистанционных терминалов. В отличие 
от обычных, дисплеи с запоминающей ЭЛТ не требуют дисплейной 
буферной памяти, в этих дисплеях не стоит проблема мерцания, 
так как изображение сохраняется на экране ЭЛТ любое необхо
димое время. Объем информации, который необходимо вывести 
на экран, практически не ограничен, так как не ограничено время 
формирования изображения. В дисплеях с запоминающей ЭЛТ 
увеличена скорость передачи информации за счет включения в со
став дисплея генераторов символов. Например, если для одиноч
ного символа необходим 6-разрядный код, то на строке может 
быть воспроизведено 200 симв./с при скорости передачи 1200 бит/с 
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(алфавит состоит из 64 символов). На экране размером 12,5Х20 см· 
можно изобразить примерно 4000 символов. 

Рассмотрим дисплей с использованием рпр-проекции, которая 
используется в дисплеях тогда, когда на экран ЭЛТ наряду с ме
няющейся графической информацией необходимо вывести прак
тически не меняющиеся данные. Проекция рпр - это наложение 
на сформированное на экране ЭЛТ электронным лучом изображе
ние со слайдов, пленок и т. д. Метод применяется при выводе на 
экран географических карт, изображение которых мало меняется, 
постоянных текстов-комментариев или редко меняющихся частей 
проектируемого устройства. Особенно удобно применение проек
ции рпр при программируемом обучении конструктора. 

Последнее время широкое распространение получили дисплеи 
с цветными ЭЛТ. С помощью цвета можно выделить слои проекти
руемой микросхемы или печатной платы, выделить интересующие 
конструктора блоки проектируемого устройства или схемы и т. д. 
Несколько замедленное использование дисплеев с цветными ЭЛТ 
связано с их сложностью, которая приводит к снижению надежно
сти и повышению стоимости. 

Стереодисплеи используются в системах проектирования слож
ных устройств, например ЭВА на ИМС5, так как применение сте
реоскопии дает эффект глу,бины и позволяет изображать трехмер
ные объекты. При этом на экран выводится одно и то же изобра
жение дважды под разными углами зрения, тем самым образуется 
стереопара. Это и является основным недостатком стереодисплеев, 
так как при необходимости выводить изображение на экран дваж
ды не снижаются требования к величине частоты мерцания. Кро
ме того, ровно в 2 раза уменьшается разрешающая способность 
экрана стереодисплея, так как изображение одной компоненты 
стереопары занимает только половину экрана. 

На экран любого графического дисплея можно вывести алфа
витно-цифровую информацию (АЦИ). Однако изображение каж
дого знака будет представлять собой чертеж. Поэтому гораздо 
удобнее при ра,боте только с АЦИ использовать специализирован
ные дисплеи. Основным достоинством этих дисплеев являются не
значительный объем входных данных и возможность подключения 
пх к ЭВМ с помощью узкополосной линии связи. Как правило, 
АЦИ на экране дисплея пишется ;по строкам, менять размеры, 
1на,клон и конфигурацию символов нельзя. 

6.3. СТРУRТУРЫ ДАННЫХ 

В графических системах проектирования часто возникает не
обходимость идентифицировать, повторно вызывать, изменять эле
менты изображения на экране и манипулировать с ними. Решение 
этих задач привело к необходимости разрабатывать информацион
ные модели, т. е. разра,батывать удобные описания графических 
объектов, выводимых на экран дисплея. Обособленный участок 
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памяти фиксированной длины, в котором описан конкретный гра
фический элемент или объект, называется блоком данных этого 
графического элемента или объекта. Рассмотрим блок данных, 
описывающий различные типы треугольников, rюторые изо1бража
ются на экране в векторном режиме ( табл. 6.1). 

Здесь О-строка-идентификатор объекта, описанного в блоке дан
ных. В нашем случае- это «треугольник»; 1-я строка - коорди
наты начальной (опорной) точки изображаемого объекта; 2, 3, 4-я 
строки - векторное представление 1, 2, 3-й сторон треугольника, 
заданное в виде приращения по осям Х и У, и параметр луча 
«включено-выключено»; 5-я строка - дополнительная информация 
о объекте. Это может быть любая необходимая информация, в том 
числе и АЦИ. 

К:аждый блок данных имеет свой адрес, по которому он отыс
кивается в ЭВМ. Адрес блока данных - это адрес его первого 

слова в оперативной памяти в 

№ 

1 

2 

3 

4 

5 

Таблица 6.1 ЭВМ. Записав в памяти ЭВМ все 
Вид блока данных 

Идентификатор блока - тре
угольник 

Хо, Уо 
/1, ЛХ1, ЛУ1 
/2, ЛХ2, ЛУ2 
lз, ,ЛХз, ЛУз 
,Яр11юсть и т. п 

блоки данных, описывающие гра
фические объекты, зная размер 
каждого из них и адрес первого 
блока, отыскивается необходимый 
блок данных. Однако та.кой поиск 
требует больших временных за
трат. Зачастую необходимо один 
и тот же блок вызывать несколь
ко раз в разные моменты работы 
ГСП. 

Во многих случаях оператор, начиная работу, не знает всех 
зависимостей и связей между элементами модели, неизвестны ему 
и размеры самой модели. Эти данные появляются в процессе ре
шения. Поэтому, формируя ,блоки данных, оператор отводит для 
них завышенный объем памяти. Стремление более гибко формиро
вать и анализировать модель графического объекта привело к со
зданию сложных структур данных. 

Сложной структурой данных (ССД) называют совокупность 
объектов, каждый из которых сопровождается своим блоком дан
ных, а соотношения между объектами заданы в явной форме. В 
ССД сами объекты задаются блока:ми данных и представляют ,со
бой основной предмет моделирования, а основные соотношения 
между объектами задаются с помощью указателей. Указатель -
это слово, находящееся в специальном месте блока данных и со
держащее адрес блока данных, связанного с этим блоком. 

Наибольшее распростiранение в ГСП нашли ассоциативные и
иерархические формы организации ССД. Ассоциативную форму 
ССД удобно использовать для указания объектов с похожими 
свойствами, описанных блоками данных, разбросанными по раз
личным участкам памяти ЭВМ. Тогда ассоциативная форма ССД 
позволяет быстро отыскивать все объекты с одинаковыми свой
ствами. 
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Иерархическая форма ССД используется тогда, когда между 
объектами существуют отношения иерархического типа, например, 
я'чейка ТЭЗ, стойка. Каждый блок данных иерархической ССД 
содержит три указателя: первый указатель содержит адрес блока 
данных, связанный с данным и расположенный на более высоком 
уровне; второй - на более низком; а третий - адрес ·блока дан
ных, расположенный на том же уровне. 

6.4. ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕIШЕ 

ГРАФИЧЕСКОИ СИСТЕМЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ 

Выше были рассмотрены аппаратные средства и структуры 
данных ГОП. Раrссмотрим программное обеспечение (ПО) этих ,си
стем. 

Важной задачей ПО ГСП является передача данных между 
прикладными программами и аппаратурой дисплея. Прикладные 
программы могут формировать выходную информацию или не
посредственно в форме команд для дисплея, или созданием неко
торых на,боров данных. Та часть ПО ГОП, которая ,преД1Назначена 
для работы с аппаратурой дисплея, должна приводить описание 
изображения к виду, удобному для обработки схемой управления 
дисплеем. Программное обеспечение ГСП должно обладать спо
собностью определять вид и характер отображаемой информации. 

При разработке ПО ГСП решаются две основные задачи: раз
работка и использование процедур отображения и выбор языка 
программирования. Смысл процедур (программ) отображения раз
берем на примерах. 

Предположим, что программа анализирует схемы, которые со
держат резисторы. Она будет содержать процедуру RESISTOR" 
которая рисует на экране дисплея резистор. Процедура описывает
резистор концами линий. Описание зависит от выбранного языка 
программирования и подобно следующему примеру: 

DEFINE RESISTOR 

LINE FROM (О, О) ТО (20, О) ТО (30, 10) ТО (50, 10) ,, ТО (70, 10) 

ТО (10,10) ТО (100, О) ТО (120, О) 

END RESISTOR 

После выполнения подобной процедуры на экране дисплея будет
получен рисунок резистора. 

Описание �более сложного изображения, например фильтра" 
содержащего в своем составе резисторы и конденсаторы, состав
ляет процедура FILTRA, которая по мере надобности вызывает
процедуры RESISTOR и CAPACIТOR. (Процедура CAPACIТOR 
аналогична процедуре RESISTOR и служит для вывода на экран 
дисплея изображения конденсатора.) 

IПрИiмер ,цроцеду:ры FIL TRA: 

DEFINE FILTIМ 

CAPACIТOR АТ (О, 120) 
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CAPACIТOR АТ (120, 120) 

RESISTOR-ROTATED (Pi/2) АТ (120, О) 

LINE FROM (О, О) ТО (240, О) 

СЩСLЕ SCALE (О, 1) АТ (О, 120) 

СЩСLЕ SCALE (О, 1) АТ (О, О) 

СЩСLЕ SC.A:LE (О, 1) АТ (240, 120) 

СЩСLЕ SCALE (О, 1) АТ (240, О) 

END FILTRA 

Язык программирования, на котором пишется прикладная про
грамма, состоящая из процедур, должен быть пригодным как для 
программирования прикладных задач, так и для управления гра
фическими устройствами. Это означает, что в языке должны быть 
развитые средства общего назначения, что обеспечивается языка
ми программирования высокого уровня общего назначения, кото
рые расширяют средствами для работы с графическими устройст
вами. Вид расширений и способы их реализации и использования 
зависят от вида графических устройств и способа использования 
их в ГСП. В простейших случаях ограничиваются введением паке
та процедур работы с графическими устройствами, написанных по 
правилам синтаксиса выбранного языка программирования. Вызов 
процедур осуществляется так, как это принято в выбранном язы
ке программирования. 

Работа ПО ГСП основана на проведении диалога между прог
раммами и оператором посредством дисплея. Поэтому при состав
лении ПО ГСП необходимо описать форму диалога, а именно со
ставить входной язык и обеспечить в программе обработку его 
инструкций. Эту задачу можно решить как с помощью любых язы
ков высокого уровня общего назначения, так и с помощью специ
.альных диалоговых языков. 

Процесс проектирования ГСП состоит из четырех этапов: 
спецификация объектов проектирования; 
системное проектирование (выбор компонентов системы); 
детальная разработка компонентов и связей; 
оценка возможностей системы. 
Обычно эти этапы выполняются последовательно, но резуль

тат, полученный на любом этапе, может потребовать изменения 
предыдущих решений. Процесс проектирования ГСП состоит из 
иерархических уровней. На верхних уровнях иерархии рассматри
вают требования пользователя, определяют внешние параметры 
системы. На следующем этапе выбирают компоненты системы, 
которые смогут обеспечить заданные внешние параметры. При 
этом составляют более детальную схему ГСП. После этого проек
тируются все специс:1.льные устройства системы. В результате вы
полнения этого этапа формируется структура системы, определя
ется перечень используемых аппаратных и программных средств, 
включая выбранную ЭВМ, устройства ввода-вывода графической 
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информации, структуры данных и описа·ние дисплея. После тогd как 
у,становлена конфигурация системы, выполняется ·проект.ирО'ва1ние 
компонентов и связей, т. е. выполняется детальный проект систе
мы. На последнем этапе процесса проектирования выполняется 
оценка всей системы. На этом этапе конструктор оценивает общие 
параметры системы, увязывает оставшиеся нерешенные проблемы 
согласования различных частей системы. На этом этапе конструк
тор решает следующие три основные задачи: определяет способ
ность аппаратных средств и программного обеспечения выполнять 
поставленную задачу; оценивает время, занимаемое аппаратными 
и программными средствами ГСП на выполнение поставленных 
задач в интерактивном режиме; оценивает стоимость системы. 

Рассмотрим, например, работу типичной ГСП. Оператор вводит 
световым пером в ЭВМ данные об элементах и подложке проекти
руемого устройства, принципиальная схема которого находите.я 
перед ним. Подложка изображается на экране, и на ней размеща
ются чертежи стандар'I'ных элементов, которые вызываются из. 
библиотеки. Затем, используя программные средства системы, опе
ратор выполняет соединение элементов. При этом оператор может 
стирать и переносить элементы, уменьшать и увеличивать изобра
жение, записывать новые фрагменты схемы в ,библиотеку. Резуль
таты проектирования записываются на магнитную ленту (МЛ). 
Информация на МЛ обрабатывается на ЭВМ, и формируется пер
фолента для чертежной установки, на которой можно получать и 
трафареты, и необходимые чертежи. 

В ГСП используется дисплей с круглым экраном. Его цент
ральная часть - это квадрат. Область слева используется для изо
бражения знаков совмещения и установки. Область экрана справа 
используется для ввода кодов операций двух основных классов: 
вспомогательных и основных. (К этим операциям относятся: под
счет общего числа отрезков прямых, перемещение контура, стира
ние на экране фрагмента и ввод в ЭВМ идентификаторов элемен
тов схемы, ввод в ЭВМ размеров и параметров подложки, опера
ции точной ,1J;01во�ки р,езистора и т. д. соотве'Гственно.) В нижней 
части экрана при необходимости воспроиэводи-гся необ�одимая 
алфавитно-цифровая ,информация, а в верхней ча•сти э·�ра,на изоб
ражаются та·бл,ицы, с1писки элементов схем и т. д. Работа с ·,п:ис
плеем осуществляется ,с помощью све'I'ового пера и клавиатуры. 
Вс•е программное обеспечение с·истемы, 1в том числе и программы. 
реализующие «графическую» часть, т. е. работу с дисплеем, хра
нят,ся на магнитных дисках и при необходимости вызываются в 
О1перативную память. На магнитных дисках хранится и библиоте
ка ,стандар·тных решений. 

В системе проектирования трафаретов обычно используются 
сложные структуры данных списочного типа, как, например, пока
зано на рис. 6.1 О. Каждый блок на рисунке соответствует метке 
или линии. Стрелки, идущие слева направо,- прямые указатели
показывают связь меток и линий между собой. �трелки, идущие
в обратном направлении,- обратные указатели-служат для объе-
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.динения линий в один элемент. Линии LJ-L4 образуют резистор, 
.а Lб-Lб - связи резистора, iR.5 - идентификатор резистора. Каж
дый блок данных имеет свой код. По этому коду в ЭВМ отыски
вается ,блок данных. 
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Рис. 6.10. Пример ССД аписо•чного типа
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Описанная ГСП предназначается для изготовления гибридных 
:микросхем. В результате работы системы получается полный набор 

. 7рафаретов для изготовления микросхем, изготовляемых с помо
щью графического дисплея. Система позволяет -как проводить 
процесс проектирования, так и вводить с помощью пульта ввода
вывода графическую информацию о принципиальной схеме в ЭВМ. 

Можно отметить, что ГСП - это комплекс средств ввода-вы
вода графической информации, а устройство отображения графи
ческой информации - это графический дисплей. Комплекс техни
ческих средств объединен устройствами связи и управляется ЭВМ 
в соответствии с ПО ГСП. Широкие возможности при проектиро
ванци ГОП предоставляет комплеюс технических ор,едств АРМ. 
Наличие в АРМ Гд, УВВГИ, управляемых мини-ЭВМ, возмож
ность стыковки АРМ и ЕС ЭВМ, позволяют конструктору уделить 
.максимум внимания на разработку программного обеспечения 
ГСП. 
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В настоящее время известно большое количество УВВГИ, ГД 
и ЭВМ, которые можно применять в ГСП. При выборе конкретно
го устройства необходимо руководствоваться не только техниче
скими возможностями аппаратуры, но и ее стоимостью. При про
ектировании ГСП необходимо помнить, что, какой бы «хорошей» 
не оказалась система, она будет лишь периферийным устройством� 
используемьiм ЭВМ и предназначенным для ввода-вывода графи
ческой информации. Так будет до тех пор, пока ГСП не станут
главным фактором при проектировании структур самих ЭВМ. На
иболее сложным при проектировании ГСП является выбор той 
части решаемой задачи, которую наиболее эффективно решать в 
интерактивной системе. 

6.5. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ЗАДАНИЯ 

1. Приведите ст,руктурную схему итерацио,нно,го процесса ,проектирования.
2. Какие устройства иопользуются для внесения изменений в процесс про-

ектирования? 
3. Какие системы проектирования называются графическими?
4. Перечислите аппаратуру, входящую в ,со,став Г1СП.
5. По каким путям может пойти развитие ГОП 'В будущем?
6. Приведите структу,рную схему дисплея.
7. Приведите структу,рную схему ГСП, использующую графические дис

плеи. 
8. Опишите точечный ,режим ра1боты дисплея и ,приведите схему тако•го ре

жима. 
9. Какой вид имеет дисплейное слово при точечном режиме работы дис

плея? 
10. Приведите с'!'ру,ктурную •схему, вид диоплейного слова при векторнои: 

режиме ;работы диоплея. 
11. Какие другие режимы работы дисплея вы знаете? Какой вид имеют 

дисплейные ,слова в соответствующих ,режимах? 
12. Приведите основные хар-актеристики ра•боты .дисплеев. 
13. К:акие специальные виды дисплеев вы знаете?
14. Что называется :блоком данных грruфического элемента? 
15. Приведите пример блока данных. 
16. Опишите структуры данных ·в ГОП.
,17. Что представляет собой сложная 1структу,ра данных? 
118. Опишите применение ассоциативной и щрархической формы организа-

ции сед. 
19. Что ,представляет собой ПО ГСП? 
20. Цриведите примеры, иллюстрирующие ра1боту ПО ГСП. 
21. Опишите &Та[lы проектирования ГОП.
22. Приведите примеры ,ра·боты типичной ГОП. 
,2,3. Дайте ооисание ССД описо1Чного ти[lа. Приведите ,примеры. 
•24. Приведите структу,рную схему ГСП, ра1ботающую в интера,ктивном ре

жиме, которую можно будет применять .для ,создания ЭА ,пятого и последую
щих поколений. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В связи с совершенствованием электронной аппаратуры проис
ходит непрерывное совершенствование теории и практики автома
тизации конструирования. В этой связи рассмотрим некоторые 
тенденции развития автоматизации конструирования электронной 
аппаратуры. 
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Предполагается, что в будущем еще более возрастут темпы 
автоматизации разработки новых средств РЭА и ЭВА на основе 
комплексных САПР. Причем основное внимание будет уделено 
разработке модульных САПР, способных настраиваться на реше
ние любых задач, принимать решения в расплывчатых условиях, 
анализировать техническое задание, производить выбор из не
скольких альтернативных вариантов, производить оптимизацию 
конструкiЦии ЭА по комплексным критериям, учитывать требова
ния на механическую прочность, тепловые режимы, электромаг
нитную совместимость, оптимально анализировать электронные 
схемы и синтезировать конструкции, производить совместное про
ектирование, учитывая требования логического, конструкторского 
и технологического проектирования. 

Основными теоретическими вопросами при разработке матема
тического обеспечения САПР ЭА, по мнению авторов, явятся: ис
следование оптимальных графо-теоретических моделей конструк
ций ЭА; назначение элементов, контактов схем; совместная ком-

·поновка с размещением на основе комплексных критериев; опре
деление планарности и эффективная плоская укладка соединений;
оптимальное расслоение соединений; параллельная трассировка
соединений.

В настоящее время на�людается стремление к универсализа
ции алгоритмов конструирования, разработке совместных контро
лепригодных алгоритмов компоновки, размещения и трассировки,
построению точных алгоритмов конструирования на основе поис
ковых методов, одновременному учету физических и топологиче
ских особенностей схем, построению алгоритмов конструирования
на основе комплекса базовых подалгоритмов, разра,ботке специа
лизированных приставок для быстрой реализации наиболее трудо
емких алгоритмов конструирования, разработке новых формаль
ных и адекватных математических моделей схем ЭА.

Конструктор ЭА будущих поколений должен обладать знания
ми в области вычислительной техники, программирования, теории
алгоритмов, графов, множеств, быть способным разрабатывать и
эксплуатировать системы автоматизированного проектирования.

Перечисленные в учебном пособии проблемы конструирования
ЭА, конечно, не охватывают весь комплекс задач, стоящий перед
современным конструктором, использующим вычислительную тех
нику, но они показывают, что возможности повышения эффектив
ности и качества ЭА на основе автоматизации неисчерпаемы.

Конструирование и производство ЭА будущJ{х поколений на
основе автоматизации является универсальной специальнпстью
будущего.
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