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Кн,ига содерЖ!Ит изложенме ста1'Истмческой 
теории ОПТIИМальных приемников, обнарУ)rоИВаю
Щ!ИХ сиm�алы с ,различными свойствам.и ,на фоне 
случайных ,помех, а также мзмеряющих nар1амет
ры э11их си.гналов. �В качестве введ,ения излож;ена 
теория линеЙIНЫХ фильцюв, ·К!ОТОрые ОПТИМЗЛЬIНЫМ 
образ·ом отфильтровы:вают «полезные» случаюные 
111роцессы от мешающих или же ,выделяют сигналы 
.известной формы из случайных помех. Основное 
внимание удеJiено ·задача.м, 111редста:вляющим ин
терес д.1я радиолокацwи. 1В КН'Иге отражены ,неко
торые н-овые результаты, полученные автора-м•и. 

�Книга предназначена для ,ра,111и·офизиков ,и ,ра
диоинженеров, .имеющ.их дело с флюктуациями ,и 
помехами, и может служить в качест:ве учебного 
nособмя для студентов и асПIИрантов, IИ'Зучающих 
статист:ическую радмофизику, теорию ,информац.и.и 
или с,1учайные процессы в радиотех.нмческ,их уст
ройс'l'вах. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Данная книга посвящена проблемам выделения сигна
J!ОВ на фоне помех, имеющих случайный характер. Под 
«выделением» мы понимаем как полное во,сстановление 
неизвестного (,случайного) ,сигнала, так и обнаружение 
сигналов известной формы вместе с измерением некото
рых неизвестных параметров таких сигналов. Основное 
внимание уделено проблемам, представляющим интерес 
для радиолокации, поэтому наряду с обычными помеха: 
ми, аналогичными собственным шумам приемника, учтены 
и помехи, о•бусловленные хаотическими отражениями от 
многочисленных· местных предметов. Это заставляет с са
мого начала не ограничиваться помехами типа «белого 
шума», а рассматривать коррелированные помехи, что при
дает изложению большую общность и даже про,стоту, по
скольку мат�матическая трактовка «чистого» ,белого шу
ма св.f!_зана с некоторыми трудностями. 

Историчес,ки дело с.1ожилось так, что сначала было 
изучено поведение сигналов и помех в конкретных схе'Мах, 
т. е. накоплен большо_й материал по анализу различных 
систем. В частно,сти, было детально ис,следовано прохож
дение -сигналов и помех через линейные и некоторые нели
нейные звенья радиоприемных устройств и в связи с этим _ 
рассмотрены разнообразные возможности отделения сиг
налов от помех. Лишь в сравнительно недавнее время ста
ли решаться проблемы синтеза оптимальных систем, осу
ществляющих выделение сигналов из их сме,си с помеха
ми благодаря максимальному использованию различий в 
их свойствах. Рассмотрение таких проблем и составляет 
основное содержание данной .книги. 

Интересно, что ча,сто оптимальные схе:мы, получаемые 
в результате решения задач о синтезе, совпадают и.тrи 
весьма близки к схемам, используемым на практике и 
разработанным на основе простых интуитивных �ообра-
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жений. Это обстоятельство, с которым мы будем неодно
кратно .сталкиваться на протяжении всей книги, ни в коей 
мере не умаляет значения про·блем синтеза: только послед
ние могут нам дать гарантию того, что при данных пред
по,сылках лучшего устройства создать нельзя. Иначе гово
ря, в этих ,случаях теоретически оптимальные схемы избав
ляют нас от рассмотрения многочисленных вариантов по
добно тому, ,как закон сохранения энергии делает излиш
ним разбор различных ·конструкций вечного двигателя. 

При отборе материала для данной книги 11ы •старались 
ограничиваться вопросами, решение которых можно счи
тать в какой-то степени завершенным. В силу этого 
пришлось поступиться многими •интересными и практиче-. 
ски важными задачами, достаточно полное и строгое реше
ние которых в настоящее время привести нельзя. 

Книга состоит из трех частей. Первая часть, посвящен
ная оптимальным линейным фильтрам, начинается с изло
жения теории оптимальной фильтрации, предложенной 
Н. Винером и являющейся первой «синтетической» теори
ей интересующего нас типа. Хотя этот круг идей в значи
тельной ,степени близок к автоматике, тем не менее как 
сама постановка задачи, так и ряд получаемых в этой 
теории результатов представляют существенный интерес 
для радиотехники. Другие фильтры, исследованные в этой 
части книги, также являются оптимальными среди линей
ных фильтров, причем в качестве критерия оптимума ис
пользуется отношение сигнал/помеха. Характеристики оп
тимальных линейных фильтров полностью определяют,ся 
корреляционной функцией помех и корреляционными ,свой
ствами или формой •сигналов. 

Во второй части систематически изложены основные 
понятия и результаты теории оптимальных ,приемников. 
Это - центральная часть книги, так что первая часть яв
ляется, в сущности, введением, которое должно облегчить 
чит�телю изучение второй части. Во второй ча•с:rи ра,с,сма
триваю11ся задачи об оптимальном обнаружении полезно
го сигнала на фоне помехи - нормального (гауссова) ста
ционарного случайного процес,са. Здесь приходится решать 
целый ряд задач, представляющих интерес для радиоло
кации, начиная •с ,самых простых и кончая ·самыми ,слож
ными, в соответствии с предположениями,. какие мы де
лаем относительно сигналов. Некоторые задачи об изме
рении_ ·,параметров полезного сигнала при наличии помех 
также включены во вторую часть книги; они довольно не-
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многочисленны, поскольку большая часть возникающих 
здесь вопросов еще ожидает адэкватной математической 
трактов1ки. 

Во избежание недоразумений отметим, что оптималь
ные фильтры и оптимальные приемники исследованы 
в книге лишь с точки зрения тех математиче,ских опера
ций, которые фильтры и приемники должны производить 
над принимаемой смесью сигналов и помех; вопросы, свя
занные ,с практическим осуществлением соответствующих 
схем, остают,ся за пределаыи данной книги. 

Третья часть книги содержит вопомогательный матери
ал - как математический, так и сhизический, - использу
емый в предыдущих гл·авах книги. Более детальное пред
ставление о тематике книги дает ее оглавление. 

Хотя авторы стремились всюду, где это возможно, уп
рощать теоретический аппарат, чт_ение книги потребует от 
читателя серьезной математической подготовки, в частно
сти знания основ теории вероятностей. Можно, однако, 
надеяться, что принятое нами изложение, в котором труд
ность рассматриваемых задач возрастает постепенно, об
легчит читателю работу над книгой. Авторы ставили также 
своей целью в процессе рассмотрения отдельных ,стати
стических задач выявить значение и точный смысл пара
метра, являющегося обобщением обычного отношения сиг
нал/помеха. 

Первая и третья части книги, а также гл. VII, написаны 
Л. А. Вайнштейном, вторая часть (кроме гл. VII) -
В. Д. Зубаковым. Глава VIII написана совмест.но. Общее 
редактирование книги произведено Л. А. Вайнштейном. 
В книгу включены некоторые новые результаты, получен
ные авторами. 

Авторы приносят свою благодарность Ю. Б. Кобзареву, 
беседы с которым привлекли их внимание к ряду новых 
проблем и в знач1:1тельной степени стимулировали работу 
над данным кругом вопросов. 



ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ 

ЛИНЕЙНЫХ ФИЛЬТРОВ 

ГЛАВАI 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ФИЛЬТРАЦИИ 

СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задача об отделении полезных сигналов от помех раз
личного типа может быть поставлена по-разно�му. В этой 
и ·следующей главах мы будем рассматривать сигнал и по
меху как случайные проце,ссы. Тогда наибольший интере·с 
для нас представляет задача о фильтрации, т. е. задача 
о выделении сигнала в .наиболее «чистом» виде из его 
«смеси» с помехой. Физически ясно, ,что полное отделение 
сигнала от помехи может быть достигнуто _лишь при ра
дикальном различии их свойств; в общем случае, как мы 
увидим далее, даже оптимальный фильтр воспроизводит 
полезный сигнал с некоторой ошибкой. 

Иногда задачу о фильтрации целесообразно понимать 
шире. Например, часто представляет интерес не сам сиг
нал, а его производная или интеграл по времени; тогда со
ответствующий фильтр следует подобрать таким образом, 
чтобы он воспроизводил (·с наименьшей ошибкой) продиф
ференцированный или проинтегрированный полезный сиг
нал. Представляет также интерес задача о прогнозирова
нии или экстраполяции сигнала, т. е. задача о предсказа
нии будущих значений сиrна.11а на основе его поведения 
u прошлом и его статистических· ,свойств. Задача об экстра
поляции •сигнала имеет смысл как при наличии помех, так
и при их отсутствии.

Математически задача фильтрации может быть с.фор
мулирована -следующим образом. Пусть на вход некоторой 
системы К (фильтра) поступает .смесь полезного сигнала 
т ( t) с помехой п ( t), так что 

f (t) = т (t) + п (t), (1.01) 



где f (t)- данный процесс (сумма сигнала и помехи), или 
вх;одная_ функщия времени t. _ I(ак полезный сигнал т (t), 
так и помеха п (,t) предполагаются случайными процесса
ми ( случ_айныии __ фун_кциями t).

Система I( производит над фун·кщi:ей · f (t). некоторые 
математические операции, в результате чего на выходе 

.получаем фун�цию x(t) (�вы
ходная фу;нкl.J)Ия). Сх,ема·тиче
�и ето изоб,ражено на ipиic. 1. 

f(t) 
к 

I(i}•K[f(t}j Можно сказать, что вьшюд-
ная функция x(t) есть ре
зультат при,менения некотор,о

Рис. 1. Схематическое изобра- го оператора I( к входной 
жение фильтра К. фу:н�кции f ( t). В,оЗ1нИ1кает за-

дача о та1Iшм подборе оператю
ра I(, чтобы на выходе получить некоторую функцию h(t) 
с наименьшей ошибкой воспроизведения. Функщия h ( t) 
е,сть полезный сигнал в некоторой преобразованной форме, 
так что можно записать 

h (t) = L [т (t)], (1.02) 

где L - известный математиче-ский оператор. В задаче 
о простой фильтрации нужно воспроизвести полезный сиг
нал;_ в этом случае 

h (t) =m (t), (1.03) 

и L есть «единичный» оператор, оставляющий функцию 
без изменений. 

Разность 
е (t) = х (t) - h (t) ( 1.04) 

можно назвать мгновенной ошибкой воспроизведения. 
Ясно, что значения e(t) будут колебаться с течением 

времени. «Интенсивность» этих колебаний можно харак
теризовать средним значением (математичесюим ожида-
нием) ее квадрата, обозначаемым через е2 (.f). Тем саJ14ым 
в теорию вводятся статистические (вероятностные) пред
ставления, причем статистически рассматр·ивается не толь
ко помеха, но и полезный ,сигнал. 

I(огда помеха отсутствует (п ( t) = О), то представляет 
интерес лишь задача о прогнозировании- о предсказании 
сигнала через некоторый промежуток времени s. В этой 
задаче 

h (t) =m (t +s). ( 1.05) 
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Прогноз может быть осуществлен ил,и по всему «прош
.;юму» функции т (t} или по ча·сти прошлого. В том и дру
гом случае опираются на статистические ,свойства функ
uии m(t}. Обычно предполагают, что они заданы зара
нее-,известны из предыдущих статистических исследова
ний данного случайного процесса т (t) или подобного ему. 

Наиболее важные статистичес
к

ие характеристики случай
ного процесса т (t}- это среднее значение m (t} и корреля
ционная функция R

m 
(-.}, определяемая формулой 

R
m 

(-с}= [m (t} - т (t}] [т (t- 't} - m (t - -с)]. (1.06) 

При т (t)-О,эта формула упрощается и принимает вид 
R

m
(-.)=m(t)m(t--c). (1.07) 

Корреляционная функция в какой-то степени характери
зует статистическую связь между значением функции т в мо
менты времени t и t - -., причем '1: может быть и положи
тельным и отрицательным. · В самом деле, если ·значения 
т (t) и т (t -'t) можно считать статистически независимы
ми, то среднее значение произведения в .формулах (1.06) и 
(1.07} равно произведению средних значений, а это дает 
Rm (-.)=О. Наоборот, для нормальных случайных процес-
сов из равенства R

m 
('t) = О следует статистическая незави

симость т (t) и т (t - 't) (см. гл. IX). Более полно стати-
Rт (-.) стичес

к
ая связь хара

к
териз

у
ется отно

ше
нием 

Rm (О) - к
о
э
ф

-
фициентом корреляции. 

В дальнейшем мы будем считать, что средние значения 
всех рассматриваемых функций тождественно равны нулю. 
Это не ограничивает общности: если, например, т (t) =I= О, 
то мы вводим новую случайную функцию Лт (t)=m (t) - т (t} 
и вместо т (t) рассматриваем Лm (t). Действительно, если 
с помощью функции т (t) передается некоторое сообщение, 
то среднее значение т (t} никакой информации не перено
сит и по существу роли не играет. При отсеивании поме
хи п (t) важно уметь бороться лишь с колебаниями п (t)
вокруг среднего значения п (t}, поскольку известн_ый "сред
ний уровень• помех п (t) подавляется без всякого труда.

Функцию R
m 

(-i:) называют также функцией а в т о к о р
р е л  я ц и и случайной функции (процесса) т (t} в отли_чие 
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от взаимной корреляционной функции, которая будет вве
дена дальше. 

При увеличении ,: статистическая связь между значе
ниями т (t) и т (t - 't) вообще говоря ослабевает и в пре
деле при j 't 1- оо стремится к нулю, так что эти два зна
чения становятся статистически независимыми. Поэтому 
функция корреляции стремится при /-. 1- оо к нулю и при
нимает наибольшее значение, когда 't = О ( см, ниже § 3). 

Случайный процесс можно характеризовать и более 
сложными величинами - вероятностями того, что в мо
менты t 1 , t2, . . .  соответствующие значения m(t1), m(t2), . . .

лежат в определенных интервалах. Однако в проблемах ли
нейной фильтрации ,и линейного прогнозирования эти ве
роятности не нужны, поскольку все определяется функ
циями корреляции. 

Выше мы неявно предполагали, что случайный процесс 
т (t) однороден во времени, или стационарен, поэтому R

m 
(t) 

зависит только от ,:, но не от t. Именно в силу однород
ности процесса во времени все средние значения - т (t), 
т2 (t), т (t) т (t - ,:) и т. д. должны быть независимыми 
от момента t. В частности, мы должны иметь 

т (t) т (t - 't)=m (О) т (-- ,:)=т ('t) т (О). (1.08) 

Из последних соотношений вытекает важное свойство авто
корреляционной функции любого случайного процесса т (t) -
ее четность 

(l.09) 

На.с будет интересовать больше всего задача отфильт
ровывания помех. В связи с этим мы рассмотрим три типа 
фильтров*. 

Фильтр I типа работает так. Входной процесс f (t) за
писывается (запоминается) в течение некоторого времени 
(теоретически при - оо < t < оо), а потом обрабатывает
ся, т. е. подвергается какой-то математической операции, 
n результате которой на выходе системы мы получаем 
функцию х (.t). Такой фильтр можно уподобить счетноре
шающему устройству, которое записывает, обрабатывает 
и дает результаты в виде кривой· или таблицы. 

* Данная классифи�ация фильтров не является общепринятой и
iiведена нами для удобств-а изложения. 
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В фильтре II типа запись сигнала, его обработка и вы
дача не разделены во времени (по крайней мере значи
тельно), а происходят непрерывно, и выходная функция 
х (t) вырабатывается по мере поступления входных данных
на основании значений функцИJи f (t) во все предыдущи� 
моменты. Фильтр II типа может быть тоже счетнорешаю
шим устройством. В принципе он может быть· осуществлен 
и без ,счетнорешающей техники, как обычный радиотехни
ческий (ча·стотный) фильтр. В частности, л,инейный фильтр 
II типа может быть о·существлен в виде ·схемы, составлен
ной из сопротивлений, индуктивностей и емкостей. Тогда, 
например, f(-t) есть напряжение на входе, x(t)- на выходе 
искомого четырехполюсника, К - соответствующий ему 
оператор. Для линейных ,аистем оператор К просто связаа 
с частотной характеристикой четырехполюсника (см. § 2). 

Преимущества фильтра II типа - простота изготовле
ния, большая скорость выдачи данных. Преимущества 
фильтров I типа - более полное использование входного 
сигнала и, следовательно, более эффею,ивное «отсеивание» 
помех. Сравнение обоих способов фильтрации (обоих 
фильтров) будет дано в гл. 11; заметим, что резкой грани
цы между ними нет ( см. конец § 14). 

Таким образо1м, для образования x(t) фильтр I типа 
использует значения f ('t') при всех возможных значениях 
t', а именно: 

-oo<t'<oo, (1) 

в то время как фильтр II типа использует полубесконеч
ный интервал времени 

(11) 

т. е. настоящий момент (t' = t) и все .прошлое• (t' < t). 
Фильтром III типа можно назвать устройство, использую
щее лишь конечный интервал, относящийся к прошлому, 

t-т,s;;.t',s;;.t, (111) 

т. е. имеющее «память» конечной длительности Т Теорию 
фильтров III типа мы в дальнейшем рассматривать не 
будем. 

Проблема фильтрации часто ,соединяется с задачей 
о прогнозировании полезного сигнала (формула (1.05)} 
с наименьшей ошибкой. Эта проблема тем более актуаль
на, что фильтрация требует времени, после которого полу
чен_ные данные могут уже устареть. Прогнозирование в ка-

11 



кой-то степени компенсирует потерю времени на фильтра -
цию . .Ясно, что проблема прогнозирования возникает тол1,
ко в теории фильтров II и 111 типа, поскольку для фильт
ров I типа прогнозирование не отличается от фильтрации. 

:В дальнейшем мы будем рассматривать линейные 
фильтры, осуществляющие над входным процессом только 
линейные операции. Друnими .словами, мы будем искать 
наилучшую преобразующую систему с линейным операто
ром К. Его можно записать в интегральном виде следую
щим образом: 

00 

x(t)= j" k(t')f(t.-t')dt' ( 1.1 О) 
-оо

или 
00 

x(t)= I k(t-t')f(t')dt'. (1.11) 
--00 

Из этих формул видно, что значение x(t) на выходе пре.: образующей системы линейно комбинирует,ся из значении 
входной функции f (t) во все моменты времени. То_чнее, 
при образовании x(t) в момент t по формуле (1.11) и�
пользуются значения f(,t') в предыдущие (t' <t) и после
дующие (t'>t) моменты времени, причем эти значения 
используют,ся с «весо,м» k (t- t') dt', зависящим от разно
сти t - t'. Фильтр, работ�ющий по формуле ( 1.10) или 
( 1.11), называют стационарным линейным фильтром. Он 
обладает следующим ,свойством: есл,и функции f (t) соответ
ствует не,которая функция x(t), т,о функции f(t+s) соот
ветствует функция x(t+s), т. е. при сдв'ИГе входной функ
ции по оси времени выходная функция •Сдвигается точно 
так же . .Ясно, что в проблемах фильтрации стационарных

случайных проце,с,сов, не изменяющих своих свойств· при 
,временных сдвигах, фильтры также должны быть ,стацио
нарны. Нестационарному линейному фильтру соответству
ет более общее линейное преобразование вида . 

00 

х (t) = J k (t, t')f (t') dt', ( 1.12) 
-оо

которое мы в дальнейшем рассматривать не будем. 
Заметим, что формулы (1.10)- ( 1.12) не являются еще 

самой общей записью линейного преобразования. Действи
тельно, например, в тривиальной задаче о фильтрации при 
условии n(t) = О мы имеем L= 1 и оптимальный фильтр 
12 



производит тривиальную операцию x(t) =f(t) =m(t) с ну
левой ошибкой. Однако эту операцию можно записать в 
интегральном виде только с помощью несобственной функ
ции, так называемой дельта-функции б (t), обладающей 
свойствами 

о (t) = О при t =I= О, о (О)= оо,
• 

� о (t) dt = 1 при любом з > О, 
-• (1.13) 

Е 

I F(t) о (t) dt = F (О)

для любой функции ,F'(t). Полагая k(t) =б(t), мы и полу
чим по формуле (1.10) x(t) =f(t). Однако использование 
несобственных функций часто нежелательно. Представле
ние теории фильтрации в виде, исключающем применение 
несобственных функций, будет дано в § 5. 

Для фильтра II типа функция k(t) должна удовлетво
рять соотношению 

k (t) = О при t < О, (1.14) 

и вместо формул (1.10) и (1.11) мы будем иметь 
00 t 

x(t)= S k(t')f(t-t')dt'= 5 k(t-t')f (t')dt'. (1. 15) 
о -оо

Для фиJ1ьтра III типа 
k(t)=O при t<O и t>T, 

так что 
т t

(1.115) 

х (t) = f k (t') f (t - t') dt' = J. k (( - t') f (t') dt'. ( 1 . 17 ) 
О 1-Т 

Вводя функцию 
g (t) =k (- t),

можно переписать формулу (1.17) так: 
о ' 

( 1.18) 

х (,:) = S g (t)f (t + ") dt= � g (t-'t)f'(t) dt. (1.19)
-т ,-т 

Интегралы (1.19) являются аналогом взаимной корреля
ционной функции (ер. далее_§ 2), причем в них произве-
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дение фиксированной функции g на случайную функцию f не усредняется, а интегрируется по времени; с подобными выражениями мы встретимся в гл. III. Таким образом, линейный фильтр III типа является своеобразным коррелятором - прибором, дающим результат интегрирования произведения двух функций за промежуток времени Т - заданной функции g и входной функци:и f. Фильтры I и II типа совершают ту же операцию по бесконечному промежутку времени, как это показывают формулы (1.10) и (1.1,5). 
§ 2. ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО

ЛИНЕЙНОГО ФИЛЬТРА 

Исследуем свойетва фильтра К, обеспечивающего наивысшую точность во·спроизведения полезного �сигнала при известных св-ойствах сигнала и помехи. Будем считать, что полезный сиг.нал и помеха представляют собой стационарные случайные процессы. Точность воспроизведения будем характеризовать средней квадратичной ошибкой е2
• определяемой формулой (1.04). Нашу задачу можно формулировать так: найти та·кой фильтр К, чтобы средняя квадратичная ошибка воспроизведения нужного нам сигнала h(t) выходной функцией x(t) фильтра К была минимальной. Такой ф�ильтр называется оптимальным. Решение задачи, как мы увидим далее, сводится к решению интегрального уравнения, определяющего функцию k (t) искомого оптимального фильтра. Итак, имеется линейный фильтр, на вход которого поступает функция f (t). На выходе получаем функцию 

00 x(t)= J k('r:)f(t-'t)d't. (2.01) 
-00 

Соответствующая ошибка воспроизведения равна, 
00 в (t) _:, r k (-t) f (t - 't) d't - li (t). (2.02) 

-оо

Квадрат этой ошибки равен
Е

3 (t) = [l k ('t) f (t -'t) d,;] 2 

- 2h (t) _l k ('t) f (t-'t) d,:+h• (t).
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Преобразовывая квадрат первого члена справа в двойной 
интеграл, получим 

/ 
со 

Е
1 (t) = J J k (-с) k (o)f (t - -c)f (t - о) d'tdo -

-оо 

00 

- 2 5 k (-с) h (t) f (t - 't) d,; + h2 (t), (2.03) 
-00 

где множитель h (t) введен под знак интеграла, поскольку 
он не зависит от переменной интегрирования 't. 

Среднее значение s 2 (t) равно 

Е
1 (t) = I I k (-с) k (о) f (t - 't) f (t - а) d-cdo -

-оо 

00 

- 2 ) k ('t) h (t) f (t - 't) d't + h 1 (t). (2.04) 
-оо

Введем обозначения 
R

1
(-c- о) =f (t- 't)f (t-o), 

Rhf 
(-с)= h (t) f (t - -с). 

(2.05) 

(2.06) 

Здесь R
1 
('t) есть по определению (1.07) автокорреляционна� 

функция случайного процесса ( 1.01) на входе фильтра К, 
явля.ощаяся cor лас но формуле ( 1 .09) четной функцией своего 
аргумента. Функция Rhf 

(-с) называется взаимной корреля
ционной функцией стационарных случайных процессов h (t)
и f (t). Она отображает статистическую связь случайных 
величин h (t) и f (t - -с), средние значения которых предпо
лагаются равными нулю. 

Корреляционная функция Rh ('t) определяется формулой 
Rh (-с)= h (t) h (t - -с), (2.07) 

о тку да при ,: = О получаем 
(2.08) 

Окончательно средний квадрат ошибки запишется в виде 
00 00 

°?= JS k('t)k(o)R,('t-o)d'tdo-2 J k('t)Rh1(-c)d't+Rh (O).
-оо -оо 

(2.09) 
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Он зависит не от самих функций h (t) и f (t), а от их кор
реляционных функций. 

При каком же ф1Словии функция k (t) обращает выраже
ние (2.09) в минимум? Покажем, что необходимое и доста-
точное условие минимальности "? заключается в том, что 
функция k (t) является решением интегрального уравнения 

00 

J k(a)R
f
(,-a)do=Rhf

('t). (2.1 О) 
-оо

Пусть оптимальный фильтр имеет функцию k ('t) и обес
печивает минимум средней квадратичной ошибки Е -;2 

Всякий другой фильтр пусть имеет функцию k ('t) + ok ('t) 
и ошибку Е' =г2

• Выясним, при каком k ('t) средняя квзд
ратичная ошибка Е1 будет всегда больше Е.

Подставляя в формулу (2.09) вместо k (•) функцию 
k ('t) + ok (•), получим 

или 

00 

Е 1 
= I I lk ('t) + ok (•)] (k (о)+ ok (о)] R

1 
('t - о) d-.da -

-оо 

00 

- 2 � [k ('t) + Bk ('t)J Rht (·) dt + Rh (О)
-оо 

СО 00 

Е' = И k ('t) k (о) R; ('t - о) d'tdo - 2 I k ('t) Rhf 
('t) d-.+Rh (О)+

-со -00 

00 00 

+ I I k (•) ok (о) Rf 
(• - о) d-.do + I J ok (•) lг (о) R, (.-о) d'tdo -

-оо -00

00 00 

- 2 I ok (·) Rhf 
(·) d. + I I ok (о) ok (·) R

f 
('t - о) d-.do.

-со -00 

Сумма трех интегралов в первой строчке правой части 
последней формулы равна Е. Первый и второй двойные ин
тегралы во второй строчке равны вследствие того, что 
функция R, (• - о)-четная. Поэтому выражение для Е 1 за-
пишется в виде 

Е'=Е+2 J
co
ok('t)d. [J

00

k (o)R,(• -o)do-Rhf(•)l +1, 

(2.11) 
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где слагаемое J равно 
00 

1= И ok('t)ok(o)Rf('t-o)d'tdO=
-:Ю 

00 

= н ok ('t) ok (a)f (t - t)f (t-,a) dtdo =
-ао

откуда видно, что 
}??- о. 

(2.12) 

(2.13) 

Для того чтобы ошибка, соответствующая функции k (t), 
была минимальной, необходимо и достаточно, чтобы квад
ратная скобка в первом интеграле правой части формулы 
(2.11) была равна нулю, т. е. выполнялось интегрально_е 
уравнение (2.1 О). Если эта квадратная скобка отличается 
от нуля, то при надлежащем выборе функции ok (t) инте
грал по t будет отличен от нуля, например отрицателен. 
Тогда получается, что Е' < Е, ибо при достатоточно ма
лых ok (t) квадратичным слагаемым J в равенстве (2.11) 
можно пренебречь, и функции k (t) соответствует неопти
мальный фильтр. Если же интеграл положительный, то, 
переменив знак ok (t), получим то же самое. 

Отсюда видна необходимость того, чтобы функция k (t) 
опТИJ'1ального фильтра удовлетворяла уравнению (2.10). До
статочность вытекает из того, что при выполнении урав
нения (2.10) выражение (2.11) для средней квадратичной 
ошибки принимает вид 

E'=E+J (2.14) 

и в силу неравенства (2 .13) 

(2.15) 

т. е. фильтр К будет действительно оптимальным, всякий 
другой фильтр будет давать ошибку большую (или такую 
же). 

Для того чтобы найти оптимальный фильтр, нужно ре
шить интегральное уравнение (2.1 О) относительно неизве�т
ной функции k (t). Решение такого уравнения для фильт
ров II и III типа довольно сложно, поскольку тогда функ
ция k(t) удовлетворяет дополнительным условиям (1.14) и 
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(1.16). Однако для фильтра I типа это уравнение решается, 
как мы сейчас увидим, довольно просто. 

Введем функцию 
00 

S(ш)= � e-i°""R(t)dt, (2.16) 
-00 

соответствующую некоторой корреляционной функции R (t). 
Тогда, пользуясь интегральным преобразованием Фурье, 
можно написать 

00 

R (t) = 2� 5 e;""S (ш) dw. (2.17) 
-оо

Функция S ( Ф) имеет весьма глубокий физический смысл, 
определяемый теоремой Хинчина (§ 3); мы ее будем на
зывать спектральной функцией или спектральной интенсив
ностью. 

Введем еще функцию 
00 

К ( w) = I е -i«" k (-.) dт.. (2.18) 
-00 

Тог да на основании преобразования Фурье имеем:
00 

k(т.)=i1t) еi"''К(ш)dш. (2.19) 
-00 

Функция k (t) называется реакцией· фильтра К на еди
ничный импульс. В самом деле, если в формуле ( 1.11) за
дать входную функцию f (t) в виде единичного импульса, 
или, что то же самое, дельта-функции а (t), определяемой 
формулами (1.13), то мы получим 

00 

х (t) = � k (t - t') о (t') dt' = k (t). (2.20) 
-оо

Функция К (ш) называется коэффициентом передачи или 
комплексной частотной характеристикой* фильтра К. Это 

* Функцию К(оо) .мьi для краткосr;и часто будем называть просто 
частотной характеристикой, хотя в радиотехнике этот термин часто при
меняется к абсолютной величине К ( оо). 
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название оправдывается следующим образом. Пусть на вход
линейного фильтра К подается функция 

тог да на его выходе мы получим 
00 00 

х (t) = � k (t') f ,i"' <t-t'Jdt' = f ./"'1 
I k (t') e-i<»tdt'.

-00 -00 

Отсюда видно, что функция х (t) равна 

х (t) = xwe i<»t , 
rде 

х
.,,
=К (щ) f ., 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

Величины f
"' 

и х"' можно назвать комплексными амплиту
дами входной и выходной функций; коэффициент переда
чи К (ш) есть коэффициент пропорциональности между 
этими амплитудами. Как всегда при употреблении комп
лексных обозначений, физический смысл имеют не сами 
комплексные выражения (2.21) и (2.22), а их вещественные 
части 

(2.24) 

определяющие установившиеся синусоидальные колебания 
частоты ш на входе и выходе фильтра К. 

Теперь мы сможем без тру да решить интегральное урав
нение (2.1 О). Для этого умножаем обе его части на е-iш, и 
интегрируем по ,: от - СХ) до СХ) 

00 00 00 

I e-1""d,: J k(a)R
f
(,:-a)da= � e-1"''R,

1
,(,:)d,:. (2.25)

-оо -00 -00 

Произведя замену переменной по формуле t =,: - а, 
преобразуем левую часть уравнения (2.25) к виду 
00 00 00 00 

I e-1•'"d,: f k(a)R
f
(,:-a)da= I k(a)da I e-1u,,:R,(,:-a)d,:= 

-00 -00 -00 -00 

2* 

00 00 

= I e-i<»ak (а) da I e-iшt R, (t) dt = к (щ) s, (щ). 
-00 -00 

(2.26) 
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Интеграл в правой части уравнения (2.25), согласно при
нятому нами обозначению, есть S

hf 
(ш). Поэтому уравнение 

(2.25) принимает вид 

и коэффициент передачи оптимального фильтра 

Shf (оо)К(ш)=-s 1 (w) 

(2. 27) 

(2.28) 

весьма просто определяется спектральными функциями 
s,(ш) и Shf

(ш). 
Выражение (2.09) для средней квадратичной ошибки оп

тимального фильтра в силу уравнения (2.1 О) принимает вид 
00 

Е
2 
= Rh -(0)- j j k (-с) k (а) R

f 
(-с - а) d,;dcr. (2.29) 

-оо

Пользуясь формулами (2.19) и (2.17), мы производим сле
дующие преобразования: 

откуда 

20 

00 

J j k (-с) k (cr) R
r 
(-с - а) d-cdcr = 

-00 

00 00 

=:1tss k(,;)k(cr)d,;dcr 5 ei"'(s-,)s,(ш)dw=
-00 --00 

00 00 00 

=21
1t 
I s,(ш)dw 1 eiwok(т.)d,; 5 e-i<Dak(cr)dcr=

-оо -00 -оо 

00 

1 1· 
= 21t J К ( ш) К ( - w) S f ( w) dw,

00 

Rh (0)=;
1t 
S Sh (w)dw,

-ао 

-оо

(2.30) 

(2. 31) 



Пользуясь формулой (2.28), получим 

2 J 00

J
� Sh(ro)S,(ro)-Shf(ro)Shf(-ro) s =- ------�---dш,21t s,(ro) 

-оо

г д� мы использовали четность функции
S1(ш)=Sт(-ш), 

(2.32) 

(2.33) 
вытекающую из четности функции Rт(-.) [см. формулу (1.09)
и § 3]. 

Рассмотрим задачу о простой фильтрации, когда
. smf (ro) 

h(t)=m(t) и К(ш)= s,(oo) . (2.34) 

Будем для простоты считать, что полезный сигнал и по
меха не имеют корреляционной связи, т. е. 

Rf"lп 
('t)= т (t} n(t--.)=0. (2.35) 

Тогда корреляционные функции Rmf 
и R

1 
будут равны 

R
mf 

(-.) = т (t) f (t-'t) = т (t) т (t--.)+т (t) п (t--.)=Rm (-.), t

R
1 
(-.} = [т (t) + п (t)] [т (t--.) + п (t - -;)] = Rm (-.} + Rn ('t), ( 

(2.36) 
и поэтому 

S
т1(ш)=S

т
(ш), S1(ш)_:_S

т
(ш}+S

п
(ш). (2.37) 

Если учесть все это, то частотная характеристика (2.28) 
будет равна 

(2.38) 

причем при Sт (ш)-:-0 и Sп (ш)=О функцию К(ш) можно 
выбрать произвольно, например положить равной нулю; то 
же относится к формулам (2.28) и (2.34). 

Это - оптимальная частотная характеристика простой 
фильтрации при условии, что полезный сигнал и помеха 
некоррелированы. Средняя квадратичная ошибка (2.32) 
для данного фильтра равна 

;з= .!...1 Sт(ro)Sп(ro) 
21tj Sm(ro)+Sп(ro) dш. (2.39) 
-00 
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Мы увидим в § 3, что S
m 

(w), S
п 

(w) и т. п. суть неот
рицательные функции своего аргумента. Рассмотрим полу
ченные соотношения в частных случаях. Предположим, 
что спектральные функции сигнала и. помехи sm (ro) и s

n 
(w) 

не перекрываются (рис. 2). Тогда формула (2.38) даег 

К(ш)= 1 при S
m

(w):#:0, 

K(w)=O при S
т

(ш)=О, 

и по формуле (2.39) получим 

s 2 =0. 

} (2.40) 

(2.41) 

В этом случае фильтрация происходит без ошибок, и на 
выходе фильтра К воспроизводится в точности полезный 

(&1 

Рис. 2. Разделение случайных про
цессов с неперекрывающимися 

спектрами. 

4) 

Рис. 3. Фильтрация в случае, 
когда спектр помехи частично 
перекрывает спектр полезного 

сигнала. 

сигнал m(t). Если же спектральные функции S
m

(w) и·S
п
(ш) 

перекрываются, то фильтрация происходи r с некоторой 
ошибкой. Так, например, если взять S

m 
(ш) и S

п 
(ro), как 

на рис. 3, то К (ш) = 1 пр3 ш < ш 1 , а при w 1 < w < ш 2 функ
ция К (ro) непрерывно спадает до нуля. Ошибка (2.38) при 
этом отлична от нуля. Она возникает как от пропускания 
части спектра помех (при ш 1 

< ш < ш2
), так и от искаже

ния полезного сигнала вследствие ослабления части его 
спектра в том же частотном диапазоне. Чем больше функ
ция S

n 
(ro) в диапазоне перекрытия ш 1 < ш < ш2 

и чем мень
ше S

m 
(ш) в этом же диапазоне, тем в меньшей степени 

этот диапазон должен пропускаться оптимальным фильт
ром. 
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Напомним, что эт.и результаты относят,ся к фильтрам 
I типа. Качественно их можно применять и к фильтрам II 
типа, но здесь будут некоторые особенности (см. гл. II). 

Интересно рассмотреть, чему равна частотная характе
ристика оптимального фильтра при условии 

S
п 

(ш) ► S
т

(ш), (2.42) 

т. е. когда спектральная интенсивность помех весьма ве
лика по сравнению со спектральной интенсивностью сигналов 
(см., например, рис. 4). В этом случае приближенно имеем 

Sт(ro) 
К (ш) = Sп(ro) ,

(2.43) 

где мы преf!:ебрегли членом S
m 

(ш) в знаменателе формулы 
(2.38). В том же приближении формула (2.39) дает 

(2.44) 
-00 

и саг ласно формуле (2.1 i) 
в 2 =т

а

, 
(2.45) 

т. е. средняя квадратичная ошибка на выходе оптимально
го фильтра будет равна среднему квадрату полезного сиг
нала. 

В о_бщем ,случае среднюю квадратичную ошибку мож
f!О назвать средней интенсивностью помех на выходе филь
тра. Действительно, фильтр должен воспроизводить нуж
ный сигнал h(t), но на выходе 
получаем функцию x(t), кото
рая уклоняется от h(t) на ве
личину е (t); поэтому помехи на 
выходе естествещ_:10 характери-
зов,а'Гь их интенсивностью в2

• 

Мы показали выше, что ин
тенсиrвность !Помех на выхо
де фильтра равна интенсив
ности сигнала, т. е. отноше
ние сигнал/помеха на выходе 
равно 1, когда на входе по
меха гораздо интенсивнее по
лезного сигнала и занимает 

Рис. 4. Спектр помехи, полно
стью перекрывающий спектр 

полезного сигнала и более 
интенсивный. 
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тот же частотный диапазон. Отсюда можно сделать оши
бочный вывод, что оптимальный фильтр эффективно отде
ляет сигнал от сколь угодно интенсивной помехи. На са
мом деле процесс x(t) на выходе фильтра в этом случаf 
весьма слаб, поскольку функция (2.43) мала, и ошибка 
(2.45) получается потому, что приближенно можно 
считать x(t) =0 ·и в(t) =-m(.f). В радиотехнике часто бы
вает, что при отношеНJии сигнал/помеха, равном единице, 
ка·кое-то выделение полезного сигнала еще возможно бла
годаря тому, что сигнал по •своим свойствам как-то отл!1-
чается от помехи. При применении оптимального фильтра 
это различие в свойствах уже использовано, так что если 
отношение сигнал/помеха на выходе фильтра равно еди
нице, то полезный сигнал фактически не выделяе1'ся. 

Заметим, что из формул (2.29) и (2.39) легко вывести 
неравенство 

(2.46) 

показывающее, что при бол,ее �благоприятных условиях 
фильтрации, т. е. при меньшей интенсивнос11и помех, отно
шение сигнал/помеха на выходе получается больше еди
ницы. 

§ 3. КОРРЕЛ.SЩИОННЫЕ ФУНКЦИИ

И СПЕКТРАЛЬНЫЕ ИНТЕНСИВНОСТИ 

В предыдущем параграфе спектральные интенсивности 
S (ro) был.и введены формально. Физический смысл спек
тральных интенсивностей, •соотве'!'ствующих автокорреля
ционным функциям, вытекает из теоремы Хинчина, к изло
жению которой мы и переходим. 

Из четности функции R
1 
(,;) следует, что и сопряжен

ная ей по Фурье функция s, (ro) тоже четная. Действи
тельно, в силу соотношения ( 1. 09) формула (2.16) прини
мает вид 

00 00 

s,(ro)= J cosro,;R,(,;)d,;=2 J cosro,;R,('t)d,;
1 (3.01) 

-оо о 

откуда 
(3.02) 

Теорема Хинчина утверждает, что функция S 1 ( ro) для
любого случайного процесса f (t) не может принимать от
рицательных значений, т. е. 

(3.03) 
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При этом оказывается, что произведение s1 (ro) dro пропор
ционально интенсивности колебаний на выходе узкополос
ного фильтра, пропускающего лишь - частотный диапазон 
(ro,ro + dro ), когда на вход фильтра подан процесс f (t).

Из формулы (2.17) следует 
00 - i r R1 (О) [ 2 (t) = 2 -.. 
J S

1 
(ro) dш.

-оо

(3.04) 

Величина R, (О)= t 2 называется интенсивностью процесса 
f (t). Так, например, если f (t) есть� напряжение, приложен
ное к концам некоторого сопротивления, то величина r
рропорциональна средней мощности, выделяемой в этом 
сопротивлении. Правая часть равенства (3.04)--:--- некоторый 
интеграл по частотам. Естественно отождествить каждый 
элемент этого интеграла с интенсивностью, приходящейся 
на данную полосу частот. · Для доказательства этого положения поступим следую
щим образом. Пропустим процесс f (t) через л
фильтр К. На выходе получим случайный 

00 

х (t) = J k(t')f (t - t') dt',
-оо 

интенсивность которого равна
со 

х2 (t) = 5 S k (t') k (t") f (t - t') f (t- t") dt'dt" =
-оо

(3.05) 

= Jf k(t') k(t") R, (t'- t") dt'dt" = 2� ... J К(ш)К(- ш) s, (ro)dш,
-� -00 

где мы воспользовались первой формулой (2.30). 
(3.06) 

В силу вещественности функции k (t) из формулы (2. 18) 
нолучаем следующее соотношение: 

К (- ш) =К* (ш), (3.07) 
r де звездочка * обозначает комплексно сопряженную вели
чину. Отсюда 

К (ro) К(-ш)=I К(ш) 1 2 (3.08) 
и 

(�.09) 

-со 
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Последняя формула связывает частотную характеристику
фильтра К, спектральную функцию s, (ro) на входе и ин
тенсивность колебаний на выходе фильтра. 

Возьмем фильтр, частотная характеристика которого 
К (ro) = 1 при частотах, лежащих в промежутках (ro, ro+dro) 
и (-ro-dш,-ro), и K(ro)=O при других частотах. Тогда 
формула (3.09) дает 

(3.1 О) 

Так как в последней формуле левая часть неотрица
тельна, то мы получим неравенство (3.03). 

Взятый нами для вывода формулы (3.10) фильтр К
пропускает без изменения амплитуды синусоидальные ко
лебания в частотных диапазонах ( ro,ro + dro) и (- ro -dro,-ro)
и не пропускает колебаний с другими частотами [ер. фор
мулу (2. 23)]. Физический смысл спектральной функции S f ( w) 
также вытекает из формулы (3.1 О) Так как (1) - круговая 
частота ( обычная частота равна 2: ), то s, (ш) - интенсив
ность колебаний, приходящаяся на единичную полосу ча
стот (:: = 1 щ, например), если различать, положитель
ные и отрицательные частоты. Если рассматривать только
положительные частоты, т. е. писать -формулы (3.04) и
(3.09) в виде 

СХ) 

/ 2 = � 5 S t ( ш) dro, 
о 

00 

(3.11) 

Х2 =: S1к(�)l 2 S,(ш)dш, 

то на спектральный интервал в 1 гц приходится интенсив
ность 2S1(ro). Отсюда и вытекает название спектральной 
интенсивности для функции s, (ro). 

Формулы (2.17) и (3. 03) позволяют вывести неравенство 

т. е. 

26 

00 СХ) 

IR1(1,)l=2� 5e 1""'S,(w)dш �2� 5s,(Ф)dro,
-� -оо

(3.12) 



Поэтому функция корреляции при ,: = О имеет наибольшее 
значение. Это соотношение можно доказать более про
сто, а именно с помощью неравенства 

[f (t)-+-- f (t - ,:)] 2 
� U 

или 
f 2 (t) + f 2 (t - ,:) � -1- 2f (t) f (t - ,:).

Образовывая среднее значение левой и правой частей 
этого соотношения, получаем неравенство 

Rr (О)�--+- R, (1:), (3.13) 

равноценное неравенств у (3.12). 
Наряду с автокорреляционной функцией вводится еще 

взаимная функция корреляции. Для двух процессов т (t) 
и п (t) она определяется так: 

R.mn (,:) = т (t)n (t- -.). (3. 14) 

Она отражает статистическую связь двух разных процессов 
в два различных момента времени. Если эти два процесса 
независимы, корреляционная функция обращается в нуль. 

Взаимные корреляционные функции в отличие от авто
корреляционных функций не являются четными, но, как 
легко показать, 

(3.15) 
где 

(3.16) 
Действительно, 

Rпт (- -.) = п (t) т (t +-.) = п (t - 1:) m(t), 

о тку да и следует равенство · (3.15). Соо гношение (3. 15) 
переносится и на соответствующие спектральные функции 

(3.17) 

В силу вещественности функции Rmn 
(,:), пользуясь инте

гралом Фурье 

S
т

п(ш)= � e-i•"Rmп(-c)d-c, 
-с,о. . 

(3.18) 
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не тру дно получить также соотношение 

smn 
(-ш) =S:11 

(Ф). (3.19) 

Функция S
mn 

(Ф) в общем случае комплексна, поэтому 
она не допускает простого физического толкования. Чтобьt 
уяснить себе ее смысл, возьмем случайный процесс f (t), 
равный сумме двух процессов щ (t) и п (t) 

f (t) = т (t) + п (t), (3. 20) 
и вычислим функцию 

R, ('�)= [m(t)+ п (t)] [m(t- 't)+п (t- ,,:)] = 

= Rm 
(,,:) +Rп 

('t) +Rmn ('t) +R
nm 

('t). (3.21) 

Переходя к спектральным интенсивностям и пользуясь 
соотношениями (3.17) и (3.19), получим 

s, (ш) =S
m 

{Ф) +s
п 

(w)+ smn 
(Ф) + s tim (ш)= 

= s
m 

(ш) + s
п 

(ш) + 2Re s
тп

(ш)· (3.22) 

Слагаемые S
т

(ш) и S
п

(Ф) по теореме Хинчина имеют 
четкий физический смысл, их сумма равна спектральной 
интенсивности s, (ю) при отсутствии корреляции между 
случайными пр::ч1.ессами т (t) и п (t). Дополнительное сла
гаемое 2Re S

mn (Ф) есть .инrерференционная• интенсив
ность, обусловленная статистической связью между т (t) 
и п (t). Мнимая часть комплексной функции S

m
,i столь 

явного физического смысла не имеет. 
Рассмотрим примеры автокорреляционных функций и 

соответствующих им спектральных интенсивностей. Обоз
начая через а некоторый параметр, имеющий размерность 
частоты, мы имеем пары функций 

и наоборот 

2а R (О)
а2 +ы2 

,.,, S ( ) _ .cR(O) ---;-
ш - -- е 

а 

(3.23) 

(3.24) 

Формулы (3.23) всего легче проверить, задавая функцию 
R(,,:) и вычисляя S(ш) п9 (2.16), а формулы (3.24)-зада
вая S (Ф} и используя соотношение (2.17). В обоих случаях 
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фующии S ( Ф) удовлетворяют условию (3. 03). При гаус
совой форме корреляционной функции R ('т;) спектральная 
интенсивность также имеет гауссову форму 

s (Ф}= J/�R(O)
CL 

(3.25) 

Последняя пара функций R и s

1 
при других ш J 

(3.26)

легче всего проверяется с по мощью формулы (2.17). Она 
интересна тем, что в ней нельзя поменять местами функ
ции R и S, как в формулах (3.23) и (3.24). В самом 
деле, полагая 

R (-т;) = R (О) при - 't 0 < 't < 't0, } 
R (-т;) = О при других -т;, 

(3.27) 

sin w,; 
мы получим функцию S (ш), пропорциональную O и по-

w,;о 

этому принимающу,о отрицательные значения, чего по до
казанному выше условию (3. 03) быть не может. Отсюда 
видно, что теорема Хинчина накладывает определенные 
ограничения на автокорреляционную функцию R (-т;): не вся
кая четная функция -т; может быть корреляционной функ
циеи, а лишь такая, которой соответствует неотрицатель
на'я спектральная интенсивность. 

Функции R и S в примерах (3.23 - 3.25) имеют макси
мум при -т; = О и (J) = О, в обе стороны от которого они 
моютонно убывают. Если назвать временем· корреляции Д-т; 
такой промежуток времени, что при -д-т; < -т; < д-т; функция 
корреляции R (-т;) принимает значения того же порядка, что 
и R (О), а вне этого интервала значительно меньше R (О), 

1 
то во всех трех примерах Д-т; "-' - • Аналогично этому ши-

а 

рина спектра дФ определяется так, чтобы в интервале 
- Дщ < ш < дш была сосредоточена большая часть интен
сивности, а вне этого интервала функция S (Ф) была бы
мала по сравнению с S (О}. Во взятых трех примерах дш"-'а.,
ц мы приходим к соотношению.

(3.28) 
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В примере (3. 26), очевидно, дrо = ro
0

, а д-."' �. поскольку 
(1)0 

при rо0�=тс мы имеем R(-.)=0, а при больших-. функция 
R (-.) принимает сравнительно малые значен�я. В этом слу
чае 

(3.29) 

что несущественно отличается от (3.28). 
Для функций R и S рассмотренного выше типа можно 

вывести более точное выражение для произведения дrод-., 
если надлежащим образом уточнить определение величин 
дrо и д-.. Определим ширину спектра дrо с помощью соот
ношения 

00 00 

r S(ro)dw=2 r S(w)dw=2S(O)дw, 
-оо u (3.30) 

т. е. так, чтобы при аппроксимации кривой S (ш) прямо
угольником высоты S (О) и ширины 2дrо заключенная под 
ним площадь была равна площади под всей кривой S ( ro) 
(рис. 5). Аналогичным образом определим время корреля
ции 

00 00 

� R(-.)d-.=2 � R(-.)d-.=2R(O)Л-.. 
·-00 о 

Пользуясь формулами

оо 1 ooj. S(O)= I R(-.)d-., R(O)=� S(w)dw,
-оо 

-00 

мы приходим к соотношению 
1t дw.д-.=т,

которое является уже точным. 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 

Соотношения (3.28), (3.29) и (3.33 ) применимы к любой 
паре .функций, связанных интегральным преобразованием 
Фурье, в частности к функциям k (-.) и [( (ш) линейного 
фильтра [формулы (2.18) и (2.19)]. Величина дш в данном 
случае определяет полосу пропускания фильтра, а вели
чина до; - временную .память• фильтра, т. е. интервал 
времени, в течение которого вхолной: сигнал эффективно 
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влияет на значение выходного сигнала в фиксированный 
моменr. Иначе говоря, д-. характеризует растянутость 
функции k (-.) во времени, т. е. продолжительность реак
ции фильтра на единичный импульс. 

В заключение сделаем следующее замечание. Интеграль
ное уравнение (2.1 О) показывает, что свойства оптимального 
фильтра определяются корреляционными функциями Rhf и 
R, или же соответствующими спектральными интенсивно
стями. Поэтому изложен-· 
ная выше теория филь-
грации приводит к ча
стотному разделению, хо
рошо известному в ра
диотехнике. Давно из;ве
стно, что разделение двух 
случайных процессов, за
нимающих на шкале ча
стот неперекрывающиеся 
интервалы ( см. рис. 2), 
например разделение 
двух радиопередач, ис
пользующих различные 

_.-,:;;__.L_ _ __,J __ __,1.._..:::.-._

(,J 

Рис. 5. Определение ширины
спектра.

волны, не представляет особого труда и осуществляется 
с помощью приемника, обладающего надлежащей частот
ной избирательностью. Наоборот, отфильтрование помех, 
занимающих тот же частотный диапазон, что и сам сигнал 
(рис. 3 и 4), например подавление собственных шумов при
емника, является для радиотехники неразрешимой задачей. 
Как было показано в § 2, так же обстоит дело и в теории 
оптимальной фильтрации, обобщающей накопленный ра
диотехникой опыт борьбы с помехами. 

§ 4. ЧАСТОТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ЛИНЕЙНЫХ ФИЛЬТРОВ

И СООТВЕТСТВУЮЩИЕ ИМ ОПЕРАТОРЫ 

Рассмотрим ,следующий вопрос, важный с точки зрения 
теории линейных фильтров. Пусть процессы т(t) и h(t) 
связаны формулой 

h (t) = L [т (t)], ( 4.01) 
где L - линейный оператор. Выясним, как связана спект
ральная интенсивность S hf ( ш) со спектральной интенсив-
ностью Smf (ш), где f (t) -_ произвольный случайный процесс.

Возьмем сначала оператор L в виде линейного инте
грального оператора (как мы уже отмечали в § 1, не все 
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линеиные операторы можно представить в интегральной 
форме), т. е. 

Поскольку 

ао 

h(t)=) l(t')m(t-t')dt'. 
-оо

00 00 

(4:02) 

sh, (ш)=) e-i""Rhf(-c)d-c= � e-1"'"h(t)f(t--'t)d't, (4.03)
-оо -оо 

то подставляя в это равенство h (t) из формулы (4.02), 
получим 

или 

00 00 

sh,(ш)=) e-1"''d't � l(t1)m(t-t1)f(t--c)dt 1 
= 

-00 -00 

оо- 00 

= � e-1"'"d't � l (t') R
mf 

('t - l') dt'.
-оо -ао

Меняя порядок интегрирования, получиl\!
00 00 

sh,(ш)= I e-lщtl(t)dt � e-1"''Rm,('t)d-c 
-оо -00 

где обозначено 

L (ш) = � e-lшtz (t) dt 
-00 

и испоJ1ьзовано соотношение
00 

sт
,(ш)=) e-1"''R

m,(--)d't. 
-оо

(4.04) 

( 4.05) 

( 4.06) 

(4.07) 

( 4.08) 

Функцию L(ш) можно назвать [ер. формулу (2.18)] ча
стотной характеристикой, соответствующей оператору L. 
Согласно формулам (3.17) и (3.19) можно также написать 

S ff1 ( Ш) = S hf ( - Ш) = L ( - (J)) S mf ( - UJ) = L (- (J)) S fm ( U)) 
или 

( 4.09) 
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Пусть Sх (w )- спектральная интенсивность процесса 
на выходе фильтра К, S1(w)- на его входе. Тогда можно
написать 

Sх (ш) = Sxx (w) =К (w) S
fx (w) =К (w) К* (w) S

ff 
(w) 

или 
( 4.1 О) 

Выражение (4.10) показывает, что спектральная инrен, 
сивность Sx 

(w) на выходе JIИНейной · системы равна произ-
ведению. квадрата модуля частотной характеристики К (w) 
на спектральную интенсивность s, (w) на входе. Она приво
дит к формуле (3.09), выведенной ранее. 

Однако на практике не все линейные операции записы
ваются в виде ( 4. 02), иногда же интеграл ( 4. 07) для L ( w) 
не имеет смысла. В таких случаях мы определяем ча
стотную характеристику L(ш), соответствующую опера
тору L, по формуле 

( 4.11) 

Рассмотрим несколько примеров. 
1. Пусть h (t) = т (t). Такого простого равенства в ин

тегральной форме (4.02), строго говоря, представить нель
зя. Формально можно использовать дельта-функцию [ер. 
формулу (1.13)], однако для наших целей в этом нет не
обходимости. Поскольку L есть .единичный" оператор, 
естественно в данном случае считать 

L(w)=l, 

что согласуется с формулой (4.11). 
2. Пусть

h (t) = m(t + s), 

( 4.12) 

( 4.13) 

т. е. L есть оператор сдвига во времени. Чему равна ча
стотная характеристика L (ш)? Легко показать, что 

(4.14) 
Действительно, 
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или 
iws 1 -i""'R ( ) d iwss ( ) 

S hf ( Ф) = е J е тf 't ,: = е 
mf (J) '-оо

о тку да и получаем формулу ( 4.14 ). 
3. Пусть L есть оператор дифференцирования

dm(t) 
h(t)=-;JГ· 

Тогда 

( 4.15) 

( 4.16) 

Rhf ('t) = d;�
t

) f (t - 't)= 
dmf

t
+-.) f (t) = d� ,п (t + 't) f (t)=

и 
00 00 

( 4.1 7) 

shf(Ф)= I e-/o>cd� Rmf(-r.)d't=iш J e-lw, Rm,('t)d't=iФSmf
((J)), 

откуда 

-00 -оо

L((J))=i(J).

( 4.18) 

( 4.19) 

4. Пусть, наконец, L есть оператор интегрирования

t 

h(t)= I m(t)dt, ( 4.20) 

так что 

m (t)= d��) ( 4. 21) 

и 

Частотная характеристика, соответствующая оператору 
интегрирования, равна 

1 
L (ш)=-. .  

IW 
(4.23) 

Нужно отметить, что при стационарности процесса т (t) 
процесс (4.20) не всегда стационарен, а тогда соотноше
ния (4.22) и (4.23) не имеют смысла. 
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Обобщая формулы (4.12) и (4.19), можно сказать, что
еслн частотная характеристика L ( ш) является полиномом

q 

L(m)=�Qr1.(iш)r1., (4.24)
r,.==() 

где Q
r1. 

- постоянные, то соответствующий оператор L бу
дет равен

(4.25) 

поскольку слагаемое Q
r1. 

(iш)r1. соответствует умножению на
коэффициент Qr1. и а-кратному диффер�нцированию по t.

Формулы ( 4.09) и (4.10) легко обобщаются на случай
операторов, рассмотренных выше. 

Для ча,стотной характеристики линейного оптимально
го фильтра I типа мы получили выше выражение (2.28).
Приыеняя формулу (4.11), мы легко преобразуем это вы
ражение к ·виду 

(4.26)

Если сигнал и помеха не коррелированы, то согласно
формулам (2.37) будем иметь

( 4.27)

Формула для К (ш) имеет простой физический смысл.
Когда помехи отсутствуют, т. е. S

п 
(ш) О, то 

К(ш)=L(ш). (4.28)
Множитель

( 4.29)

дает поправку на помехи. Как видно из формулы (2.38),
это-частотная характеристика фильтра, осуществляющего
простую фильтрацию. Поэтому можно сказать, что, напри
мер, в дифференцирующих фильтрах I типа функция на
выходе получается в результате простого восстановления
з• зs



полезноrо сигнала и затем дифференцирования восстанов
ленного сигнала. Символически можно записать 

(4.30) 

где Ко - оператор простой фильтрации. Ошибка, давае
мая оптимальным фильтром при сложной фильтрации, 
получается равной 

-оо 

( 4.31) 
а если сигнал и помеха не коррелированы, то 

- 1 r Sт(ro)Sп(ro) 
г 2 =2тс 

J 
\L(Ф)\

2 
S,п(ro)+S,1(ro)

dФ
.

(4.32) 

-оо

При L ( ш) __:_ 1 формула ( 4. 32) переходит в (2. 39). 
В теории фильтрации спектральные интенсивности S (ю) 

часто представляют в виде дробно-рациональных функций, 
т. е. 

(4.33) 

r де Р и Р - полиномы степени v и !1· Поскольку инте-
• f" 
00 

грал � S (ш) dro должен сходиться, должно быть tJ. > v. 

-оо 
Спектральные интенсивности, соответствующие автокорре-
ляционным функциям, являются четными функциями, по
этому для них полиномы Р, и Р f' содержат лишь четные 
степени ш. Частотная характеристика оптимального фильтра 
К при таком представлении спектральных функций: также 
будет рациональной функцией, и ее можно записать в виде 

Рь (ro) 
К(Ф}= Pa(ro)'

(4.34) 

где Р а - полином степени а, Рь - ПОJ1ИНОМ степени Ь.
Возможны два случая: l) а> Ь, 2) а:,;;;;;,. Ь. В первом 

случае применима вся теория оптимального фильтра, изло
женная в § 2. Во втором случае числите,1ь будет при 
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oJ - -+- оо расти быстрее знаменателя, и если мы попытаемся 
найти выражение для k (t), то интеграл 

k (t) = 2� S е;.,, К (ro) dш (4.35) 
-00 

не будет сходиться. Тогда вся теория оптимальных фильт· 
ров оказывается ·необоснованной, ибо 110 полученной частот
ной характеристике К (ro) нельзя найти никакой функ
ции k ('1:). 

Разделив один ПОJIИном на другой, выражение для К (ro)
можно представить в виде суммы 

К (ro) = Q (ro) + К
1 
(ro), (4.36) 

где первый член Q(ro) есть полином q-й степени (q=b-a),
а второй чJiен К

1 
(ro) есть остаток от деления числителя на 

знаменатель и поэтому является функцией, убывающей при 
ш - -+- оо. Полином Q, равный 

. q 

Q((I))= L Q"(ioJ)'", 
о:-0 

(4.37) 

согласно формулам (4.24) и (4.25) соответствует оператору 

(4.38) 

поэтому можно предположить, что функция х (t) на вы
ходе фильтра с частотной характеристикой (4.37) будет 
равна: 

где 

q 00 

х (t) = � Q" d"}/) + s k
l 
(т.)f (t - т.)d't, 

а=) -оо

-00 

(4.39) 

(4.40) 

Однако при выводе интегрального уравнения (§ 2) мы це 
учитывали того обстоятельства, что линейный оптима.пь-
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ный фильтр может р•аботать по формуле ( 4.39), более об
щей, чем формула (2.01). Поэтому в следующем парагра
фе мы обобщим теорию оптимальных фи.'lьтров на этот 
случай и, следовательно, обоснуем утверждение, что ча
стотной характеристике (4.36) соответствует фильтр 
(4.39). 

§ 5. ОБОБЩЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
ОПТИМАЛЬНОГО ФИЛЬТРА 

Будем считать, что линейный фильтр работает по фор
муле (4.39). Задачу сформулируем следующим образом.
Как надо вьtбрать функцию k 1 (t) и коэффициенты Q,, , что
бы на выходе си стемы получить функцию х (t), возможно 
меньше отличающуюся от нужной нам функции h (t)? Будем 
искать оптимальный фильтр, средняя квадратичная ошибка 
? которого была бы наименьшей. Так как 

то 

или 

Е (t) = х (t) - h (t), (5.01) 

е
2 (t) = х 2 (t)- 2х (t) h (t) + h 2 (t) (5.02) 

? = [}: Qi")(t) J
2 +21: Q,, ,

м (') r k l (:с) r (t - -с) d-c + 

+ [I k 1 (,:} f (f - ,:) d-c ]
2 

- 21: Qa f (a) (f) h (f)--

- 2 I k 1 (-c)f (t - ,:) h (t) d-c + h 2
• (5.03) 

Преобразуя квадрат суммы и интеграла в двойные сумму 
и интеграл и внося множители под знак интеграла, по-
лучим 

? == �� Q"Q� f 1
"
1 (f) f(�) (f} + 2 � Q" I k 1 (,:) f (a) (f)/ (f- -.) �'С+

а � а 

+ И k 1 (,:) k 1 (a)f (t- -с) f (t - а) d,:da -

- 2 � Q"h (t) f (a.) (t) - 2 I kl (,:) h (t) f (t - ,:) dt + h2
• 

а. 

(5.04} 
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Продифференцируем теперь соотношение (2.06) а. раз по -с, а соотношение (2.05) а раз по о. Получаем 
R<;/ (-с)= (- 1 )" h (t) t<a.> (t - ,:), )1 R�j (О)= (-"1)'' h (t) t<"'> (t), } (5.05) 

R�"-) (,: - о)= f (t --с) f("-) (t- а), J R�,,_> (1:) = f(">(t) f (t - ,:).
Продифференцировав последнее соотношение � раз по ,:, получим R�"-H> (-с)= (- 1 )� t<a.> (t) f!�>(t-"C), R�,,+�> (О)= (- 1 )� t<"> (t) f(�> (t) = (5.06) 

= (- 1 )а. t<a.\ t)f(�) ( t) .
Теперь перепишем выражение (5.04) в виде 

�= �� Q,,_Q� (-1)�!1/Н) (О)+ 2� Q,,_ I kl (,:) R�'I.) ("С) dt +
+ Н k 1 (1:) k 1 

(а) R, (,: - а) d-cda - 2� Q,. (- l)a.Rt: (О)-
- 2 I kl (,:) Rhf 

(-с) d,: + Rh (О), . (5.07) 
выразив средний квадрат ошибки через корреляционны� функции. Обозначим теперь, как и раньше (§ 2), _средн'°ю квадратичную ошибку е

2 через Е для оптимального фильтра и через Е' для любого другого. Для того чтобы функци.1 k 1 (,:) и коэффициенты Q" обращали выражение для средней квадратичной ошибки (5.07) в 'минимум, необходимо и достаточно удовлетворить уравнению 
q 00 

L Q"R�"'� (-с)+ � kJ,) R, (,:·:._а) da , Rhf (i). (5.08) 
а-0 -ооДоказательс'!'во проводится так же, как и в § 2. Пусть Q._ и k

1 (,:) соответствуют оптимальному фильтру, тогда
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для uеоптимальноrо будем иметь Q"+8Q" и k 1 (,:)+ok 1 (,:),
и средняя квадратичная ошибка будет равна 

Е' = 2iI (Q,,:f_ 8Q") (Q� + 8Q�) (- l? !1-,"Н) (О)+ 

+ 2 � (Q" + 8Q"-) j[k 1 (,:) +.8k 1 (,:)] R}u) (,:) d,: +

+ S j [k 1 (,:) + 8k 1 (-i)] [k 1 (о)+ 8k 1 (а)] R
f 
(-r; - о) d,:da -

_- 2 L (Q" + oQJ (- 1 )"RtJ (U)-

- 2 � [k l (,:) + 8k 1 (,:)] R11f (,:) d't + Rh (О). (5. 09) 

Выделяя выражение для средней квадратичной ошибки 
оптимального фильтра, получим 

Е' =Е+ 2iI � Q"Q� [(-1)"+ (-Ii3 ] R�"+�>(O) +

+2 2i8Q,, � k 1 (,:)R�
"
>(-c)d,:+ 

+ 2 2i Q" j 8k 1 (,:) R�0 >(,:) d,; + 2 иak l (,:) k l (о) R, (,: - а) d,:do -

- 2 L oQ,, (-I)"RtJ (О) - 2 �MJi:) Rhf (,:) d-c + 1, (5.10) 
где 

1 = LLi oQ"oQ� (- 1 i R�
a
H) (О)+

+ 2 L oQ" j ok 1 (-с) R�"> (-с) d-c +

+ 2 И ok 1 (,:) 8k 1 (а) R
1 

(,: - о) d,:da =

= [I aQ,.t<">(t) + I ok 1 (-r;) f (t - ,:) d,:]
2

• ( 5.11) 

Отсюда видно, что 
(5.12) 

В силу формулы (5.06) выражение (5.10) можно записать 
в виде 
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1Х � 

+ I k l (,:) R�,.) (,:) d .. - Rrl (О) J +
+ 2 I ak 1 (-с) d-c[L Q"R�"> (,:) +



Теперь легко показать, что для того, чтобы выполня
лось неравенство 

Е'>Е, ( 5.14) 

необходимо, чтобы выражения в квадратных скобках фор
мулы (5.13) исчезли, в частности необходимо выполнение 
интегрального уравнения (5.08). Если оно выполняется тож
дественно при любых ,:, то все остальные квадратные скобки 
в правой части формулы (5.13) также исчезают, Действи
тельно, продифференцировав тождество (5.08) а раз по ,: и 
положив ,: = О, мы как раз докажем равенство нулю квад
ратной скобки при 8Q.,. 

Символически уравнение (5.08) можно записать так: 
K[R,(,:)]=Rhf(,:). (5.15) 

Написанное выше уравнение (5.15) достаточно для того, 
чтобы фильтр был оптимальным. Доказывается это, как и 
в § 2, с помощью неравенства (5.12). 

Попробуем решить уравнение (5.08} или (5.15). Умножая 
обе его части на е-1

"'' d,: и интегрируя в пределах от - оо 
до оо, в правой части получим выражение для спектральной 
интенсивности Shf (m), так что 

q. 

L Qo; s e-iwt R; .. \,:) d,: + н kJJ) R
1 
(-с - а) e-iw"d-cd'J =

а-О 

=Shf {Ф). (5.16) 

Произведя интегрирование по частям, получим 
00 00 I e-iw, R�"\,:) d,: = 1 e_;.,.,R�a.-1)(,:) +

-00 -00 

00 

+ • 1• -lw,R(a-1)( } d ( 1 2 } tm J е 
f 

,: ,: а.= , , .... 
-00 

( 5. 1 7) 

Поскольку R�
a.

-lJ при ,: -+-+- оо обращается в нуль, мы
имеем 

00 00 

I e-1""R�">(-c)d-c=iw ) e-1""R�a.-l)(-c)d-c, 
-оо -оо 

(5.18) 
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и повторяя эту операцию а раз, получим окончательно 
00 00 
I e-iwtR�•) ( ,:) d,: = (i(J) )"' s e-iwcR, (,:) d,: = (itl))" s, ((J) ).

-00 -00 

Согласно формуле (2.26) 

I I k i ( '1) R. f (,: - , ) е -iwc d-. d cr = К 1 
( (J)) S f ( т)'

так ч го равенство (5.16) примет вид 

lt0Q
. 

(ioJ). +к1 (ш) J s, (ш) = s.�, ((J)).

(5.19) 

( 5.20) 

( 5.21) 

Мы видим, что частотная характеристика оптимального 
фильтра I типа равна 

� а, �,(� 
К(ш)= LQ.(iш) +К 1 ((1))= S-(ы) 

•=0 f 

(5 .22) 

Эта формула внешне выглядит так же, как формула 
(2.28), однако она обоснована нами теперь для более ши
рокого класса фильтров. Это значит, что К

1 
(ш) дает ин

тегральную часть 01ератора К соответствующего оптималь-
ного фильтра, а полином � Q"' (iш)"' - линейный дифферен-

циальный оператор � Q"' (fт J""·
Выражение для частотной характеристики оптимального 

фильтра можно записать также в виде (4.26) или (4.27). 
Выразим теперь ошибку оптимального фильтра через 

спектральные интенсивности. Исходя из формулы (5.07) и 
принимая во внимание интегральное уравнение (5.08), по
лучим выражение 

или 

� = R.h (О)- [I� Q.Ql 
( ...:_ 1 )�R�•H>(O) +

+2 I:Qa.J k 1
(1:)R�0>(-.)d1:-t-

+ И k 1 
(,:) k 1 

(<:;) R
r 
(,: - cr) d-.dcr] = Rh 

(О) -

- I I tQa.
(iш)"' +K 1

(ш)l 2 S,(ш)dш (5.23) 

(5.24) 
-00



Пользуясь форму.Jiой (2.30), можно также написать 
00 

- 1 s 
Е

2 
= :гr. [S

h 
(m) - j К (m) j 2 s, (ш)] dm. (5.25) 

-ао

Нужно заметить, что эти вычисления годятся не только 
для фильтров I типа, их можно применить и для фиJiьтров 
ll и III типов. Подставляя в (5.25) выражение (5.22), мы 
11олучаем в более общих предпошжениях формулу (4.31) 
для фильтра I типа. 

Необходимо, чтобы интеграл в правой части равенства 
(5.24) сходился. В каждом конкретном случае надо про
верить его сходимость. Впрочем, расходимость этого ин
теграла имеет место лишь при бесконечных значениях 
производной R��\-i:) при ,: = О*, а тогда даже обобщенного 
уравнения оптимального фильтра написать нельзя и, значит, 
задача не имеет решения. 

Формулу (5.24) можно записать также в виде 

(5.26) 

где слагаемое h 2 дает разброс значений h (t) вокруг сред
него значения h = О, а в результате вычитания х 2 получим 

(5.27) 

Длн оптимального фильтра, осущесrвляющего простую 
фильтрацию, мы имеем 

(5.28) 

При. простой фильтрации г 2 приближается к т2 , когда
входнои сигнал .забит" весьма интенсивными помехами, 
имеющими тот же спектральный состав, что и сам сигнал 
(ер. конец § 2). Тогда по формулам (2.42) и (2.43) функ
ция К (m) мала, и на выходе фильтра получаем малую функ
цию х (t). При х (t) = О мы, очевидн.J, будем И:\lеть ? =
=h2 или е 2 =т 2 • 

* Например, корреляционная функция (3.23) имеет скачок лр,шз
водной R',('t) при т - О и, следовательно, R" (О)=- сх:•. 
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§ 6. ФИЛЬТРАЦИЯ КВАЗИМОНОХРОМАТИЧЩ:КИХ СИГНАЛОВ
С ПОМОЩЬЮ ФИЛЬТРА I ТИПА 

Представим себе, что у нас имеется cиrнaJI 

т (t)=a cos r.o/+ Ь sin r.o
u
f = е cos (r.oi-&), (6.01) 

где 
а = е cos & и Ь = е sin &. (6.02) 

При фикси�::ованных константах а, Ь или е, & cиrнaJr (6.01) 
вообще не является случайным процессом. Если а и Ь
случайныс величины, не зависящие от времени и у довлет
воряющие соотношениям 

(6.03) 

то cиrнaJr (6.01) можно рассматривать как случайный про
цесс. Спектр этого процесса сводится к частотам r.o= 
=-t-r.o

0
, поэтому такой сигнал можно назвать монохрома

тическим. Монохроматический сигнал можно рассматривать 
как предельный случай квазимонохроматическоrо сигнала, 
в котором а, Ь, е и & медленно изменяются со временем 
по статистическим законам. На практике монохроматических 
сигналов реализовать нельзя, можно осуществить только 
квазимонохроматические сигналы, приближающиеся к моно
хроматическим сигналам достаточно близко. 

При случайной мnдуляп.ии гармонического колебания 
частоты r.o

0 
мы получаем новый случайный процесс. Для 

того, чтобы этот процесс можно было считать квазимоно
хроматическим сигналом, ширина спектра модуляции дr.о по 
сравнению с несущей частотой r.o

0 
должна быть достаточно 

мала, т. е. 
(6.04) 

ру дем считать, что стационарные случайные функции 
а (t) и Ь (t) имею:r следующие статистические свойства 

a(t)=Ь(t)=O, 

а (t) а (t - ,i;) = Ь (t) Ь (t - ,i;) = c 2r (,i;), 

а (t) Ь (t - ,i;) = О при любых 't. 

(6.05) 

(6.06) 

(6.07) 

В соотношениях (6.06) произведение c 2r (,i;) есть авто
корреляционная функция случаиных величин а (t) и Ь (t), 
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взаимная корреляция между которыми отсутствует. Кон
станта. с 2 определяется формулой 

C 2 =/2 2 =Jia,
так что 

r (О)= 1. 

(6.08) 

(6.09) 

Функцию r (,:), удовлетворяющую такому соотношению, 
принято называть нормированной автокорреляционной функ
цией или коэффициентом корреляции. 

Выше мы сделали некоторые предположен1ИЯ о стати
стических свойствах функций а (t) и Ь (t). Отсюда вытекает 
ряд свойств для функций · е (t) и -6> (t), связанных с ними 
формулами (6.02). Функция е (t) называется огибающей 
с.1Jучайного процесса т (t), функция 'l'r (t) - его фазой. 
Строгое определение огибающей и фазы для любого слу
чайного процесса было впервые дано В. И. БунимоВlичем 
Е 1944 г. и подробно изложено в его книге. Там же чита
тель может найти доказательство того, что при условии 
(6.04) функции a(t) и Ь (t) в•сеrда удовлетворяют соотно
шениям (6.06) и (6.07). 

Вычислим теперь корреляционную функц�ию полезного 
сигнала 

:-= [а (t) cos ш 0
t + Ь (t) sin ro

0t] [а (t - ,:) cos ш0 (t - ,:) -t

+ Ь (t - ,:) sin 11J 0 (t - -.)] =

= c 2r (,:)[ cos (l)i cos ro
0 

(t - ,:) + sin ш
0
t siп ш

0 
(!-,:)] 

или 
Rm (,:) = c 2r (,:) соsш

0
,:_ 

При ,: = О получаем 

с 2 
= R

111 
(О)= т2 (t), 

что показывает физический смысл постоянной с 2
• 

Для дальнейшего введем спектральную функцию 

00 

s(ш)= f e-1w'r(,:)d,:,
-оо

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 
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соответствующую нормированной корµеляционной функции 
r (,:). Тогда обратное преобразование Фурье дает 

00 

r(,:)=2� s ei"''s(ш)dш. (6.13) 
-00 

С помощью функции s (ш), определяющей спектральную 
интенсивность случайных процессов а (t) и Ь (t), мы найдем 
и самый спектр квазимонохроматического сигнала ,п (t): 

00 00 

Snz(ш)= f e-i"'"Rnz(,:)d,:=c 2 f e-i"'"r(,:}cosш
0
,:d,:.

-00 -00 

В силу формулы Эйлера 

выражение (6.14) перепишется так 

S («>)=� [ r e-i("'-"'0>
0г(,:)d,:+ 

nz 2 j 
-00 

-t- J
oo
e-i("'+"'o)"r(,:)d,:]

или, принимая во внимание формулу (6.12), 
с2 

Sm(«>)= 2 [s(щ-ш0
)+s(ш+ш

0 )]. 

(6.14) 

(6.15) 

Величина дш, фигурирующая в формуле (6.04), характе
ризует ширину функции s («>), определенную согласно § 3. 
Как и в § 3, мы считаем, что функция s (оо) имеет .коло
колообразную" форму с максимумом при ш = О. 

В силу соотношения (3.33) нера_венство (6.04) дает 
(6.16) 

Время корреляции Д,: характеризует быстроту изменения 
случайных функций а (t) и Ь (t) во времени. Условие (6.16) 
показывает, что за промежуток времени Л,:, достаточный 
для заметного изменения а (t) и Ь (t), функции cos ш/ и 
si n шi испытают много колебаний. Иначе говоря, функции 
а (t), Ь (t), е (t) и {f (t) являются при условии (6.04) медленно 
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меняющимися функциями по сравнению с cos mi и sin mi, 
Спектральная интенсивность Sm (ш) согласно формуле 

(6.15) имеет вид, изображенный на рис. 6, и в силу условия 
(6.04) состоит из двух неперекрывающихся частей, распо
ложенных при (!} � w

0 
и ш � - ill

0
, 

В дальнейшем при конкретных расчетах мы положим 
r(-c)=e-alsl' 

тогда по формуле (3.23) будем иметь 
2а 

s(ш)=.--+ 2 •а ro 

(6.17) 

(6.18) 

Параметр а определяет ширину спектра. Действительно, по 
формулам (6.09) и (6.13) имеем 

2� j s ( u)) dm = l , (6.19) 
-оо

и соотношение (3.30) дает

(6.20) 

Исследуем теперь оптимальные фильтры, выделяющие 
квазимонохроматические сигналы на фоне так называемых 
«белых шумов» - по-
мех с постоянной спек- 3m{6J) 
тральной интенсивно-
стью 

S
п 

(ш) =S
п 
= const. 

(6.21) 
Название «белый шу:м» о 1.,,) 

образовано по анало- Рис. 6. Спектр квазимонохроматическоrо
rии с «белым светом», сигнала. 
в котором присутству-
ют в·се цвета спектра, соот,ветствующие различным 
частотам. Подобно этому, в «·белом шум,е», пред,став
лены колебания всех частот, причем с одинаковой 
интенсивностью. В· чистом виде, очевидно, белый шум 
не осуществим, поскольку ему соответствовала бы 
бесконечно большая интенсивность колебаний {ер. фор
мулу (3.04) ]. Поэтому нущно считать, ч,:о поста-
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янство S
11 

имеет место в пределах достаточно большого 
интервала частот, и при более высоких частотах функция 
S

11 
(ro) спадает_ до нуля. Фактически же мы должны тре

бовать для справедливости всех дальнейших выводов по
стоянства S

п
(Ф) в· пределах спектра сигнала (рис. 6). 

Рассмотрим оптимальный фильтр I типа для квазимо
нохроматического сигнала. В случае простой фильтрации 
при отсутствии корреляционной связи между сигналом и 
шумом частотная характеристика такого фильтра опреде
ляется формулой (2.38) 

sm (<.й) K(w)= Sт(ro)+sп· (6.21) 

При вычислении функции k (1:) по формуле 
1 oo

s 
ei"'' dro

k (1:) = � sп 
-00 1 + 

sm (<.й) 

(6.22) 

мы, ввиду четности функции k (1:), можем ограничиться по
ложительными значениями 1:. Обозначим знаменатель подын
тегрального выражения буквой N (w) и найдем 'корни 
уравнения N(w)=O. Для функции (6.18) оно имеет четыре 
комплексных корня (два корня при w � 000 и два - при 
w::::::: - 000). При вычислении полюсов удобно воспользоваться 
тем, что при w:::::: ш0 функция Sm (ш) приближенно равна 

с2 �2а 
S (ш)..:::: т S (ш - ш0 ) = ( )2 + 2 , (6.23) т � ro-ro

0 
а 

поскольку слагаемым s (ш + ro
0
) :=::: s (2ro

0
) здесь можно пре

небречь. Тогда знаменатель равен 

N (ш) = 1 + Sп (ro -;
2
°;2 + а

2

• (6.24)

Он обращается в ну ль при 

ro=ш0 + i�, где�=--/ а2 + с�а . (6.25)
V 

Два других корня будут при w = - ш
0 
± i�. Таким об

разом, два корня расположены в верхней полуплоскости и 
два-в нижнеи. При вычислении k(1:) для -;>О важны 
корни только в верхней полуплоскости, поскольку мы де
формируем путь интегрир·ования наверх и, пользуясь лем
мой Жордана (ер. § 8), сводим интеграл к сумме вычетов. 
48 



dN Производная dw в полt0сах 
щ =-+- щ 0 + i� будет равна 

(6.26) 

и окончательное выражение для k (1:) запишется в виде 

(6.27) 

где введен безразмерный параметр р, играющий в данной 
задаче роль отношения сигнала к шуму (по мощности) 

с2 

p=
---:s;_;

, (6.28) 
п 

с помощью которого можно записать параметр � в виде 

�=a ✓ l +Р· (6.29) 

Безразмерный параметр р показывает, насколько квази
монохроматический сигнал инrенсивнее помехи. Действи
тельно, с 2 есть саг ласно формуле (6.11) среднее значение 
интенсивности монохромаrического сигнала, а произведение 
S11 а согласно формуле (6.20) определяет интенсивность по-
мех в полосе частот, заняrой сигналом. 

В случае больших помех (р <%; 1) из ф0Jмуль1 (6.29) по
лучаем а::::::�. откуда 

(6.30) 

и 

(6.31) 

в соответствии с форму лай (2. 43). Когда же по:,..1ехи малы 
по сравнению с сигналом (р � 1 ), то из формулы (6.29) по
лучаем �►а. 

Полоса пропускания оптимального фильтра соответствует 
интервалам частот ( щ0 - Лrо', t0 0 + дш') и (- t00 - Лш', 
-ш0 +Лщ'), где

, .. в 7t v-1 + Лш =т: =
2

а р. (6.32) 

Мы видим, что при уменьшении интенсивности помех по
лосу пропускания фильтра целесообразно расширять. Уве-
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J1ичение ширины полосы фильтра при малом уровне помех 
приводит к уменьшению его памяти - времени извлечения 
( «собиrания») сигнала из шума, равного по порядку вели-
чины j . Это вполне понятно, ибо при отсутствии . помех
получение полезного сигнала вообще не требует времени. 
Можно также отметить, что «собирать» квазимонохрома
тиче:ский сигнал с помощью фильтра имеет смысл только 
в пределах времени корреляции сигнала, поэтому всегда 
f3>a. 

Вычислим среднюю квадратичную ошибку фильтрации 

s�=m 2
- 2� \IК(ш)/ 2 S,(ш)dш (6.33) 

-оо

или 

Записав подынтегральную функцию в виде 
sm 

(ro) 

(6.34) 

(6.35) 

возьмем интеграл (6.34) с помощью вычетов. Вычеты здесь 
будут двоякие. Во-первых, они связаны с нулями знаме
нателя (ш =-+-- ш

0 
+ i�) и , во-вторых, с полюсами числителя 

(ш=-+--ш
0
+iа). Окончательно мы получим 

2_ с 2 

s - YI + р
(6.36) 

Действительно, поступая как при выводе формулы (6.27), 
будем _ иметь 

_ Snz(roo +m+ S"'(-�o+ m- 2Sп 
с•а � 

с• (6.37) 

Предположим, что а стремится к нулю, иными словами, 
сигнал становится все более монохроматичным. Тогда р 
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растет и s2 падает. Это достигается за счет того, что 
суживается полоса пропускания фильтра (6.32) и увеличи-
вается его память - время дt' "'Т, за которое он эффек-

тивно использует входной сигнал. Однако � убывает не 
пропорционально а, а медленнее 

(6.38) 

поскольку, как было указано вьтше, нецелесообразно сужать 
полJсу пропусканиr1 фильтра до полосы сигнала, а выгодно 
брать ее несколько шире. 

Заметим, что дш1 рассматриваемого нами полосового 
фиJiьтра с частотной характеристикой (6.21) величины дш' 
и дt' по-прежнему связаны соотношением вида (3.33). 

Вернемся теперь к монохроматическим колебаниям. Для 
них а=О, �=0, д,о=О, i°2=0 и 

k ( 't)"' cos ш
0 
't, 
�· _, 

(6.39) 

llричем перед cos ш
0 
't стоит бесконечно малый коэффициент. 

Заметим, что бесконечно малая ошибка достигается здесь 
благодаря бесконечно большому времени работы фильтра, 
Если использовать входной сигнал за конечный промежуток 
времени, то и ошибка, очевидно, будет конечной. 

§ 7. ОБ ОСНОВНЫХ ПОЛОЖЕНИ,ЯХ

СТАТИСТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ФИЛЬТРАЦИИ 

Вернемся к основным положениям статистической тео
р,ии фильтрации. 

Прежде всего, полезный ,сигнал и помеха предполага
ются стационарными случайными процессами с известны
ми коррелящионными свойствами. Стационарность обоих 
процессов означает, что статистические свойства каждого 
из них с течением времени не меняются, т. е. что свойства 
каждого проце·сса не зависят от того, в какой именно ин
тервал времени рассматриваем мы данный процесс. Мы 
считали также, что корреляционные функции нам !Извест
ны; это значит, что производились какие-то предваритель
ные исследования данного процесса. 

Под оптимальными фильтрами в статистической теории 
фильтрации подразумеваются фильтры, работающие с ми
нимальной средней квадратичной ошибкой. Этот критерий 
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ведет к наиболее простым соотношениям. Однако фаюш
чески он применим тогда, когда нежелательность ошибки 
возрастает с ее величиной. Но возможны •случаи, когда 
вс•е ошибки, превышающие некоторый предел, в одинаковой 
мере нежелательны: в таких случаях естественно пользо
ваться другим критерием. 

Изложенная выше теория ограничивается линейными 
фильтрами. Нелинейных фильтров мы не рассматривали. 
В гл. VIII мы рассмотрим теорию фильтрации нЬрмаль
н1х (гауссовых) процес,сов и последовательностей с более 
общей точки зрения и покажем, что в этом случае опти
мальный линейный фильтр действительно является опти
мальны;-.� также по сравнению с любым другим фильтром
.аинейным или нелинейным, а критерий средней квадратич
ной ошибки эквивалентен ряду других критериев. Этот 
результат можно объяснить, грубо говоря, тем, что нее 
вероятностные характеристики нормальных процес,сов 
с равным нулю средним значением определяются их кор
реляционными функциями. Линейный фильтр как раз ис
пользует эти функции, и необходимость в линейных 
фильтрах возникает только для случайных процес,сов, ста
тистические свойства которых не исчерпываются функция
ми корреляции. 

Таким образом, нелинейные фильтры могут иметь зна
ч.ение лишь для случайных процессов, не подчиняющихся 
нормальному закону. Преимущество таких фи.т1ьтров ао 
сравнению с линейными должно сказываться тем сильнее, 
чем больше данный случайный процесс отличается от нор
мального. Теория нелинейных фильтров весьма сложна, и 
ощутимых практических результатов она до сих пор не 
дала. 

В радиолокации проблему фильтрации следует ставить 
иначе. В то время как помеху можно по-прежнему считать 
с.r.учайным процес·сом, полезный сигнал здесь уже имеет 
определенную форму (например, является прямоугольным 
импульсом), только с некоторыми неизвестными парамет
рами. Поэтому проблема фильтрации не сводится к вос
произведеН1ию полезного сигнала в малоискаженной фор
ме, а возникает задача такого преобразования полезного 
сигнала, чтобы обнаружение его среди помех и измерение 
его параметров 'сопровождалось наименьшей ошибкой. 
Фильтры такого типа мы раосмотрим в гл. III. 

Впервые проблемы линейной экстраполяции стационар
ных случайных последовательностей и процессов были ис-
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сJ1едованы в работах А. Н. КоJ1могорова и других сове1'
ских математиков. Однако лишь благодаря работам Нор
берта Винера по оптимальной линейной фильтрации 
и экстраполяции случайных процессов данные проблемы 
вышли за рамки чистой математики и приобреJIИ практиче
ское значение. 

Поскольку эти задачи о фильтрации явились своего 
рода образцом для «оптимального» решения целого ряда 
других статистических задач, представляющих интерес для 
техники, мы продолжим их изучение в следующей главе. 
Более подробное изложение относящихся сюда вопросов 
читатель может найти в обзорной статье А. М. Яглома и 
в ряде книг. 



ГЛАВА 11 

ФИЛЬТРАЦИЯ И ПРОГНОЗИРОВАНИЕ 

СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ* 

§ 8. ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО

ЛИНЕИНОГО ФИЛЬТРА II ТИПА 

Для фильтров II типа функция k
1 

(1:) удовлетворяет до
бавочному условию 

(8.01) 

аналогичному условию ( 1.14), и формула ( 4.39) принимает 
вид 

q 00 

x(t) = � Q,i�J (t) + s k {1:) f (t - 1:) d't. 
tx=O О 

(8.02) 

Таким образом, фильтр II типа использует входной 
процесс за полубесконечный промежуток времени. Фильтр 
I типа использует информацию за промежуток времени, 
бесконечный в обе стороны, поэтому он более эффективен, 
чем фильтр II типа, и, в частности, его средняя квадратич
ная ошибка меньше. 

При 1: � О коэффициенты Q" и функция k 1 
(1:) оптималь

ного фильтра II типа должны удовлетворять тому же урав-
нению (5.08) 

q 00 

� Q"R�"J(1:) + S k 1 (з)R,('t - з) d-;= Rhf 
(-.), 

=О О 

(8.03) 

* Эту глану можно при первом чтении пропустить, ·ознакомившись 
лишь с представлением случайного процесса в виде наложения возму
щений стандартной формы (§ 12). 
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что и в случае фильтров I типа, однако, при 't < О это урав
нение не должно выполняться, поскольку 

(8.04) 
Вместо этого должно выполняться условие (8.01), благодаря чему задача становится �ораздо сложнее. 
Применим к уравнению (8.03) преобразование Фурье. 

Для этого воспользуемся формулами 

!1 

с:х, 

R1 
('t) = 2� ) e1"''S

1 
(ш) dш, 

-оо 

00 

R(a> ( ) 1 Г i"'"(. )" с- ( ) d f 't = 27t j е lШ ..:,
f 

Ш Ш, 

�Q"R�
a)('t)= 2� J e 1"'"[EQ"(iш)"] S1(ш)dш

-оо 

00 00 СХ> 

(8.05) 

Jk 1 (a)R,(',-a)da= 2�J k 1 (a)da s e i"'<;-•>s1(w)dш=
о О · -'-оо 

00 С:Х, 00 

=
2
� J е1""S1(ш)dш] e-1""k

1 (a)da= �1t J е1""' К 1 (ш)S1(ш)dш. 
-:Х, о -00 

Воспользовавшись также соотношением 
00 

Rh,('t)= 2� s eiOJt sh,(ш) dш, 
-оо

иы преобразуем уравнение (8.03) к виду
00 

(8.06) 

(8.07) 

J е1"''[К(ш)S1(ш)-Sh1(ш)]dш=0 при 't;?-0, (8.08) 
-00 

где 
q 

К (ш) = EQ,,(iш)"'+ К1 (ш)
cz=O 

(8.09) 
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есть ке·известная нам частотная характеристика (коэффи
циент передачи) искомого фильтра, причем слагаемое К1(ш) 
исчезает при ш -+ -+-- оо и допускает преобразование Фурье, 
а S ,( ш) и S hf ( ш) - известные спектральные функции. 

Если бы функция К (Ф) была нам известна, то мы могли 
бы представить ее в виде (8.09) и по функции К 1 (ш) вы
числить [ер. формулу (4.40)] функцию 

00 

kJc)=2
1
11 

j е;""К 1 (щ) dw, (8.1 О) 
-00 

к,оторая должна удовлетворять условию (8.01). Поэтому 
наряду с уравнением (8.08) должно выполняться еще 
уравнение 

00 

S ei"'" К1
(ш) dш = О при ,; < О. (8.11) 

-00 

Вся трудность состоит в том, что функция К(ш) должна 
удовлетворять двум соотношениям (8.08) и (8.11 ). Мы будем 
искать неизвестную функцию К (ro), пр,щполаrа;� сна
чала, чго функции S1(ш) и Shf(:u) даны нам не в виде эмпи
рических кривых:, а в виде формул, допускающих аналити
ческое продолжение в область комплексных частот, т. е. 
будем считать. S1(ш) и Sh1

(ro) функциями комплексного пе
ременного, аналитическими в некоторой окрестности веще
ственной оси на плоскости комплексного переменного ш.

Вводя обозначение 
J(ro)= К(ш)S1 (o>)-Shf (ro), (8.12) 

мы можем переписать уравнение (8.08) в виде 
00 

S e iw'J(ro) dro = О при ,; � О. (8.13) 
-00 

Для дальнейшего преобразуем его следующим образом. 
Умножим обе части на e-iw, и проинтегрируем от О до оо 
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00 00 

Je-iw•d-; 
J е

;"'" J(ro)do>=O.
о -оо

(8.14) 



tсли w есть комплексное число, лежащее в нижней полу
плоскости (ниже вещественной оси), так что lm w < О, то 
в ,i"нтеграле (8.14) можно изменить порядок интегрирования 

00 00 00 00 

Je-iu,.,,d-i: 
S e

1w,:J(ш)dш= f l(ro)dro Jei(w-ш),d't, (8.15) 
0 -00 -со 0 

носкольку внутрений интеграл 

сходится. 

00 

е 't=---� J 
l(w-w),d 1 

i (ro-w) 
о 

(8.16) 

Окончательно уравнение (8.08) можно переписать в виде 
00 

S 
J (ro) dro 
w-w =0 при Imw <О. (8.17) 

-00 

Поступая так же с соотношением (8.11 ), т. е. умножая на 
е- 1

= и интегрируя от -оо до О, мы преобразуем его к виду 
00 

f К, (ro) dro = О при Im w > О.J (J)-W 
(8.18) 

-00 

Интегралы, стоящие в левых частях формул (8.17) и 
(8.18), называются в теорИ!и функций ком,пл-ексного пере
менного интегралами типа Коши. В следующем параграфе 
мы увидим, что rеория функций комплексного переменно
го ·позволяет найти неизвестные нам функции K(ffi) и K1·(ffi) 
из соотношений (8.17) и (8.18). Предварительно мы рас
смотрим некоторые положения теории функций комплексно
го переменного, которые нам понадобятся в дальнейшем. 

Теорема Коши. По теореме Коши, если функция ,F(ffi) 
является аналитической в некоторой односвязной облает.и, 
то ее значение в любой точке w этой области выражается 
через значения этой функции на замкнутом контуре С, 
окружающем эту точку ( см. рис. 7), следующей формулой 

F (w) = � th 
F(ro)dro (8.19) 

21tt j ro-W ' 

с 

1·де ш - переменная интегрирования, а интеграл берется 
в положительном направлении (против часовой стрелки). 
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Лемма ЖордаNа. Эту лемму можно сформулировать 
так. Если функщ1я F (w) в верхней полуплоскости и на ве
щественной оси (т. е. при Im w � О) удовлетворяет условию 

F ➔ О (равномерно) при jwj➔ 1X> (8.20) 
и ,: есть некоторое положительное чпсло, то при R - ос 
И\l!еем 

lim Ге;""" F (w)dw = О (,:>О),R➔ooJ 
CN 

(8.21) 

где С N- полуокружность с центром в начале координат и
радиусом R, находящаяся в верхней полуплоскости (рис. 8). 

Рис. 7. Контур С на ко,1-
плексной плоскости 

(к теореме Коши). 

о 

Рис. 8. Контур С N на ко�111лексной 
плоскости (к ле�1ме Жордана). 

Если ,: < О, то соотношение (8.21) справедливо, если в ниж
ней полуплоскости и на вещественной оси (т. е. при Im w '¾ О) 
выполняются те же условия, тог да полуокружность С R
лежит в нижней полуплоскости. 

Нам понздобится также следующая лемма. 
Лемма I. Пусть функция G(w) является аналитической 

в полосе 
у 1 < Im w < у2 

(8.22) 
и на концах этой полосы (при 'Re w --+- оо) убывает доста
точно быстро, по крайней мере, быстрее, чем __!_, где а> О 

w" 

[в приложениях мы будем брать у 1 < О, у 2 � О, так что по
лоса (8.22) содержит вещественную ось]. Тог да, какова бы 
ни была функция G(w) вне полосы, она может быть разло
жена на сумму 

(8. 23) 

где G+ (w) - функция, аналитическая во всей верхней но
луплоскости, включая полосу (8.22), т. е. при Im w:? у 1, 
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а а- (w) - функция, аналитическая по всей нижней полу
плоскости, включая полосу (8.22), т. е. при Im w о;;;;; у 

2
• 

Доказательство леммы вытекает из теоремы Коши (8.19) 
для функции G (w). Действительно, возьмем в качестве кон
тура интегрирования прямо
угольник (рис. 9) и будем кон
цы этого контура продол
жать до бесконечности, при
чем направление обхода кон-

t 
lmW•y2

1 
lmW•r,

тура будем брать против ча- Рис. 9. Прямоугольный контур совой стрелки. Тогда бла- (к лемме I). 
годаря убыванию G (w) при 
Re w -+-,-ею интеграл по каждой rоризонга.тш сходится 
fiыстрее, чем интеграл 

(8.24) 

т. е. стремится к определенному пределу. По той же при
чине интегралы по вертикальным отрезкам стремятся к нулю. 
Поэтому функцию G(w) в полосе (8.22) можно представить 
гак 

i, 1+00 i1,+oo 

G(w)=� С G(ш)doo -� 5 G(oo)dro '
21t1 J (J) -w 21tt 1,) - w 

iт,-оо i,,-oo 

(8.25) 

где первый интеграл берется по нижнему краю полосы, а 
второй-по верхнему краю. Обозначим 

11, +:,о ir.+oo 

G+(w)=-1. s G(oo)doo, a-(w)=--1. s G(ro)dro. (S.2б)
21t1 ro-w 21t1 ro-w 

ir,-oo iт,-оо 

Первый интеграл представляет собой аналитическую 
функцию выше пути интегрирования. Ниже пути интегри
рования G + (w) - тоже аналитическая функция, но уже 
другая, поскольку при переходе через путь интегрирования 
функция терпит скачок. Второй интеграл представляет 
собой функцию, аналитическую ниже пути интегрирования, 
т. е. o-(w) можно продолжить аналитически во всю ниж-
нюю полуплоскость. 

Дадим оценку поведения функций G + (w) и a-(w) на 
бесконечности; она имеет различный вид для случаев :, > 1 
и :,,;;;;; 1. Если cr>I, то при lw/-+-oo 

м G + (r.e,)::::::: w,
(8.27) 
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где интеграл
iт,+оо 

М = - � Г G (ш) dш
-1tl J (8.28)

iт,-оо
в силу условия a>I сходится. 

Если число :; заключено между О и 1 (или а= 1), то
мы получаем расходящийся интеrр.:1л (М=оо). В этом слу
чае можно показать, что фуикция G + (w) убывает медлен

! нее, чем w· Действительно, разобьем интеграл для функ-
ции G + (w) на три интеграла по промежугкам, изобра)!<ен

J ным на рис. 10. Интеграл
--=='=,..,..,,,.............-,=::::::::::::=�2

�====-=------==:::,,.,�=- по промежутку 2 есть ин-
�r,�п 111 ir,•n теграл в ко�нечных пределах, и для него ·Сlправед-

Рис. 1 О. Разбиение интервала интеr- лив а оценка (•8.,27). Что
рирования на три части (к .�емме 1). касается и,нтеграло'в по

участкам 1 и 3, то 1при
достаточно большом Q их;,мож;но оценить, если положить-на 
них G (w) = �, где С - константа . Тогда, например, ин-

rо
о 

теграл по промежутку 3 равен
00 00 

2:i S ro0(w d:_ w) = 2тt�w0 S х"(:� 1)'
i7,+R iT,+2 

w 

(8.29)

(J} где х =-. Интеграл в правой части равенства (8.29) при
w 

W➔ OO либо конечен (если :; < 1 ), либо возрастает, как ln w
(если а= 1), поскольку 

(8.30) 

Аналогичную оценку будем иметь и для интеграла по ле-
1 вому промежутку 1. Следовательно-, G + (w) убывает, какw" 

lnw 1 или rш"· т. е. медленнее, чем w. Такие же свойства имеет
и функция a-(w),
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Теория интегральных уравнений, к которым сводится 
исследование оптимальных фильтров 11 типа, дана Винером 
и Хопфом и с более общей точки зрения - В. А. Фоком. 
В нашем изложении методики решения уравнения (8.03) мы, 
в основном, следуем работе Фока. 

§ 9. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЧАСТОТНОR ХАРАКТЕРИСТИКИ

ОПТИМАЛЬНОГО ФИЛЬТРА II ТИПА 

В '§ 8 мы свели ур�внение (8.03) для оптимального 
фильтра 11 типа к двум соотношениям (8.17) и (8.18). В даль
нейшем мы будем считать, что функции s, (ш) и Shf ((t)) 
являются аналитическими в пределах полосы 

-y,;;;;Imш,;;;;y, (9.01) 

охватывающей вещественную ось, причем функция s, (ю) 
в этой полосе нигде не обращается в нуль. В частности 
предполагается, что при всех вещественных ш 

s, (ш) > О. (9.02) 
В дальнейшем (см. § 11) мы от этих ограничений по

пытаемся избавиться, однако в данном параграфе мы будем 
на них опираться. 

Применим теперь лемму I к соотношениям (8.17) и (8.18). 
Будем считать, что l(ш) и К

1 
(ш) удовлетворяют лемме I 

также и в отношении поведения на бесконечности, иначе 
выписанные интегралы не имели бы смысла. По лемме I 
можно написать 

J(w)=f+ (w)+J-(w), }
К

1 
(w) =K;(w) + к;-(w). (9.03) 

Ес.ТI взять в лемме I полосу, расположенную ниже ве
щественной оси (у

1
.< О, у

2
= 0), то для нее формула (8.17) 

дает 

(9.04) 
-оо

и, следовательно, 
J(w)=J+ (w). (9.05) 

Аналогичным образом для полосы, лежащей выше веще
ственной оси (у 

1 
= О и Уа > О), из соотношения (8.18) по

лучаем 
бl 



(9.06) 
и 

К1 (w) = K 1-(w). (9.07) 

Это значит, что для оптимального фильтра функция J(w) 
должна быть аналитической функциеи во всей верхней по
луплоскости, а K 1(w)- аналитической во всей нижней по
луплоскости. Мы показали необходимость этого, опираясь 
на соотношения (8.17) и (8.18). Достаточность этих усло
вюi для соотношений (8.17) и (8.18) легко доказывается 
с помошью теоремы Коши, а для соотношений (8.11) и (8.13) 
на основании леммы Жордана, если функции J ( m) и К 

1 
( m)

убывают равномерно на бесконечности в тех полуплоско
стях, где они являются аналитическими. Действительно, 
в силу аналитичности функции J (w) в верхней полупло
скости мы можем преобразовать интеграл по прямолинеи 
ному контуру в левой части формулы (8.13) в интеграл по 
бесконечной полуокру�ности С 

R 
(рис. 8) 

оо R 

r e;'°"J (ш) d'.o = lim I e;"'"J (ш) dю = lim s е;,,,, J (ш) dto. (9. 08) 
J R➔oo .J R➔oo 

-оо -R CR 

Он равен нулю при �>О, если функция J(m) убывает на 
бесконечности. Это соотношение удовлетворяется и при 

1 �=0, если J(m) убывает быстрее, чем 
00

1
+а' тогда интег-

рал по полуокружности исчезает и при � = О. Если функ
ция K

1
(m) на бесконечности исчезает равномерно, то к ней 

тоже можно применить лемму Жордана и написать 
00 

r eiw,K
1
(m)dш=lim i eiw�K

1
(m)dш=O

J R➔oo J 
-оо CR 

(9.09) 

при � < О, где С R
- полуокружность в нижней' полуплос

кости. 
Таким образом, мы приходим к следующим требованиям: 
А. Функция K 1

(m) должна быть аналитической в нижней 
полуплоскости (Im m,;;;;; О) и исчезать-при jш/-+оо равномерно 
(в этой полуплоскости). В соответствии с формулой (8.09) 
частотная характеристика К(ш) должна представлять собой 
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аналитическую функцию 1:1 нижней полуплоскости и расти 
q 

в ней не быстрее некоторого полинома 
. Q ( ш) = �Q"(im )"' .

<>=0 

В. Функция J (ш) = К (ш) S/ш) - Shf 
(ш) должна быть анали-

тической фунцией в верхней полуплоскости (Im w? О) и
должна в ней убывать при I ш 1 -+ оо быстрее, чем ---h,; 

(!) 

(где а> О). 
Из требований А и В можно получить решение задачи, 

которое выражается через вспомогательные функции S/(ш) 
и s; ('])), произведение которых равно данной функции S1(ш),
т. е. 

(9.1 О) 

где S/(w) и s;(ш), подобно функции s,(ш), являются ана
литическими в полосе (9.01) и не имеют в ней нулей, кроме 

+ того функция s, (ш) является аналитической и не обращается 
в ну ль во всей верхней полуплоскости (при lm ш?-у), 
а функция s;(ш) обладает теми же свойствами в нижней 
полуплоскости (при Im ш � у). 

Разумеется, это разбиение на множители неоднозначно, 
и формулу (9.10) нужно чем-то дополнить, чтобы точно 
определить s; и s,-. Известно [см. формулу (3.02)], что 
s,(ш) есть четная функция u). Поэтому 

S ,+ ( ш) S ,-( ш) = S ,+ ( - ш )S ,-( -ш). (9. 11) 

Отсюда естественно принять, что 

(9.12) 

Будем считать, что на бесконечности в нашей полосес2 
функция S,(ш) убывает, как 

00
2
r, где r=l, 2, ... и с-поло-

жительная постоянная. Это значит, что 

lim 
(!)2rsf((!)) 

"-'➔±оо 
с 2 

1. (9.13)

Чтобы фактически найти st и S 1, введем функцию 
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G (ш) = ln (002 +12
!
rs,(ro)'

с 

(9.14) 

r де у - произвольное число, большее у. Будем считать, 
что при вещественных значениях ш функция G (m) тоже 
вещественна, для чего возьмем главную ветвь логарифма. 
Кроме того, G ( ro) - аналитическая функция в пределах по
лосы. Поэтому лемма I применима к G (ш), ибо G (ш)-+ О 
при Re ш - -t- оо. 

Используя формулу (9.1 О) и тождество 

ш 2 +1 2 

= (у+ iш) (у- iш), (9.15) 
rtолучим 

(9.16) 

Первый, логарифм формулы (9.16) является функцией, 
аналитической в верхней полуплоскости, вrорой логарифм 
является функцией, аналитической в нижней полуплоско
сти. Иначе говоря, в силу формулы (8.23) можно по
ложить 

G+(ш)=ln �-iro)rst(ro), a-(m)=ln N+iroYs,(ro), (9.17)
с с 

откуда функции SJ и s, получаются в виде 

S/(ш)=~ с е0+<.,>, s,(ш)=_ с 
('У - iro)r (у + iro( 

причем сами функции G + и а- определяются форму
лами (8.26). 

·Недостаток этих формул в том, что в них входит про-
извольное число у и что они выведены при условии (9.13). 
В дальнейшем мы постараемся избавиться от этих оrрани-
чений. 

Функции s: и S1, определенные формулами (9.18), об
ладают свойствами, сформулированными выше. Таким об
разом, лемма I позволила разбить функцию S

1 
(m} по фор-

муле (9.10). В дальнейшем мы всюду будем под s7 и 
s, понимать выражения (9.18). На бесконечности (в тех 
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полуплоскостях, r де они являются аналитическими) 
удовлетворяют предельным соотношениям 

они 

. (-iro)rst(ro) 
1
. (iroYS,(ro) ltm __ ......,__ = 1, 1m -----=-- = 1. 

\со\➔:» С \col➔oo С (9.19) 

Выписанные выше формулы на первый взrляд довольно 
сложны. Однако в приложениях часто можно взять s,(w) 
в виде рациональной функции, т. е. отношения двух по
линомов [ер. формулу (4.33)] 

(9.20) 

Это-полияомы степени а и Ь от w 2
, поскольку они долж

ны быть четными функциями (1). Будем считать, что 
Ра ((1)2)=0 при (l)=±x., (a=l, 2, ... ,а) (9.21) 

и 

(9.22) 

Тогда функцию s,((I)) можно представить в виде произве
дения 

s ((!))=са П(ro
a
-yi) =(-l)rc2 П(У:-00

2
) (r=a-b),f П (оо2 

- х: ) П (х: - 00 2) 

и функции s: и S1 равны 

S+( ) ., п (У�+ ro) s-( ) ., п (У� - оо)f (j) = t с" ' f (1) = t сп .

(х., + ы) (х� - ro) 

(9.23) 

(9.24) 

Здесь мы через х" и у� обозначили корни знаменателя и 
числителя, находящихся в верхней полуплоскости (Imx., >O 
и Imy� > О), а через - х" и - у� корни в нижней полу
плоскости. Действительно, выражения (9.24) удовлетво
ряют соотношениям (9.1 О), (9.12) и (9.19) и поэтому сов
падают с выражениями (9.18). 

В силу формулы (9.10) мы имеем 

J (w) =К. ((1)) s-:-((1)) s,((1))-Shf (Ф), (9.25) 

откуда получаем .соотношение 
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5hf(w) =K(Ф)S-(ш)-_!J,j___ (9.26) 
St(ro) f St(w) '

в котором s:, s, и S hf - известные функции, J и К-не
известные. Значит, левая часть соотношения (9.26) - из
вестная функция, которую мы обозначим через Н (ш), а 
правая-неизвестная, причем первое слагаемое по условию 
А есть функция, аналитическая в нижней полуплоскости, 
а второе слагаемое по условию В- функция, аналитиче
ская в верхней полуплоскости. Из свойств функций Shf 

и SJ вытекает, что Н (ш) удовлетворяет условиям леммы 
l, кроме, быть может, условия о поведении на бесконеч
ности. Если последнее условие также выполняется, то 
функцию Н ( ш) можно представить согласно лемме I в виде 

н (ш) = 

8'1(<u) 
= н+ (ш) +н- (ш), (9.27) 

s 1 
(ro) 

где Н + есть функция, аналитическая в верхней полуплос
кос rи, н-- в нижней. Если отождествить слагаемые в 
правых частях формул (9.26) и (9.27), являющиеся анали
тическими функциями в тех же полуплоскостях, то мы 
получим 

так что 

причем 

J ( (J)) 
---=Н+ (ш)S{(w) 

-lт+оо

(9.28) 

(9.29) 

ir+oo 
H +(w)= 2k 1 Hro(: �

(J) H-(w) = - _1__ r Н (<u) dOJ 
' 

21tt J w-w 
-i;-oo ir-oo 

(9.30) 
Если мы определим функции J ( ш) и К ( ш) с помощью 

формул (9.29), то, очевидно, они будут аналитическими в 
тех полуплоскостях, где это требуется по усльвиям А и В.
В отношении поведения на бесконечности условие В вы
полняется, поскольку функции s; и н + обе убывают на 
бесконечности в верхней полуплоскости, а условие А будет 
выполнено, если Shf 

и S1-рациональные функции.
Рассмотрим теперь случай, когда S,(ш) и Shf

(ш)- ра
циош1.льные функции, но функция Н (ш) не убывает на бес-
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конечности. Тогда ее можно представить в виде суммы 
двух функций-полинома Р(ш) и функции Н

1
(ш), уже 

_удовлетворяющей всем усJiовиям леммы I 

Мы образуем н l+ и н!- по лемме 1, полагаем 
Н+((J))=Р(ш)+Н/(ш), н-(т)=Н,-(ш) 

(9. 31) 

(9.32) 

и опять определяем функции 1 ( Ф) и К ( ш) с помощью фор
мул (9.29). Проверим теперь условие В в отношении пове-
дения на бесконечности. Пусть функции S

1
, s,+ и s; на 

fiесконечности удовлетворяют соотношениям (9.13) и (9.19). 
Считая, что S,it<ш) убывает, как -

5 
(где S?;c 1), мы будем 

(i) 

иметь 
H(ш)'°"'lo'-s (при Ф-+оо) (9.33) 

и 

(9.34) 

так что функция l(Ф) действительно удовлетворяет усло
вию В. Условие А в отношении поведения на бесконечно
сти автоматически выполняется, поскольку спектральные 
интенсивности суть рациональные функции. 

В предыдущем изложении мы не учли одного сущест
венного обстоятельства, без которого задача бу д�т неод
нозначной и решение (9.29) - лишь одним из возможных. 
Действительно, наряду с разбиением функц:ш Н ( ш ), вы
бранным выше, можно взять другое разбиение 

(9. 35) 
1:1 котором функции Н + + и н- - являются аналитическими 
в тех же полуплоскостях, что и Н + и Н..,., но ведут -себя 
на бесконечности иначе. Сравнивая последнее выражение 
со взяrым выше разбиением (6.27), мы будем иметь 

(9.36) 
где левая часть - аналитическая функция в верхней полу
плоскости, правая часть - в нижней. Поэтому обе части 
равенства (9.36) являются аналитической функцией во всей 
плоскости коиплексного переменного т. 
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Воспользуемся теперь теоремой Лиувилля, ко:горуюможно сформулировать так: если функция-анал,�тичес'кая во
всей плоскости комплексного переменного щ, то она или неограниченно возрастает при JшJ-+ оо или сводится к по
стоянной. Поэтому функция н-- уже не будет убывать 

на бесконечности, а будет расти или стремиться к посто
янному пределу. 

Вычислим интенсивность процесса на выходе оптималь
ного фильтра 

00 

х 2 
= 211t I !К (щ)l 2 s,(щ) dФ, (9.37) 

--00 

входящую в выражение (5.26) для средней квадратичной 
ошибки. При вещественных значениях (!) мы имеем тожде
ство 

(9.38) 

которое будет обосновано ниже (см. § 11). Поэтому фор
мулы (9.29) и (9.37) дают 

(9.39) 
-со

так что для получения конечного значения х2 (без чего 
найденное решение никакого смысла не имеет), функция 

1 JH-(rn)J должна убывать при щ-+ -+- оо быстрее, чем -:-=-. 
' JI (i) 

Функции н-, определяемые формулами (9.30) и (9.32), это
му условию удовлетворяют, в то время как любая другая 
функция н--, о которой мы говорили выше, будет давать 
х2 

= оо. Условие 
(9.40) 

как раз и обеспечи.вает однозначность нашей задачи, по 
крайней мере в рамках· данного метода ее решения. 

§ 10. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ Sf(щ) и S1(ш)

Рассмотрим более детально свойства функций, входя-
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щих в выражение для частотной характеристики оптималь
ного фильтра 

выведенное выше. 
Начнем с функции 

iy+co 

G(w)= __ 1 __ s G(oo)dro 
21tt си-w ' 

iy-oo 

(10.01) 

(10.02) 

определенной леммой 1. Дифференцируя обе части посJiед
него равенства по w, получим 

iy+cx, 
dG-(w)= __ l_ s G (oo)d,) 

dw 2r.i (w -w)2 • 

iy-oo 

Замечая, что 

(oo-w) 2 d(JJ �' 

( 10.03) 

будем интегрировать по частям 
iy+oo iy+oo 

dG- (w) _ 1 

1 
G (",) 1 5 G' (ro) dro 

� -21ti � - 21ti c.>-W ' 
-ir-oo iy-cx, 

(10.04) 

где G' (ro)- производная функции G по ro. Поскольку
G(ro) 

б ь 
ro=w исчезает на есконечности, первыи член справа в ра-
венстве (10.04) равен нулю, и мы имеем 

iy+CX> 
dG- (w)= __ l_ s G' (оо) dro (10.05) dw 21ti оо -w • 

. 
/у-оо . 

Возьмем в качестве функции G ( ro) выражение (9.14 ). 
Чтобы избавиться от вспомогательного параметра, пред
ставим функцию G (ro) в виде 

где 
G(ro)=cji(ro)+x(ro), (1006) 

(10.07) 
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тогда функции G + и а- также можно представить в виде

Q+ (ш)=�+ (ш)+z+ (ш)
}. 

а- (ш) = о/- (ш) + z- ('u) 
(10.08)

Если теперь попытаться найти по формуJiам вида (8.26)
функции о/+ о/-, z + иJiи z-, то интеrраJiы порознь будут
расходиться, в то время как для самой функции G, кото
рая стремится на бесконечности к нулю, сходимость ин
теграJiов обеспечивается. 

Мы будем вначале вычислять производные функций t+, о/-,
У. + и у_-. Из второго равенства ( 1 О. 08) вытекает соотношение

Поскольку

dG-(w)_dф-(w)+dx-rw) (lO.Qg)
� - diiJ � . 

'f (ш) =r ln(ш+ iy)+r ln(ш - iy)- ln с2 

11 

(10.10)

( 10.11)

то интеграл
iт+оо 

dф-(w)= __ l_ 5 Ф'((l))d(I) (10.12)
dw 21ti ы-w 

17-00 

будет 
. 

1сходиться, ибо функция t' (ш) убывает как-, а вся
(1) 

1подынтегральная _функция убывает на бесконечности, как (1)
2

• 

Производную dфd�(w) легко найти. У подынтегральной
функции один полюс выше пути интегрирования ( ш = 

= iy), друrи� два ниже пуrи интегрирования ( ш = 

=-iy и ш = w ). Деформируя путь ингеrрирован11я наверх,
вычисляя вычет в точке ш = iy и пользуясь тем, что ин
теграл 110 полуокружности С 

R 
(рис. 8) при R - оо стре

мится к нулю, получаем

откуда
7П

dф-(w)_ г 
�-----, 

(10.13)



А, 

ф- (Ф) = r ln (Ф - iy) + const.
Выберем постоянную так, чтобы

Возьмем также функцию ф+ в виде

ф+(Ф)=ф-(-Ф)=ln (-r-iro)',
с 

тог да мы можем переписать формулы (9.18) так

s;(Ф)=ех
+ ("'\ s;(Ф)=е'С("'),

поскольку

е'Г("') = (1 + i,;/
с 

(10.14)

(10.15)

(10.16)

(10.17)

(10.18)

Перейдем к исследованию функций х + и х-. Дифферен
цируя вторую формулу ( 1 О. 07), получим 

s'(ro) 
;(

1 (Ф)=-'- (10.19)Sf (ro) '
откуда

i1+00 
dx-(w) 

= __ 1_ s х' (ro) dro
dw 21ti ro-w 

i1-oo 

(10.20)
Эта формула позволяет найти функцию х- (w) с точностью
до постоянного слагаемого. 

В качестве примера рассмотрим случай, когда s, (ш)
является рациональной функцией (9.20). Тогда

и 

ь 

z((J)) =lns, (ш)=lnc2 + 1J [ln(Ф+ Yв)+ln((l)-y�)]
�=1 

а 

-Е [ln(Ф+x • .)+ln(ш-x,.)]
.,._, 

Ь а 

х'(Ф) = �(rо�у�+ ... 
1
у�)-�(ы�х,.+ы \J· (10.21)

р-1 .. =1 
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Подставляя выражение ( 10.21) в формулу ( 10.19) и вы
числяя интеграл по вычетам [подобно тому, как выше это 
было сделано при выводе формулы (10.13)], получим 

(10.22) 
и аналогично 

dx+(w)_ '{1 1 '{1 1 

clw"-�w+ у�·- -',Jw +х,,.. ( 10.23)

Произведя интегрирование равенств (10.22) и (10.23}, 
получим 
x.-(w)=�ln(w-y�)-�ln(w-x,,.)+const 1 (l0.24) 
х_ + (tQ.•)= � ln (w+ у�) - L 1n(w + x,,.)+const 
и формулы ( 10.17) принимают вид 

s+(m)=C+ Л(У� +ш
), s-(w)= с- Л(у� -оо), (10.25) f 

П
(х,,. + ш) f П(х,,. - ю) 

где С+ и с- - пока неизвестные мудьтипликативные по
стоянные. Фо мула (9.12) прлводит к соотношению

С+ =С-. (10.26} 
Формула (9.10) дает 

+ - r n (У� - ro2) 
S (m) = S (m)S (�)=(-1) с2 ." = f f f П (х: _ 002 ) 

П (У�- ro2) =С+с- -�"-- (10.27) 
П(х; - ro 2)' 

и поэтому 
с+= с- = --1- {с.

Беря знак плюс, мы получим окончательно 

s+
( )-•r По1� +rо) s-

( )-·' Л(У�- rо) 
f m -t СЛ(х,,.+rо

)
' f m -t СЛ(х,,.

-rо)' 

(10.28} 

(10.29) 

Знак минус дает для оптимального фильтра II типа 
то же решение. Действительно, при изменении знака S(
и S1 функция Н (а следовательно, Н + и н-) также из
менит знак, и частотная характеристика (10.01} остается 
без изменения. 

Мы получили те же самые формулы (9.24), которые 
раньше мы писали без вывода и обосновывали лишь не-
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посредственной проверкой. Изложенный в данном пара_ 
графе метод вычисления функций st и s, -имеет, однако, 
более общее значение и может быть применен в тех слу
чаях, когда функция S

1 
(ro) не является рациональной. 

§ 11. ПОСТРОЕНИЕ ОПТИМАЛЬНОГО ФИЛЬТРА II ТИПА

Решение интегрального уравнения оптимального филь
тра II типа, полученное в § 9, существенным образом опи
ралось на теорию функций комплексного переменного. 
В данном параграфе мы модифицируем это решение таким 
образом, чтобы в него входили значения функций s, (ro) и 
Shf (ro) при вещественных ro, для которых их можно факти
чески найти путем «спектрального анализа» соответствую, 
щих случайных процессов. 

Начнем с вычисления функций s; и S1. Оказывается, 
что их можно вычислить другим путем, особенно у доб
ным для вещественных частот ro. Э гот путь устанавливает 
связь функций S/ и S1 с теорией электрических цепей. 

Возьмем функцию 
iт+оо 

G-(w)=--1. s 
G(ro)doo, (11.01) 2т.:t ro-w 

iт-оо 

определяе·мую леммой I. Считая w вещественным, ,сведем 
вычисление ,этого интеграла лишь к интегралу по вещост
вен�ной оси. Для 1этого, пользуясь ана,литичностью функции 
G ( ffi), опу,стим контур инrегрирования на вещественную 
о-сь, обходя �полюс ffi=W сверху (рис. 11). Провести пут� 
интегрирова�ния через этот полюс нель-зя, та1к ка,к интег
рал будет ра•сходящим,ся из-за окрестности точки w.

Действительно, �предел 

G (ro) dro 
]ro-w (11.02) 

при независюJом стремлении положительных чисел 8
1 и 83 

к ну-лю не существует. Однако при 81 = 82 - О предел су
ществует и называется главным знэ.чением интеграла по 
Коши. Мы его обозначим так же, как обычный интеграл: 

со s G (ro) dro 

ro-w 

w-• со 
lim [ 

J 
G(�dro + 5 G(ro)dro ]· (11.03)

•➔О 
оо w ro-w 

-оо w+� 



Таким путем интегралу по вещественной оси можно 
придать определенный смысл но он будет отличаться от 
первоначального интеграла (11.01). 

В теории функций комплексного переменного доказы
вается, что интеграл (11.01) равен 

1 1 
sо- (w)=2G (w)- 21ti 

-00 

G (w) dw 
00-W

( 11.04) 

ДействитеJiьно, интеграл по контуру, изображенному на 
рис. 11, равен половине вычета в точке (!) = w (т. е. ин-

__ ., __ _,r...._ ____ _ 
w 

Рис. 11. Контур интегрирова
ния, идуший по вещественной
оси и огибающий точку ш = w

сверху. 

тегралу по бесконечно малой окружности) и интегралу по 
вещественной оси (в главном значении). 

Если G ( (!)) ее ть четная функция, то 
00 СО СО 

С G(w)dw 
=JG(ill}(-l ___ I_)dill =2w r G(w)dw

J w - w оо - w w + w .1 w2 - w2 ' 

-оо о о 

и формула (11.04) принимает вид 
со 

G-(w)=-1 G(w)+ iw 

s 
G(w)dw

2 . 7t w2 -w2 

о 

(11.05) 

(11.06) 

Этот интеграл имеет лучшую сходимость при (1) - оо, чем 
интеграл (11.04). 

Применим формулу (11.06) к функциям (ер. § 10) 

x(ш) = lnS1(ш), 1 (ll.07)
x'"(ill)=lnSt(ш), x-(ш)=lnS1(ш), 

тогда 
00 

_ (w}= _1 (w) +�С x(w) d(J) 
Х 2 Х те J w2 _ w2 ,

о 

(11.08) 

причем мы предполагаем, что интеграл справа сходится 
(это заведомо так, если S

1 
- рациональная функция). При

нимая во внимание, что 
(11.09) 



и обозначая 

( 11.1 О) 

мы можем для вещественных Ф окончательно написать 

st(Ф)= vs
f
(Ф)e-i<;("'), S1 (Ф)= vs,(Ф)ei'f'(<o)• (11.11) 

Таким образом, первое слагаемое в правой: !Jасти фор
мулы (11.08) дает абсолютную величину функции s: и 

S1, второе-фазу, причем при вещественных значениях Ф 

( 11. 12) 

Этим соотношением мы уже пользовались в § 9. 
В теории электрических цепей часто ставится такая 

задача. Известна амплитудно-частотная характеристика 
(абсолютная величина JК(Ф)/ коэффициента передачи) неко
торого фильтра II типа для всех частот от О до оо. Воз
никает вопрос, чему равна фазовая характеристика ер (Ф). 
Она _должна быть такой, чтобы комплексная частотная 
характеристика 

К (Ф)=IК (Ф)/ ei
'i' ("') (11.13) 

определяла фильтр, использующий входной процесс лишь 
в прошлом и настоящем, но не в будущем. Функцию ср·(Ф), 
в частности, можно _определить формулой 

(11.14) 

нодобной: формуле ( 11.1 О). Действительно, для фильтра 
II типа функции К ( ro) должна быть аналитической: в ниж
ней полуплоскости (ер. § 9, требование А), а вместе 
с тем она удовлетворяет соотношению (3.08) 

( 11.15) 
где функция К (- ro ), очевидно, должна быть аналитиче
ской в верхней полуплоскости. Легко показать, что соот
ношение ( 11.15) применимо и к частотным характеристикам 
вида (8.09). Поэтому задача о нахождении К (ш) по /К (ш)I
сводится к задаче о разбиении данной функции /К (ш)\ 2 на
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множители (11.15), откуда и получаем формуJtу (11.14). 
Для вычис_лений удобно переписать формулу ( 11. l О) 

так 
QO 

w i
1nSr((t))-1nS1(w) 

ер (w) =-
2 ., dш, 

1t {t) -w-

0 

(11.16) 

где· ln s; (w) - дополнительное слагаемое, благодаря кото
рому обесп�чивается сходимость интеграла в точке ш = w, 
причем в силу тождества 

_J s (-1 __ 1 )dш= 2 (t)-W (t)+W 
о 

1 1. (l s l е ) 1 1. l 2w +" =-2 1m n -2-- - n ;,---+ =-;,- 1m n -,,--=О 
е➔О 

W - е .• w t ,с, 
е➔О 

L.W - е 

это не изменяет результата. 

(11.17) 

Дальн�йшее изложение опирается на следующую 
лемму. 

Лемма //. Пусть функция G (ш)_ удовлетворяет усло
виям леммы I в некоторой полосе 

-1 ,::;;;Jmш,::;;;y
и пусть функция g (i) равна 

(11.18) 

(11.19) 
-оо

Тогда фуl:{кции G+ и а- могут быть вычислены по фор
мулам 

0 00 

G+ (ш)= f e-iw, g (t) dt, G- (ш) = s е-,..,< g (-с) d7. (11.20) 
-оо о 

Доказательство леммы II почти очевидно. Подставляя 
в формулу (11.19) разложение 

мы получим 
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где 
00 � 

g+('t)=2� s е1(0�G+(Ф)dФ, g-('t)=2� 5 е1Ш'<G-(Ф)dФ.
-оо -оо 

(11.23) 

Функции G + {Ф) и а- {Ф) по лемме I убывают на беско
нечности, и ингегралы (11.23) имеют смысл. Функция 
G + (Ф) является аналитической в верхней полуплоскости, 
поэтому при -. > О можно деформировать путь интегриро
вания наверх и преобразовать его в бесконечно большую 
полуокружность, опирающуюся на вещественную ось. Инте
грал по этой полуокружности равен нулю в силу леммы 
Жордана, условия которой в даН!IОМ случае выполняются.
Поэтому 

и аналогично 
(11.24) 

g-('t)=O при -;<О. (11.25) 

Воспользовавшись обращением интегралов (11.23), бу
дем иметь 

00 со 

а + (Ф)=�� 5 e-iш�g+ ('t)d-., а- (Ф) == 2� 5 e-lш�g- (-.) d't. 
-00 -оо 

(11.26) 

В силу формул (11.22), (11.24) и (11.25) интегралы 
( 11.26) и (11.20) совпадают, что и доказывает лемму 11. 

Эта лемма позволяет по-новому подойти к определению 
оптимального линейного фильтра II типа. Учитывая все 
сказанное, можно рассчитывать оптимальный линейный 
фильтр по следующим этапам. 

1-й этап сводится к вычислению s: и S1 способом, 
изложенным выше. Если функция S1 

( Ф) задана аналитиче
ски (например, в рациональном виде), то лучше пользо
ваться функциями х + и· х-- Когда S1(Ф) задана эмпириче-
ски (в виде некоторой кривой), то этого сделать нельзя, 
и следует пользаваться формулами (11.11) и (11.16). 

2-й этап. Образуем функцию Н (Ф) по формуле 

H(w)= 
sh,(oo) 

st (оо) 
(11.27) 
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и ее преобразование Фурье 
00 

71('t)=2� 5 еi""Н(ш)dш, ( 11. 28) 
-00 

если функция Н ( ш) удовлетворяет условиям леммы I. 
Если же (ер. конец § 9) 

Н(ш)=Р(ш)+Н1
(ш), (11.29) 

где Н1 
(ш) удовлет:воряет условию леммы I, а Р(ш)- по

лином, то функцию 71 ('t) вычисляем по формуле 
00 

71 ('t) = 2� i e i""H
1 
(ш) do). (11.30) 

-оо

Для дальнейшего функция 'fJ (1:) нужна лишь при 't > О. 
3-й этап сводится к вычислению функции н- ( ш ). Ее

можно ВЪIЧИСЛИТЬ с ПОМОЩЬЮ леммы II по формуле 
00 

н-(ш)= f e-i"'" 71 (1:)d1:. 
о 

(11.31) 

Если все спектральные функции зад1ны аналитически, то 
вместо функции 71 (1:J можно пользоваться формулами § 9. 

4-й этап совершенно элеменгарен. Искомая частотная 
характеристика К (ш) вычисляется по формуле 

H-(ro) 
К(ш)=--.

s, (w) (11.32)

Здесь беру rся функции со зн1ком минус, ибо фильтр II типа 
не использует входного процесса в .будущем". 

Эти четыре этапа удобны, когда исходные функции 
заданы эмпирически. Иногда имеет смысл написать вместо 
четырех формул одну общую 

00 СХ) 

к( ) 
1 s -iw,d j iws sh,(w)d ш =--- е 1: е -- w. 

21tS1(w) st(w) 
0. -00 

( 11. 33) 

Это и есть окончательная формула для фильтров II типа. 
S f (w) 

Если функция Н ( ш) = ---f- не удовлетворяет условию 
s

1
(w) 
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леммы I, то выделяется та часть ее Н
1 
(w), для которой 

внутренний интеграл по w в формуле (11,33) существует. 
В ф.:>рмуле (11.33) мы уже освободились от продолжения 
в область комплексных частот, где измерять s,(w) и
Shf(,u) Нельзя.

Рассуждения, изложенные ,выше, относяТlся ко всем 
фильтрам II типа - проrноз,ирующим фильтрам и фильт
рам, только отсеивающим помехи, а также к фильтрам, со
четающи�м прогнозирование или преобразование полезного 
сигнала с отсеиванием помех. Дальше мы рассмотрим не
которые ча·стные случаи таких фильтров. 

Следует также отм-етить, что eCJlИ K(ro) есть рациональ
ная функция частоты, то всегда можно подобрать радио
техническую схему из индуктивностей, емкостей и оопро
тивлений, которая осуществляет данный оптимальный 
фильтр. Таким образом, теор,ия оптимальной фильтрации 
приводит нас к частотным фильтрам, широко применяе
мым в радиотехнике. Элементарный пример такого фильт
ра будет дан в § ,15. 

§ 12. ФИЗИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ТЕОРИИ ФИЛЬТРАЦИИ

И ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 

До сих пор мы рассматривали фильтры I и II типов 
с математической точки зрения. Посмотрим, какой физи
ческий смысл можно придать математическим формулам, 
выведенным ранее. Для этого целесообразно рассмотреть 
некоторую модель случайных процессов. 

Простейшее представление о случайных процессах за.,_ 
ключается в том, что такие процессы являются наложе
нием нерегулярно возникающих возмущений (импульсов) 
стандартной формы. Будем считать, что момент появления 
каждого возмущения является случайным, а его форма -
вполне определенной. Если t,,, есть момент появления а.-го
возмущения (импульса), то его изменение во времени ха
рактеризуется функцией v (t - t,,.), как показано на рис. 11. 

Оказывается, что ряд случайных процессов, например 
дробовой эффект, действительно может быть представлен 
таким образом. Эмиссия электронов из катода лампы но• 
сит случайный характер. Разобьем ось времени (рис. 12) 
на много малых отрезков дtа. и обозначим число вылетев-
ших за отрезок времени дt

а. 
электронов буквой N ... Даль

нейшее движение электронов будет зависеть от поля 
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т /\ 
в лампе между анодом и ка
тодом. Если принять за v (t)
ток, возбуждаемый во внеш-

--����---......... t ней цепи электроном, вышед
шим из катода в момент t = О, 
то результирующий ток и (t) 
будет равен 

-t-t,;._,__ ___,tл
_л.,,:.tд�1 -�---t и (t) = � N "v (t- t,J (12.01) 

,. 

Рис. 12. Случайный процесс 
как наложение беспорядочно 
возникающих возмущений оп-

ределенной формы. 

Среднее значение величины 
Na. 

будет, очевидно, пропор
ционально Лt , так чтоа. 

(12.02) 

где v - среднее число электронов, вылетающих за единицу 
времени. Среднее значение случайной функции и (t) равно 

,. а. 

или, переходя к пределу (при дtа. ➔ О), 
00 00 

и=v S v(t
\
-'t)d't='1 S v(t)dt.

-00 -оо

В силу очевидного условия 

v(t)=O при t<O 

можно также написать 
00 

U='I f V (t) dt.

(12.03) 

(12.04) 

(12.05) 

(12.06) 

Выражение (12.01) ,может быть использовано для по-· 
лучения «модели» случайного процесса с произвольной 
корреляционной функцией (за некоторыми исключениями, 
см. ,далее § 13). До сих пор мы рассматривали случайные 
процессы, среднее значение которых равно нулю. При моде,
лировании случайного процесса и (t) данным выше спосо
бом мы, следовательно, тоже должны сч11тать

1 
что выра· 
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жение (12.06) должно обращаться в нуль. Для этого до
статочно положить 

'1=0, (12.07) 

т. е. считать, что среднее значение (12.02) равно нулю. 
Это возможно, когда Na. принимает как положительное. 
так и отрицательное значение, так что с равной вероятно
стью возникают возмущения v (t - ta.) как с положитель
ными, так и отрицательными знаками. Будем считать, что 
если интервалы Лtа. и Лt� не перекрываются, то 

Na.N
@ 

О при аф�. (12.08)

т. е. возмущения возникают в разные интервалы времени 
статистически независимо друг от друга. Что касается 
воз:\1ущений в один и тот же интервал времени, то мы 
считаем 

-т 
N =аЛt, а. а. 

(12.09) 

т. е. квадрат числа возмущений пропорционален длитель
ности интервала Лtа. . 

Если считаrь, что величина N а.= Ма. - М,, , причем случайные ве
JJичины Ма. подчиняются закону распределения Пуассона и опреде_
.1яют случайный процесс 

U(t) = �Ma. v(t-t ,,,), 
а. 

связанный с процессом (12.01) сооrношением 

и (t)= и (t)-V, 

то число а имеет вполне определенный смысл: это есть среднее число 
возмущений, образую..цих процесс И (t), за единицу времени, 

Дейсrвительно, из закона Пуассона мы имеем 

2 -2 - -
N

a. 
= ма. -(М

а.
)2 = ма. , 

откуда и вытекает смысл соотношения (12.09). 

Вычислим автокорреляционную функцию 

Ra (,:} = U (t) U (t - t) = � Na.N� V (t- t,,) V (t - ,: - t�)-
<X,� 

(12.10) 
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Используя формулы (12.08) и (12.09), получим 

Ru (,:)= � N: v(t-t"Jv (f-,:-f
w.
)=

& 

=а L,V (t- t
0
) v (t-,: - t,,) Лt"', 

и окончательно при Лt,,_-+ О будем иметь 
00 00 

(12.11) 

R
u 

(1:) = а J V (t - s) v (t - s - ,:) ds = а I v (t) v (t - ,:) dt.
-оо -оо

(12.12) 

Таким образом, автокорреляционная функция данного слу
чайного процесса представляется в виде интегралов, по
добных рассмотренным в конце § 1. 

Если считать, что "стандз.ртные• возмущения v (t) 
удовлетворяют условию (12.05) и нри t-+ оо затухз.ют до
статочно быстро, то мы можем применить преобразование 
Фурье. Пусть V('!J) будет комплексной спектральной 
амплитудой возмущения v (t), равной 

00 

V(m)= �e-i"'tv(t)dt, (12.13) 
-00 

тогда, применяя преобразование Фурье, можно написать
00 

V (t)= 2
1
'1t 

�e i"'tv (ro)dш. 
-оо

Важно заметить, что "стандартное• во�му�ение v (t) 
разлагается в интеграл Фурье, а сам случаиныи процесс 
и (t) - нет. Поэтому имеет смысл говорить лишь о спект
ральнJЙ интенсивности · случайных процессов, а не об их 
спектральной амплитуде. 
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Автокорреляционная функция процесса и (t) равна 

00 00 

Ru (,:)= 2: Iv(t-1:)dt fei"'tV(ш)dш=
-со -00 

00 00 

= ;n �e1""'V (ш) dш Se1"'tv (t) dt, 
-00 -l)Q 



ИJIИ 

-оо

Сравнивая эту формулу с формулой (2.16), связываю
щей автокорреляционную функцию случайного процесса 
и ( t) с его спектральной интенсивностью, легко находим
последнюю 

(12.14) 

Она пропорUJиональна квадрату абсолютной величины 
спектральной амплитуды возмущения. 

Последняя формула показывает нам, как подобрать со
ответствующую модель для любого случайного процесса. 
Разумеется, это - неоднозначная задача, и для случай
ного процесса, заданного лишь своей корреляционной функ
цией, можно дать много разных моделей (подбирая, на
пример, разные фазы V(ю)). 

В § 3 мы вывели соотношение (3.33), связывающее 
между собой время корреляции Д-t и ши;JИну спектра ЛФ. 
В рассмотренной выше модели Л-t определяется длитель
носгью возмущения v (t). В частюсти, если мы возьмем 
возмущения бесконечнJ малой длительности, то им соот
ветствует бесконечно широкий спектр. Такой спектр имеет так 
называемый белый шум, о котором мы уже говорили в § 6 
[см. формулу (6.21 )]. Ниже мы будем обозначать этот 
процесс через w (t). Его спектральная интенсивность 
является константой 

S
w 

(Ф)= const. (12.15) 

Это, конечно, пред,ельный случай. Практически всякий 
реаль.ный процесс будет иметь спектральную интенсив
ность, спадающую при достаточно высоких частотах. Это 
видно и из модели: импу.11ьсы с нулевой длительностью 
осуществить невозможно, а возмущения конечной, но ма
Jiой длительности всегда приводят к спектральной интен
сивности, исчезающей при ю - :±: оо. Однако в зависимо
сти от условий задачи (ер. § 6) всегда можно считать, что 
выполнение у,словия (12.15) в достаточно ши·ро�ом диапа
зоне частот приводит практически к тому же результату, 
как если бы реализовался «на·стоящий» белый шум, стро
го удовлетворяющий соотношению ( 12.1'5) при всех ча
стотах. 
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Если .мы будем для 1белого шума искать корреляцион
ную функцию, то интеграл (2.17) не будет сходиться, так 
что о корреляционной функции такого процесса говорить 
нельзя. Исходя из пред•ставления о белом шуме как о со
вокупности мгновенных импульсов и учитывая, что по фор
муле (12.12) корреляционная функция отлична от нуля 
(при -r =i= О) лишь за счет конечной длительности возму

щений, можно заключить, что для белого шума корреля
ционная функция при -r-=/= О равна нулю, так что белый 
шум - абсолютно случайный процесс, в котором Нlикакой 
корреляционной связи между настоящим и будущим или 
между прошлым и настоящим не существует. В частно
сти, прогнозирование белого шума невозможно. 

Представим теперь, что белый шум пропускает,ся че
рез фильтр, вырезающий из широкого спектра какой-то 
спектральный мнтервал. На выходе этого фильтра будет 
процесс, который уже будет иметь какую-то корреляµию 
во времени. Если рассматривать белый шум как совокуп
ность нерегулярно возникающих мгновенных импуль,соз, 
то эта связь объясняется тем, что каждый импульс при 
прох,ождении через фильтр «размазывает·ся» определен
ным образом, превращается в реакцию фильтра на еди
ничный импульс 1и поэтому на выходе фильтра процесс 
имеет корреляцию. во времени. Таким образом, если слу
чайный процесс рассматривать только с точки зрения его 
автокорреляционных свойств и соответствующих спек
тральных интенсивностей, то он ничем не отличается от 
белого шума, пропущенного через соответствующий фильтр 
Представим себе, что белый шум w (t) со спектральной ин
тенсивностью S

w 
= 1 мы подаем на вход некоторого фильт-

ра II типа с частотной характеристикой s; (ffi). Тогда 
по формулам (4.10) и (11.12) можно написать 

sx (m)= 1 к (ш) j 2 sw (m) = 1 s, (m) ! 2 =Sf (ш), (12. 16) 
т. е. на выходе получаем случайный процесс со спект
ральной интенсивностью s, ( m ). Поэтому процесс f (t)
можно рассматривать (рис. 13) как результат прохождения 
белого шума через фильтр II типа с соответствующим 
образом подобранной частотной характеристикой s,(m). На
оборот, пропуская случайный процесс f (t) через фильтр 

u u I б й с частотнои характеристикои -=-- , получаем елы шум 
S f (w) 

со спектральной интенсивностью, равной единице (рис. 14). 
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Выясним теперь смысл формулы 

К(ЭJ)=н-((J)> s, ((J)) 
( 12.17) 

для частотной характеристики оптимального фильтра 11 
типа. 

На оснавании этой фарму лы можем записать оптималь
ный фильгр II типа, как последовательно включенные 

w(t) J/(Ы) f(t) 

Рис. 13. Фильтр с частот
ной характеристикой 

s1 
(...i), превращающий бе-

лый шум w (t) в случай
ный процесс f (t) или 

в его модель. 

f{i) w(t) 

Рис. 14. Фильтр с частот
ной характеристикой 

-
8

_ ,  превращающий 
f (оо) 

случайный процесс f (t)
в белый шум. 

фильтры: 1) фильтр с частотной характеристикой 
s,н·

преобразующий данный нам случайный процесс f (t) в бе
лый шум w (t); 2) фильтр с частотной характеристикой
н- (ш). Чтобы выяснить физический смысл второrо

f(t) 
t 

Sj(4J) 

ш{t} 
flfw} 

:l{t) 

Рис. 15. Схема действия фильтра с частотной · 
характеристикой (12.19). 

фильтра, посмотрим, какой фильтр следует поставить 
вместо него, чтобы получить оптимальный фильтр I типа 
(рис. 15). Cor лас но форму лам (2. 28) и (9.1 О) нужно взять 

H(ш)=8hf(
oo)_ (12.18) 

st (w) 
Тогда, действительно, получим частотную характеристику 
всего фильтра в виде 

К(ш)= H((J)) = sh,<(J)>
. (12.19) 

S1 (ю) S
1 

(<•>) 
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Если же мы ограничимся фильтрами 11 типа, то вмес-�·о 
Н ('о) нужно взять н- (ш ), т. е. взять фильтр, использую
щий лишь "прошлые" импульсы белого шума. Действи
тельно, согласно лемме II (см. § 11) реакция фильтра 
н- (ro) на еданичный импульс при -с;;;, О та же, что 
у фильтра Н (:о), но при -с< О она равна нулю. 

Моделирование процесса f (t) белым шумом, прошед
шим через фильтр, ПJзволяет наглядно понять смысJ1 
статистического прогнозирования, называемого также 
экстраполяцией или упреждением. Пусть 

f (t) = т (t), п (t) = О, h (t)= т (t + s), (12.20) 
тогда по формуле (4.15) будем иметь 

S
hf

(ш)=e i"'sS
1
(o>), (12.21) 

и функция Н ('.о) будет равна 
Н ( о) =e i"'ss, (L1J). (12.22) 

Такая функция Н (ш) удовлетворяет условиям леммы 1,
и формула (11.28) принимает вид 

00 

7J(-c) = 2111 �eiw(,+s>s,(ш)dю=�(-c+s),
где функция

-ос 

ао 

!; (-с)= ;11 �ei"'tS1(ш) du)
-оо 

в силу леммы II удовлетворяет условию 
�(-с)= О при -с< О. 

( 12.23) 

(12.24) 

(12.25) 
Легко видеть, что функция Ц-с) есть реакция на еди

ничный импульс для фильтра, имеющего частотную ха
рактеристику S1 (ro). Более того, � (-с) дает форму импуль
сов белого шума после их прохождения через фильтр 
s, (ш), т. е. форму импульсов, моделирующих процесс f (t)
(см. рис. 13). 

По лемме II фильтр с частотной характеристикой 
н- (ш) обладает реакцией 7J- (-.), равной 

7J-(-c) = 7J(-c) = Ц-c+s) при -.>О }• (12.26) 
71-(-с)=О при -с<О 



и, значит, он рабогает по формуле 
00 00 

х (t) = f ·q- ('t) w (t - ,:) d,: = Jцt + s) w (t - 't) d,: (12.27)
о о 

или 
t-s 

x(t)= Sect-t')w(t'-s)dt'. (12.28) 
-ос

Работа прогнозирующего фильтра изображена на 
рис. 16. Первая строчка рис. 16 изображает белый шум. 

11 1 1 1 1:1 :w (t) �---.,-.-J, ..____,-----1 ------1--.1-----L..--.-"1 �: j.--i 
1 1 

f {t) 

� 
1 1 

11 1 1 1 1:1 1ш(ц-------1�11 __.,,.---,-L-____.1'+-"-1::
1 1 

.x(t) �! 
�1 

1 1 
t t•s 

Рис. 16. Схема действия фильтра, 
нроrнозирующего значение f( t + s). 

При его прохождении через фильтр s-; (m) каждый им
пульс, относящийся к моменrу t

(J.
, размазывается, пере

ходя в импульс е (t - tJ. Вторая с грочка дает модельное
изображение случайного процесса f (t) и наглядно поясняет, 
на чем может ос1-ювываться ero прогнозирование. 
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Значение f (t + s) можно рассматривать как резуль
тат наложения возмущений � (t - t

a.
), уже возникающих 

к моменгу t и пр::JДолженных далее "стандартным" обра
зом. За время s возникнут, конечно, новые возмущения, 
обусловливающие непр::>rнJзируемую часть значения f (t+s). 
Они делают прогноз тем менее точным, чем дальше вперед 
мы прогнозируем. Иными словами, чем более долгосрочен 
прогноз, тем он менее достоверен. Можно показать, что 
средняя квадратичная ошибка в пределе (при s-+ оо) стре-
мится к r. т. е. к среднему квадрату ,самой функции, 
а прогнозируемое значение t (t + s)- к нулю. 

Третья и четвертая строчка рис. 16 построены в сорт
ветствии с форму лай ( 12.17) для К ( ()) ): они показывают, 
что по теории статистического прогнозирования все про
исходит так, как это было сформулировано выше. Пройдя 

1 через фильтр -----=---, процесс f (t) превращается в белый 
S

f 
{w) 

шум, точно такой же, как и в начале (третья и первая 
строчки тождественны). Заключительное звено фильтра 
Н-(())), работающее по формуле (12.28), переносит каж
дый импульс белого шума на s секунд раньше и пр::>дол
жает его по закону � (t - t'). Функция х (t), изображенная 
на четвертой строчке, п роrнозирует значение / (t + s), обус 
ловленное таким продолжением. 

§ 13. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ СИНГУЛЯРНЫХ СЛУЧААНЫХ

ПРОЦЕССОВ 

Предыдущи� результаты, в частности теория "прогно
зирующего" фильтра, базировались на предположении, 
что функции S1(())) и S1(())) существуют. В случае, когда
S1 

(())) есть рациональная функция частоты, эти функции
всегда можно построить (см. § 9 или 10), и, следова
тельно, процесс f (t) всеr да можно с помощь�q надлежа
щего фильтра II типа превратить в белый шум (см. 
рис. 14) и, наоборот, получить эквивалент процесса t (t) 
пропусканием белого шума через "обрэ.тный" фильтр 
11 типа (рис. 13). В данном случае частотные характеристики 
обоих фильтров также являются рациональными функциями 
[ер. формулу (9.24)], так что они легко осуществля,отся 
в виде электрической цепи с сосредоточеннымц посто;щ. 
ными L, С и R (ер. далее § 15). 
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Проблему разбиения данной функции S 1 
(ш) на множи•· 

тели можно интерпретировать с помощью модели случай
ного процесса, рассмотренной в § 12. А именно, будем 
считать пр:щесс / (t) наложением случайно возникающих 
возмущений v (t - t,,,) о.1ределеннJЙ формы. Тогда с,1ект-
ральная амплиту дэ. V ( ш) эгих возмущений должна быть 
связ.ша с заданной спектральной интенсивностью s1 (ш)
соотношением 

(13.01) 

в соответствии с формулой (12.14). Функция v (t) должна 
удовлетворять условию (12.05), поэтому функция V(ш) 
должна быть аналитической в нижней полуплоскости 
Im ш < О, а функция V (- ш )-в верхней. В частности, V( w) 
можно определить соотношением 

s1 (ш)= J/aV (ш) (13.02)

и, в этом случае функция v (t) лишь постоянным множи
телем ✓а от ли чается от реакции фильтра s1 ( ш) на еди
ничный импульс, о чем_ мы уже гово;шли в § 12. 

Если для s, (w) брать более широкий класс функций, 
чем р1циональные, то мы можем встретиться с так назы
ваемыми сингулярными случайными процессами, для ко-
торых функции S, (w) и V (ш) не существуют. Примерами 
сингулярных случайных процессов могут служить про
цессы с автоко;,реляционными функциями и спектральными 
ингенсивностями (3.24) и (3.25). Такие процессы развитой 
выше теории не подчиня.отся, интегралы ( 11.08), (11.1 О) 
и (11. 16) для них расходятся, поскольку 1nS

1 
(ш) слишком 

быстро возрастает при о> - ::::!:: оо. Случайный процесс, 
определяемый формулами (3.26), также является сингуляр
ным, так как для него lnS1 (ш)=-oo при lш\>ш0

• 

Случайный процесс f (t) называется сингулярным, если 
интеграл 

(13.03) 

расходится. Для того чтобы подчеркнуть, что расходи
мость важна при ш - оо (а не при ш = ::::!:: w), в интеграле 
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,! (13.03) можно написать ш
1 

вместо - w 2
• Тогда условие 

сингулярности примет вид 
00 

S 
ln s, ((1)) dы 

2 -�--=оо (ш
1
>О).ы2 + 002 

о J 
(13.04) 

Сингулярность процес,са означает, что он не может 
быть преобразован в эквивалент белого шума с помощью 
фильтра II типа и не может быть представлен в виде на
ложения беспорядочно возникающих возмущеНJИй. Ниже 
мы убедимся на примере, что сингулярные процессы обла
дают большей устойчивостью во времени, чем рассмотрен
ные выше «регулярные» процессы, и поэтому могут быть 
прогнозированы сколь угодно далеко вперед со сколь 
угодно малой ошибкой. Регулярные же процеосы, как мы 
видели выше, надежно прогнозируются лишь на интервал 
врем·ени, сравнимый со временем корреляции, т. е. с дли
тельностью единичного возмущения в «модели» соотвеr
ствующего проце-с-са. 

Рассмотрим сингулярный процеос f(t), удовлетворяю
щий условию 

s,(ш)= О при rо<-ш
о 

и ш>ш
о
. (13.05) 

Частным случаем такого процесса является процесс, у ко
торого функция s, (ш) постоянна в интервале (- 00

0
, ш

0
) и 

равна нулю вне этого интервала [формула (3.26)]. Вообще 
же четная функция 

S1 (ш) может изменяться в интервале
(-ш

0
, ш

0
) любым образом, и мы будем предполагать лишь, 

что она ограничена 
s, (ro) ¾ S

0 
при - ш0 < ш < m0 • (13.06) 

Покажем, что процесс f (t) можно экстраполировать 
сколь угодно далеко. Для этого мы вi,1разим [ см. далее 
формулу ( 13.17)] в явной форме значение f (t) .через зна
чения функции f в предыдущие моментьi t- -с, t - 2-с, ...• 
где -; > О - нздлежащим образом выбранный отрезок вре
мени. Рассмотрим случайную величину 

д
р 

(t) = f (t) - с: f (t - -с)+ с: f (t - 2-с)-

( 13.07) 



где С� суть биномиальные коэффициенты 
cq = р! = р(р-о .. · <p-q + 1) (13.08) 

р q!(p-q)! q! 

Величина др (t) называется р-й разностью функции f (t). 
В частности, при р = 1 и р = 2 получаем первую и вто
рую разности 

Дl(t) = f(t)-f(t--c) } (13.09)
д 3 (t) = f (t) - 2/ (t - -с)+ f (t - 2-с). 

Случайные процессы f (t) и ДР (t) связаны линейным пре
образованием. Чтобы вычислить частотную характеристику 
фильтра, осуществляющего это преобразование, восполь
зуемся формулой (2.21), тогда 

др (t) = [1 - C�e-i"'• + c;e-2i"'" - ... +

+ (- 1 )ре; e-Pi"''] f "eiwt 
= (1 - e_;.,�) pt,/"'1 ( 13.1 О) 

и, следовательно, частотная характеристика равна 

(13.11) 

Средний квадрат случайной величины д Р (t) можно вы
числить по общей формуле (3.09) 

л:= 2
1
7' 

51к(ш)l 2S,(ш)dш=�S(2sin
(I); ypsf (ш)dш. 

-оо о 

Из неравенства (13.06) следует, что 

д: � :0 J (2 sin ы; )
2
Р d·J). 

Если выбрать теперь -с таким, чтобы было 

или 
2 . roo,; < 1sшт 

--< _37'' "'о 

(13.12) 

(13. 13) 

( 13.14) 

( 13.15) 
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то мы будем иметь предельное соотношение 

lim д2 =0, (13.16) 
Р➔ОО р 

и, следовательно, переписывая формулу (13.07) в виде 

f (t)=C�f (t->t)-C:f (f-2,;) + ... -

-( -1)pc;t (t- p>t) +л
р 

(t), (13.17) 

мы можем прогнозировать f (t) по предыдущим значениям 
f (t ->t), f (t- 2>t), . . .  , f (t - p>t), делэ.я ПiJИ отбр1сывании 
неизвестного нам слагаемого .ДР (t) ошибку, среднее квад-
ратичное значение которой исчезает при р-+ оо. Найдя 
с любой заданной точностью f (t), мы может использовать 
это значение для определения f (t + 1:), f (t + 2>t) и т. д .• 
допуская при этом сколь угодно малую ошибку. 

К приведенному выше доказательству добавим, что 
применимость формулы (3.07) к линейным операциям, 
в результате которых получается величина (13.09), мы 
обосновали в§ 4 [см. формулы (4.13) и (4.14), в которых 
нужно положить s=->t, s=-2i и т. д.]; тем самым 
обосновывается вычисление д: по формуле ( 13.12). 

Доказанное выше положение перекликает-ся ,с теоре
м,ой Котельншюва, ко"горую .мы •рас•с.мотри,м далее (см. 
§ 19) .  В самом деле, из формулы (19.10) ·следует, что слу
чайная функция f (t) со спектральной интенсивностью
(13.05) является аналитической функцией времени и, сл�
довательно, может быть экстраполирована с помощью
ряда Тэйлора. Ограничиваясь в этом ряде конечным чис
лом членов ( беря, например, р-1 чJrен) , мы делаем по
сущ�ству такую же ошибку, что и при отбрасывании чле
на д

р 
(t) в формуле (13.17). Заметим также, что фигури

рующий в теореме Котельникова промежуток времени Лt,
по крайней мере втрое шире взятого выше интервала
(13.15) , необходимого для прогнозирования

Ы>Зt. (13.18) 

Сингулярность случайных проце·ссов со спектральными 
интенсивностями, удовлетворяющими условию (13.05) , за
ставляет с осторожностью относиться к формулировкам: 
радиостанция работает в такой-то полосе частот, телефон
ный разговор занимает такой-то диапазон ча-стот. Если бы 
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границы этих диа1павонов были в.полне резкими и вне этих 
диапазонов передаваемые сообщения, рас·сматриваемые 
как стационарные случайные процессы, обладали бы ну
левой спектральной интенсивностью, то данные процессы 
были бы сингулярными, и их «прошлое» однозначно опре
деляло бы их «будущее». Разумеется, реальная радиопере
дача или телефонный разговор подобной определенностью 
не обладают, что указывает на размытость границ частот
ного диапазона. 

Спектр реальных помех также не может удовлетворять 
условию (13.05), поскольку от сингулярной помехи можно 
было бы избавиться путем прогнозирования и вычитания. 
В соответ,ствии •С этим мы рассматриваем в _теории опти
мальных приемников помехи -с 1произ,в·оJ1ьным спектр-ом. 

Подче·ркнем, что сингулярные случайные процессы 
с физичес,кой точки зрения являются результатом чрезмер
ной идеализации реальных процессов. Это легко понять 
хотя бы из того, что при образовании разностей высокого 
порядка «исчезают знаки» и требуется все более точное 
знание значений f(t-т:), ... ,f(t-pт:), чему мешают неиз
бежные погрешности и помехи. При наличии сколь угодно 
слабой помехи п (t) (например, белого шума), наклады
вающейся на сингулярный процес,с т ( t), суммарный про
ц-есс 

f (t) = т (t) + п (t) (13.19) 

перестает быть сингулярным. В самом деле, при отсут
ствии корреляции между т (t) и п (t) мы имеем [ер. фор
мулу (2.37)] 

(13.20) 

и функция S
1 

(ro) может быть разбита на множители s: и 

S1. Прогнозирование процесса т (t) в этом случае соче
тается с отфильтровыванием помехи п (t). Оказывается, 
что в этом случае прогнозирование имеет нормальный 
характер (ер. § 12): чем долгосрочнее прогноз, тем его 
средняя квадратичная ошибка больше. Конечно, при стрем
лении интенсивности помехи п (t) к нулю мы получаем 
формальную возможность прогнозирования т (t) сколь 
угодно далеко вперед, однако для существенного увели
чения длительности надежного прогноза необходимо чрез
вычайно сильно увеличивать отношение сигнал/помеха. 
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§ 14. ОБЩИЕ СООБРАЖЕНИЯ О ФИЛЬТРАЦИИ
Рассмотрим фильтрацию на фоне весьма интенсивных

помех, равномерно распределенных в пределах спектра
полезного сигнала 

S
n

(ш)=S
n

= co11st при s
ll
l+o. (14.01)

Будем считать (ер. § 2), что 
S,(ш)=S

т
(ш)+S

п
, (14.02)

т. е. примем, что полезный сигнал и шум статистически
независимы. Записав s, (ш) в виде 

Sf(ш)=Sп[1+ s;n<
(JJ

T (14.03)

выразим st и Sf через неизвестную функцию Е ( ш)

откуда

s, ((О) = V s п [ 1 + Е 1 :
) 

] ' j 
s7 (ш) = V sn [ 1 + Е\п w)] 

(14.04)

st ( ш) s-; ((О) = S п [ 1 + в< 00) -t; в (- 00) + в ( 00) Е}- 00 >] . ( 14. 05)
п s

n 

Пренебрегая последним членом в квадратной скобке,
можем написать 

st (ш) s, (ш) = sn [ 1 + Е (оо) +s�(-w) j = s
l
l +в(ш)+Е (-ш).

(14.06)

Сравнивая равенство ( 14. 06) с равенством ( 14. 02), мы 
получаем с точностью до членов второго порядка ма
лости 

S
т

(ш)=Е(ш)+Е(-Ф). (14.07)

Так как s,(ш)- функция, аналитическая в нижней полу
плоскости, то из формулы (14.04) видно, что функция 
Е (io) тоже должна быть аналитической в нижней полу
плоскости. Аналогично, функция Е (- Ф) должна быть 
аналитической в верхней полуплоскости. Значит, чтобы
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найти Е (ш), нужно разJIОЖИТЬ s
m 

(ш) на слагаемые по 
лемме I или лемме II. Согласно лемме II 

со со 

Е(ш)= 2� \ e-/Фtdt feiwt
sm(ш)dш.

0 -00 

(14.08) 

При вещественных ш вследствие четности функции 
Sт(ш) мы имеем 

Е (- ш)=Е* (ш). (14.09)

Так как сигнал и помеха предполагаются статистически 
независимыми, то 

shf 
(ш) =Sm (ш), 

и функция Н (ш) в первом приближении равна 
s

m 
(eu) 

Н(ш)= .,-r sn 

(14.10) 

(14.11) 

Разлагая дальше Н ( ш) по лемме I, в силу постоянства 
знаменателя получим 

(14.12) 

откуда в том же приближении частотная характеристика 
пптимального фильтра II тиаа оказывается равной 

или 

к( )_E(ro)
lO - S 

п 

Реакция этого фильтра на единичный 

k ( ) __ 1 r iФs Е ( ro) d ,. - 21. J 
е sn (1) 

k (,)=О 

-оо 

при -. >О, 1
при -. < О. J 

(14.13) 

импульс равна 

( 14. 14) 

(14.15) 

Средняя квадратичная ошибка фильтрации равна 

�=т
з

- 2:sп 11Е(ш)\
2 dш, ( 14.16) 
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t. ё.

Такой же результат 
типа (ер. § 2). 

(14.11) 

был получен ранее для фильтров 1 

Фо;,мула (14.15) показывает, что при данных условиях 
функция k ('t) пропорциональна корреляционной функции 
полезного сигнала. Для фильтров II типа это справедливо 
лишь при 't>U, так как при -.<О должно быть k(-;)=0. 
Для фильтров I типа формулы (2.43) дает 

т. е. 

при всех ,;, 

Sт(w) 
К(rо)=-т-,
' 

11 

(14.18) 

(14.19) 

Фильтры I типа должны иметь меньшую среднюю ква
,дратичную ошибку, чем фильтры II типа, поскольку филь
тры I типа используют входной процесс f (t) за все время 
•от - оо до оо" Фильтры II типа используют входной си
:rнал лишь за полубесконечный отрезок времени. В силу
оrраничен:ия, накладываемого на фильтр II типа, они всег
да будут давать большую ошибку, поскольку ясно, что
всякий условный минимум всегда больше абсолютного.
Вообще можно сказать, что всякое сужение интервала вре
мени, в течение которого используется входная функция,
ведет к тому, что прибавляют,ся некоторые дополнитель
ные условия и поэтому увеличивается средняя квадратич
ная ошибка. Поэтому фильтры III типа имеют среднюю
квадратичную ошибку, вообще говоря увеличивающуюся
с уменьшением их «памяти» во времени.

Заметим также, что нет резкой границы между филь
трами I и II типов. Существует промежуточный случай,
так называемые запаздывающие фильтры. Это такие филь
тры II Т1Ипа, для которых по определению

h(t)=m(t+s) при s<O, (14.20) 

т. е. фильтр выделяет сигнал в более ранний момент вре
мени t+s, следовательно, использует и часть будущего -
oт.t+s до t. Поэтому при .s=O этот фильтр будет «чистым» 
фильтром II типа, при s _. - оо он переходит в фильтр 
I типа. 
96 



В § 1 мы ввеJiи такж,е понятие фильтров 111 типа, и:с• 
пользующих данный процесс за конечный отрезок време
ни [см. формулы (1.16)-(1.19)]. Теория таких фильтров 
довольно сложна, и мы ее не будем излагать в этой книге. 
Отметим лишь, что между этими фильтрами и рассмотрен
ным-и выше фильтрами I и II типов также нет резкой гра
ницы. 

§ 15. ВЫДЕЛЕНИЕ КВАЗИМОНОХРОМАТИЧЕСI(ИХ СИГНАЛОВ

ФИЛЬТРАМИ II ТИПА 

В радиотехнике вопрос о частотной селекции сигналов 
хорошо изучен. Интересно поэтому сравнить, что дает 
статистическая теория фильтрации по сравнению с тем, что 
уже известно. Постановка задачи та же, что и в § 6. Спек
тральные интенс.ивности полезного сигнала т (t) и ,сум
марного процесса f (t) мы возьмем в прежнем виде 

(15.01) 

в соответствии с формулами (6.15), (6.18) и (6.25). 
Отметим, что мы сейчас рассматриваем в некото\Jом 

смысле особый случай, когда, на11ример, в формулах (9.23) 
и (9.24) надо взять r=O. Функции s: и s, равны 

s:(ш)=VSn 

s,(ш) =VSn 

(ы + w0 + i�) (оо - w0 + i�) 
(-,,+ro0 +ia.)(.,,+w0 +ia.)' 
(10 + ro

0 
- i�)(oo - 00

0 
- i�) (15.ОЗ) 

(оо + 000 - ia.) (w - (alo - ia.) • 

Второй этап построения оптимального линейного филь
тра II типа заключается в определе�ши функции (11.27). 
Она равна 

Н( )
- Sт(оо) _ с

2 (w+w0 +ia.)(w-ro0+ia.) Х (15 04)
ш - s+(w)-2iYS . (w+wo+i�)(w-wo+m 

f п 
_,,, 

[ 1 1 1 
Х w - ro

0 
- i11, - w - w0 + ia. + оо + 000 - ia. 

7-483

1 ] 
<u+oo0 +ia. · 
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Третий этап - вычи,сление функции Н-( (J)). Здесь мож
но воспользоваться как леммой I, так и леммой II. Вос
пользовавшись леммой I, получим 

iт+сю 

H-(w)=-� 5 H(oo)du.!. (15.05) 21t1 w -w 
iт-оо 

Подставляя сюда выражение (15.04) и вычисляя интеграл 
по вычетам в полюсах, лежащих выше пути интегрирова
ния, получим 

н- Ф =� -�[• tu
0 �ia... 1 . +

( 
) i у sn а + � 2000 + ta + 1� (J) - (,)о - ta 

+ Wo-ia. 1 
] 2w

o-ia- i� оо + "'о -ia . (15.06) 

Окончательно формулу для частотной характеристики 
можно записать так: 

с 2а. 1 
K(w)=iS

п
(a.+�)· (u.!-w0

-i�)(oo+oo0-i�) Х

.а+� .а+� 
·Х 

[
((;)0 + ia.) (оо + w0 - ia.) + (оо0 - ia)( w-'-- w0 - ia.)]

000 + 1-2- w0 -1-2-
(15.07) 

Реакцию на единичный импульс k (1:) при -с> О найдем 
по вычетам в точках ш = +- ш

0 
+ i� 

Окончательно функция k (-с) может быть записана 
2с 2а -�� ) k(-c)=Sп(a+�)IAle cos(ш

0
-c -ljl) при -с>О, 1

k (-с)= О при -с< О. f 
В этих формулах 

в виде 

(15.10) 

( 15. 11 ) 



где р - отношение сигнала к шуму, введенное в формуле 
(6.28). При р � 1 мы имеем приближенно 

а=�. А =/AI= 1, ф=О,
и формула ( 15.1 О) принимает вид 

(15.12) 

2 -а;,: k (�)=с е cos 0000:
> О . s при -с , 

п 

(15.13) 

что согласуется с формулой (14.15). 
Выведенные ·выше формулы справедливы при выполне

нии условия (6.04), являющегося уславием квазимонохро
матичности сигнала. При более сильном условии 

Ф0 ?>�=aVl+p (15.14) 

мы получаем по формулам (15.09) А::::::- 1, ф:..:::; О, и выписан
ные выше формулы упрощаются следующим образом 

и 

k(-c)= Zap __ е-�0 СОSФ0
-с при -с>О, (15.15) 

1+v1+r 

К(Ф)= _Р_ __ Щrо 15 16) 
(1 + YI+ p)YI+p (l)g- (1)

2 + Щrо ( · 

н- ( ())) = i (а +с;; V S п 
( ro � �о - ia + ы + �о - ia) · ( l б. l 7)

.Отметим, что а определяет ширину полосы сигнала 
[ер. формулу (6.20)], а � - ширину полосы фильтра, так 
как ширина полосы пропускания фильтра равна 

( 15.18) 

Найдем теперь среднюю квадратичную ошибку филь
тра II типа. Произведя вычисление интегралов с помощью 

1 теории вычетов и пренебрегая членами порядка - по срав-

нению с -; , получим 

-00 

rоо 

( 15.19) 
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или 
-

2 е2=С2 ___ _ 
1+v1+r 

(15. 20) 

Для фильтров I типа мы в § 6 получили выражение 

е 2 =С2 _l (15.21) 
-V1 + р 

При р � 1 ошибки для ф:шьтров как I, так и II типа оди
наковы и равны с 2

• Это означает, что при большом уровне 
помех оба фальтра работают плохо.

Если р � 1, то средняя квадратичная ошибка фильтра 
II типа примерно вдвое больше, чем для фильтров I типа, 

Рис. 17. Фильтр с частотной 
характеристикой ( 15.22): 

R1 = 0R, w0= У LC , 

1 

Ц
= RC 

которые используют более полную информацию о входном 
процессе. 

Частотную характеристику ( 15.16) можно переписать 
так: 

K((J)) _q 2iры . 0 р 
(15 22) 

- fJ w� - _ш
2 + Щы ' = У 1 + р (1 + У 1 + р) •

Такой фильтр есть пр:::>стой резонансный контур с коэффи
циентом затухаю�я � (рас. 17), сочетающийся с ослабите
лем (коэф:р;щиент пропорциональности 0 всегда меньше 
единицы, достигая ее л;�шь в предельном случае р = оо ). 

Чисто монохроматические процессы характерлзуются 
параметрами р=оо и а=�=О. В таком случае квщратич
ная ошибка для фильтров I и II типов равна ·нулю. Она 
достигается за счет исключительной избирательности кон
тура, когда входной процесс - смесь монох1оматическоrо 
сигнала и помехи-используется за бесконечно большое 
время. 



ГЛАВА III 

ВЫДЕЛЕНИЕ СИГНАЛОВ ИЗВЕСТНОИ ФОРМЫ 

НА ФОНЕ СЛУЧАИНЫХ ПОМЕХ 

§ 16. ФИЛЬТРЫ ДЛЯ СИГНАЛОВ ИЗВЕСТНОИ ФОРМЫ

В гл. I и II мы считали, что сигнал и помеха являются 
случайными процесса,ми с известными корреляционными 
свойствами. Как мы уже отмечали выше (см. § 7), в ра
диолокации, а также в ряде других областей радиотехни
ки форма полезного сигнала, поступа�щего в приемник, 
является фиксированной. В этом случае полезный сигнал 
нужно рассматривать не как случайный процесс, а как 
заданную функцию ,с одним или несколькими неизвестны
ми параметрами (амплитуда, время пр,ихода, высокоча
стотная фаза и т. п.). Цель фильтрации заключается уже 
не в воспроизв·едении формы сигнала (известной) с мини
мумом средней квадратичной ошибки, а в наиболе,е надеж
ном обнаружении полезного сигнала на фоне случайных 
помех и в наиболее точном измерении его параметров, в 
особенности времени прихода сигнала, фиксирующего ра·с
стояние до от2ажающеrо объекта. Поэ11ому каче,ство филь
тра, выделяющего сигналы известной формы, х.арактери
зуется отношением сигнал/помеха на выходе ф,ильтра. 
Связь этого отношения с более тонкими вероятностными 
свойствами приемника будет исследована во второй час"Ги 
книги. 

Предполагая, что полезный сигнал имеет вполне опре
деленную форму, рассмотрим процесс его прохождения 
через линейный фильтр К с частотной характеристикой 
К ( ro). На вход фильтра подает,ся •смесь полезного сигнала 
m(t), имеющего известную форму, и помехи n(t), пред
ставляющей собой стационарный случайный процесс, 

f (t) = т (t)+n (t). (16.01) 
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Полезный сигнал м-ожет отсутствовать, тогда на выходе 
фильтра имеется одна помеха 

f (t) = п (t). ( 16.02) 
Мы будем снача.11а считать, что функция т (t) пол

ностью известна, так что искомый фильтр должен макси
мально - облегчить обнаружение полезного сигнала, т. е. 
помочь решить, какая из возможностей-(l6.01) ·или 
( 16.02) - реализуется в данном опыте. Более сложный 
случар, когда сигнал т (t) зависит от неизвестных пара
метров, будет рассмотрен в конце параграфа. На выходе 
фильтра при наличии сигнала мы получаем функцию 

cp(t)=11-(t)+v(t), (16.03) 
где 1-'-(t) есть результат преобразования полезного сигнала 
т (t) фильтром К, а v (t) - результат преобразования по
мехи. Сигнал т (t) можно, например, себе представить в 
виде прямоугольных р:щиоимпульсов, часто применяемых 
в радиолокации. Считая, что полезный сигнал имеет ко
нечную длительность (или достаточно быстро стремится к 
нулю при t-+ ± оо), мы можем разложить его в интеграл 
Фурье 

со 

т (t)= 2
1
n I e1"'t М (Ф) dФ, ( 16.04) 

-со 

где 
00 

М(ш)= I e-irot m(t)dt. (16.05) 
-оо

Функция !-'-(t)- полезный сигнал на выходе фильтра 
К-равна 

00 

11(t)=;
1t 
f е1001К(Ф)М(Ф)dш, (16.06) 

-оо

где К(ш) [ер. формулу (2.23)] есть комплексная частотная 
характеристика фильтра К. 

Для случайного процесса - помехи п (t) -вме,сто спек
тральных выра_жений вида ( 16.06) следует воспользовать
ся теоремой Хинчина (-см. § 3), согласно которой, в част
ности; можно написать 

(16.07) 
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З,11.есь п2 есть интенсивность nомехи (черта означает обра
зование статистического среднего), а Sn (ш) есть спектральная 
интенсивность помехи на входе фильтра. На выходе филь
тра К помеха будет иметь согласно формуле (3.09) интен
сивность 

со 

v2 (t)=2
1
it 
J /К(ш)/ 2 Sп(ш)dш. (16.08) 

-оо 

Отношение сигнал/помеха (по мощности) на выходе 
фильтра мы будем определять выражением 

р = µ.
2 (fo) , ( 16. 09) 
у2 

где 11 (t0) - значение сигнала на выходе в некоторый мо
чент t0• Пользуясь форму лам и ( 16. 06) и ( 16. 08), получим 

1 J e
lwfo К (оо)М ((,))dы 1

2 

р=� -оооо (16.10) 
I I к((,)) 1 2 s

n 
((,)) dw

-:х, 

Будем искать ф,тьтр, который бы давал на выходе 
наибольшее значение р по сравнению со всеми остальными. 
Это значит, что мы будем принимать решение по значению 

(16.11) 
поэтому нам важно, чтобы слагаемое 11 (t

0
) по своей абсо

лютной величине как можно более превосходило v 2 (t
0

) = '12
• 

_ Частотную характеристику искомого фильтра можно 
найти из следующего неравенства 

00 2 00 00 

J 
е i "'t0К(ш)М(ш)dш .;;;; S IK(ш)/ 2 S

n
(ш)dw J ]�(�( dw,

-ао 

которое показывает, что

-оо -оо

-оо

1 М (ы)l 2 

d 
sn (w) ш. 

(16.12) 

(16.13) 
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Мы получили таким образом верхний предел для р. 
Если взять 

(16.14) 

где с - произвольная константа, то такой фильтр будет 
давать максимально достижимое значение р, равное 

(16.15) 
-00 

Неравенство (16.12) является обобщением известного 
алгебраического неравенства Шварца-Буняkовскоrо. Чтобы 
его доказать, возьмем двойной интеграл 

00 

I i IА(Ф)В· (Ф')- А (Ф') в· (Ф) \ 2 dw dю' =
-оо

00 

= J I [А 
(Ф) в· (w') -А (

ш') в· (ш)] [А* (ш) В(
ш'

)
-

-00 

00-

- А* (ш') В (ш)] dшd(J)' = J I [1 А (ш) 1 2 I В (ш') 1 2 

+ 
-оо 

+ 1 А (ш') 1 2 \В (ш) \ 2 
- А (w) В (ш) А* (ш') в• (ш') -

-А (ш') В (ш') А* (ш) В* (ш)] dшdш' � О, (16.16) 
поскольку исходный интеграл отрицательных значений при
нимать не может. Учитывая, что 

00 00 

Jf I А (w) j 2 
\ В(ш') 1 2 dwdш' = SJ \ А (w') 1 2 I В(ш)\ 2 dwdФ' =

-00 -оо 

00 00 

= j IA(w)l 2 dш j \B(w)\ 2 dw, (16.17) 

� 

-оо -00 

I S А (w) В (w) N (со') В* (со') dшdw' =
-00 

00 

= И A(ш')B(w')A*(co)B*(w)dwdю'=
-00 

= l А (Ф) В (w) dw _.l А* (w) В* (ш) dw= 1 J
00 

А (ш) В (w) dw \
2

, 
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мы получим неравенство

11 А (w) B(w) dw 1 2 ,,;;; ]
00

1 А (w) j 2 dw ]
00

\ В (ro) 1 2 dro (16.18)

для любых двух функций А ( ro) и В ('о), если выписанные
интегралы имеют смысл (сходятся). Полагая 

A(ш)=e-iwt°K(ro) ✓S (ш), B(ro)= М(ы) ,(16.19)
п 

� �п(оо) 

мы и приходим ,к неравенству ( 1·6.12) . 
Таким образом, •среди линейных фильтро·в наилучшим

является фильтр с ча,стотной характери·стикой (16.14). Ес
ли помеха n(t) есть нормальный ,случайный процесс, то
такой фильтр являет,ся абсолютно опт,имальным, как мы
покажем во второй ча�ти книги. Поэтому нелинейные
фильтры могут иметь значение лишь .при помехах, не яв
.JJяющихся нор-мальными, а тогда математиче,ское иссле
дование оптимальных фильтров и оптимальных приемн!'I•
ков усложняется на·столько, что ощутимых практическ�х
результатов получить не удается. 

Физический смысл формулы (16.14) очень прост: опти
мальный линейный фильтр К пропускает элементарный ин
тервал частот (-», ш + dш) в тем большей степени, чем боль
ше спектральная амплитуда полезного сигнала и чем меньше
спектральная интенсивность помех в этом интервале. Фор
мула ( 16.15) при этом показывает, что отношение сиг
нал/помеха на выходе такого фильтра тем больше, чем
больше отличие спектра сигнала от спектра помехи (ер. ко
нец § 2). Так, например, ecJIИ спектральная интенсивность 
Sn (·о) весьма мала в некоторой части частотного диапазона, 
занятого сигналом, то оптимальный фильтр К будет про
пускать практически только эту часть диапазона, и вели
чина (16.15) будет весьма большой. Полезный сигнал р. (t)
на выходе ф;rльтра сильно отличается по форме от сигнала
т, (t) на его входе ( ер. далее § 17 и 20), однако эта форма
известна и поэтому никаких опасностей при ее искажении
не возникает. 

Заметим, что из формул (16.06) и (16.14) вытекает со
отношение 

(16.20)
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откуда (ер. § 3) 
1 t.t (t) / ,а.;; 1 t.t (to) / = / с I Р· ( 16. 21) 

При использовании данного фильтра для обнаружения 
полностью известного сигнала нужно только значение 
(16.11), т. е. значение выход,ной функции фильтра в 0 1дин 
определенный момент времени, поскольку в другие момен
ты саг ласно формуле ( 16.21) полезный сигнал на выходе 
фильтра меньше. Если же полезный сигнал имеет вид 

(16.22) 

т. е. зависит от неизвестных параметров G и ,: (G- ампли
туда, ,: - время появления сигнала, т

0 
(t)- известная функ

ция времени), то результаты несколько изменяются. Преж
де всего, по формуле (16.05) мы будем иметь 

(16.23) 
где 

00 00 

М0
(ш)= S e-i"'1 m0

(t)dt, m 0 (t)=2� S e i"'tM
0

(ш)dш, (16.24) 
-00 -00 

так что функция М (ш) зависит от неизвестных параметров. 
Чтобы не вводить в формулу ( 16.14) неизвестного пара
метра ,:, ее приходится изменить следующим образом: 

к ( )- -iФ/0 Мо ((i)) О>-Се -Sп(ш)'
( 16. 25) 

так как в противном случае мы должны применять столько 
фильтров, сколько имеется возможных значений ,:. Форму
ла (16.20) тогда принимает вид: 

(16.26) 

так что 
1 tJ. (t) J,.;;; J � (to + ,:) 1 = 1 С /Ор0 

(16.27) 
где 

(16.28) 



t:Ctь отношение сигнал/помеха на выходе фильтра с частот
ной характеристикой (16.25), определяемое с помощью со,
отношения 

Ро = 1L
2 (to-:- -.) при G= l.

'1 
(16.29) 

При пр::>извольном G отношение сигнал/помеха можно 
оilределить по формуле 

или же пользоваться усредненным параметром 

p=G 2Po • 

(16.30) 

(16.31) 
r де G 2 вычисляется в соответствии с законом распределе
ню1 случайной величины G. 

Очевидно, что частотная характеристика ( 16.25) обеспе• 
чивает максимальное значение параметров (16.30) и (16.31), 
причем в данном случае процесс rp (t) на выходе фильтра 
используется более полно: а именно, если параметр 1: мо
жет принимать значения 1:

1
, • • •  , ,:п• то необходимы значения 

ер (t0 + -,; 1 ), ••• , ер (t0 + -,;п). В частности, если ,: может при
нимать все значения в интервале О,;;;,:� Т, то нужно ис
пользовать функцию rp (t) при t

0
,;;; t,;;; t

0 
+ Т. Если помехи 

отсутствуют (р = оо), то получающаяся таким образом 
функция ер (t) = 11 (t) позволит полностью опредеJшть пара
метры ,: и G: -,; находится по положению максимума функ
ции ер (1:), G - по величине этого максимума [см. формулу 
(16.27)]. Слабые помехи (r. е. большие значения р) приво
дят, очевидно, к некоторым ошибкам в определении ,: и G,
поскольку помехи случайным образом смещают максимум 
rp (t) [по отношению к максимуму 11 (t)] так, что положение 
максимума на оси t и его абсолютная величина изменяются. 
При увеличении помех (т. е. при уменьшении р) эти ошибки 
р1стут, причем при �остаточно больших помехах (доста
точно малых р) наличие или отсутствие полезного сигнала 
почти полностью маскируется помехами и даже опrималь
ный фильтр, обеспечивающий максимальное значение р, не 
может выделить сигнала на фоне помех. Такова качествен
ная картина работы оптимального линейного фильтра. 

Заметим в заключение, что если в формуле (16.14) по
Jюжить с= l, то в силу соотношений {16.09) и (16.21) мы 
будем иметь 

(16.32) 
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Таким образом, параметр р - отношение сигнал/помеха -
дэ.ет нам одновременно полезный сигнал р, (f 0) и интенсив
ность помех -..2 на выходе оптимального линейного фильтра. 
Отметим также интересное соотношение 

р, (t)= R, (t
0 

- t), ( 16. 33) 

связывающее полезный сигнал и корреляционную фунх
цию помех на выходе оптимального фильтра. Аналогич
ные формулы можно вывести для частотной характери
СТIИКИ (16.25) . 

§ 17. СОГЛАСОВАННЫЙ ФИЛЬТР ИЛИ КОРРЕЛЯТОР
Исследуем ,более подробно оптимальный фильтр при 

условии 
(17.01) 

т. е. когда спектр помехи равномерно распределен по диа
пазону частот, занятому полезным •сигналом. Такую поме
ху называют обычно белым шумом ( ер. § 7 и 12), а соот
ветствующий оптимальный фильтр К соrла,сованным 
фильтром. Частотная хара,ктеристика этого фильтра равна 

(17.02) 
Она целиком определяется формой сигнала, ,,cor лэ.сована" 
с ним. Формула (17.02) получена из выражения (16.14), в 
котором для простоты записи мы положили 

(17.03) 

Рассмотрим более детально действие cor ласованноrо 
фильтра. Вследствие соотношения (16.05) и вещественности 
функции т (t) имеем 

М* ( ш) = М (- ш ). (17.04) 

Сигнал µ (t) на выходе согласованного фильтра по фор
мулам (16.06) и (17.02) равен 

00 

р, (t) =;; s e i"' (t-fo>м (-О)) м (ш) dt0 = 

-оо

00 00 

=2� j' eiФ( /-to>м(-ш)dro 
J e-iwi'm(t')dt'. (17.05)

-00 
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Меняя nорядок интегрирования, получим 
00 00 

р. (t) = 2� S т (t') dt' I е1"' <t-t.-t•> М (- (1)) dФ = 

-оо -оо

00 00 

=}п J т (t') dt' S 
ei"' (t'-t+to) М (ro) dro,

-оо -00 

(17.06) 

где - ro заменено на ro. Принимая во внимание формулу 
( 16.04), получаем 

Интеграл 

00 

р. (t) = � т (t') т (t' - t + t0 ) dt'. 
-оо

00 

Rm
(-c)= � m(t)m(t--c)dt 

-оо

(17.07) 

(17.08) 

называется автокорреляционной функцией сигнала известной 
фо,Jмы. Величина R.

m 
(1:) отличается от автокоj)реляционных 

функций, котор�е мы рассматривали раньше, поскольку 
вместо статистического усреднения величины т (t) т (t - 1:) 
производится простое интегрирование по t (ер., впрочем, 
конец § 1). Из формулы (17.08) видно, что 

00 

Rm 
(О)= � т2 (t) dt=E, 

-оо 

(17.09) 

так что в данном случае значение Rm 
(О) определяет энер• 

гию Е полезного сигнала, в то время как для стационар-
1юrо случайного процесса величина R

m 
(J) определяет его 

интенсивность (или мощность). Заметим, что энергетиче
ские величины часто оnределя,отся значением R

m 
(LI) лишь 

с точностью до некоторого постоянного множителя. 
Вернемся к формуле для полезного сигнала на выходе 

фильтра. Пользуясь определением корреляционной функции, 
мы видим, что 

(17.10) 

Эта формула дает замечательный резу ль тат: cor ласован
ный фильтр есть не что иное, как коррел,пор, выдающий 
не полезный сигнал, а его автокорреляционную функцию. 
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При t = t
0 

полезный сигнал на выходе cor ласованного филь
тра принимает значение 

(17.11) 
Не тру дно показать, что фо�му лы (3.12) и (3.13) приме

нимы и к корреляционной функции ( 17.08). Поэтому 
Rm (О) ;;с I Rm 

(,:) / И Р. (t0 );;;, 1 Р. (f) j, (17.12) 
так что !J. (t

0
) есть максимальное значение полезного сиг

нала на выходе, как это было уже доказано в § 16. Мы
видим, что какова бы ни была форма полезного сигнала, 
максимальное значение сигнала на выходе согласованного
фильтра определяется только полной энергией сигнала на
входе. Формула (16.15) при условии (17.01) принимает вид:

00 

р = 21t�n f / М 
(m) 1

2 
dш.

-оо 

Из формул (17.05)- (17.09) следует тождество 
00 00 

2� s /М(ш)j 2 dш= s m2 (t)dt=E, 
-сх, -сх, 

(17.13) 

(17.14) 

хорошо известное в теории интегралов Фурье. Поэтому
формула (17.13) принимает следующий простой вид: 

Е p=s· (17.15) 
п 

Мы видим, что отношение сигнала к шуму на выходе
согласованного фильтра определяется двумя физическими
величинами-полной Э'Нергией полезного ,сигнала Е и опе1к
тральной интенсивностью помехи Sn, т. е. мощностью,
приходящейся на полосу в 1 гц ( ер. начало § 3). Таким
образом, обнаружение полностью изве-стного сигнала на
фоне «абсолютно случайного процесса» - белого шума
(ер. § 12) - можно улучшить лишь путем увеличения
энергии полез:ного сигнала, в то время как при других по
мехах тот же результат можно получить, изменяя спектр
сигнала, т. е. его форму (см. § 16). 

Реакция согласованного фильтра на единичный им
пульс по формуле (2.19) равна 
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сх, 00 

k (t) = _!_ С e i"'t К (m) dm = __!_ s eiw <t-to>м (- w) dw 
21t J 21t 

-оо -оо



или 
k (t) = т (t

0 
- t). (17.16) 

Поэтому cor Jrасованный фильтр работает по формуле [ ер. 
выражение (1.11 )] 

00 

ер (t) = I f (t') т (t' - t + t
0

) dt', (17.17) 
-00 

так что по отношению ко всему процессу (16.01) он обра
зует взаи,иную функцию корреляции полезного сигнала 
m(t) и входной функции f(t) [ер. формулы (1..19)]. Поэто
му соrла•сованный фильтр можно назвать также корреля
тором_ 

Если полезный сигнал имеет вид ( 16.22), т. е. содер
жит неизве,стные параметры G и 't', то частотная характе
ристика в соответствии с фор·мулами ( 16.25) и ( 17.02) бу
дет равна 

а его реакция на единичный импульс 
k (t) =m

0 
(t

0 
-t). 

(17.18) 

(17.19) 

На выходе согласованного фильтра получается функция 
00 

cp(t)= J f (t')m0
(t0 -t+t')dt', (17.20) 

-оо

т. е. взаимная корреляционная функция вида ( 17 .17), ввиду 
чего согласованный фильтр опять можно назвать корреля
тором. Различие между форму лам и ( 1 7 .17) и ( 1 7. 20) в том, 
что в случае полностью известного сигнала по формуле 
( 17.17) нужно образовывать только одно значение ер (t0

), а в 
случае сигнала с неизвестным -с нужны значения ер (t0 +-с), 
вычисленные по формуле (17.20) при всех возможных зна
чениях -с. 

Полезный сигнзл на выходе согласованного фильтра 
будет образовываться по формуле 

QO 

11(t)=G � т0 
(t' -,:) т0 

(t
0 

- t+ t') dt' =GR
т

. (t- t
0

- -с),
-оо

(17.21)
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где R
т

. - автокорреляционная функция сигнала т0 (t). · По 
сигналу (17.21) можно определить параметры G и ,: исход
ного сигнала, а также решиrь возрос об его наличии - с 
тем меньшими ошибками, чем больше параметр р (см. 
§ 16). 

В этом и предыдущем парзграфах на функции К(Ф) и 
k (,:) каких-либо ограничений не излагалось, так что в об
щем случае мы должны получить фильтр I типа (по клас
сификации § 1). Если, однако, для согласованного фильтра 
взять параметр t

0 
таким, что 

(17.22) 
то соrла·сованный фильтр будет фильтром II типа. Этот 
результат совершенно очевиден: согласованный фильтр не 
:может закончить своей работы раньше, чем закончится 
наиболее запаздывающий полезный сигнал. Начало рабо
ты фильтра определяется моментом появления наиболее 
раннего сигнала. 

Чтобы правильно оценить действие согласованного 
фильтра, нужно учесть, что в радиотехнике полоса пропу
скания приемника (т. е. соответствующего выоокочасТ1от
ного фильтра в приемнике) всегда согласуется с полосой, 
занятой полезным сигналом. Рассмотрим фильтр с прямо
угольной частотной характеристикой 

К ( Ф) = 1 при Ф0 - ЛФ < Ф < Ф0 + дФ и 
- Ф0 - Д(J) <О)< - (1)0 + дФ, 

К (Ф) = О при других Ф, } (17.23)

воздействующий на прямоугольный радиоимпульс (20.01) 
со спектральной амплитудой (20.03), удовлетворяющей со· 
отношению 

М (-ro)= М (Ф) ( 17.24) 

(см. далее § 20). В этом случае полезный сигнал на вы
ходе фильтра К по формуле (16.06) равен 
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-ro
0
+дro ro0

+дw 
i,,(f)= dтс[ 5 еiшtМ(Ф}dФ+ s е/шt М(Ф)dФ]=

-ro
0
-дro "'о-да, 

'°о+д<D 
= : f cos шtМ (ш) dФ. 

u>о-доо 

(17.25) 



Ограничиваясь в выражении (20.03) первым слагаемым в 
квщратной скобке (что до:�устимо при условии ro

0
T

0 
► 1, 

где Т
0 

- продолжительность импульса), мы получим 

"'о +дrо ( (J) - 000) ТоА 

I 
sin 2 p.(t)=� cosrot _____ dш. 

ro - ООо 
ш

0
-дrо 

( 17.26) 

Нетрудно показать, что при достаточно малых д(J) макси
мальное значение функци� ( 17. 26) достигается при t = О. 
В самом деле, если выполняется условие 

( (7.27) 

то множитель 
неотрицателен, и мы имеем 

в интервале интегрирования 

"'о+дrо • (оо - 000) Т 0 

S 
sш 

2 
1 р. (t) 1 � : 1 cos rot l--

00
-_-

00
-

0
-dш � tJ,(0), (17.28)

где 

и 

<йо-дФ 

"'о+дrо ( (J) - СОо) То 'Х А 

S 
sin 2 

u. (О)= - ----- dro= 2_A_ s s_in_x_ dx
' те w - 000 7t х 

"'о-д"' О 

х _Лt»Т0 

- 2

( 17.29) 

(17.30) 

Фильтр с частотной характеоистикой (17.23) дает на 
выходе согласно формулам (16.08) и (17.01) шум с интен
сивностью 

и отношение сигнал/шум по формуле (16.09) равно 

p= µ
2
i?) =� (si Х)2,
�2 ;,;S пдrо 

(17.31) 

(17.32) 
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где 
. Х 5s1nx d 

Sl = -- Х 
х 

о 

(17.33) 

есть интегральный синус. 
Чтобы сравнить формулу ( 17. 32) с полученным ранее 

выражением (17.15), вычислим энергию прямоугольного 
импульса (20.01). Она равна 

То 

Е= I m 2 (t)dt=N 1;0 , (17.34) 
То 

-2
l поскольку ср_еднее знзчение cos 1 шt равно 2• Пользуясь

обозначениями (17.30) и О 7.34), получаем окончательно 
_ 2Е (si Х)2 

P-
vtSn -х-

(17.35) 

или 

р _2(si Х)2 

(17.36) 
�--;к-, 

где через р
0 

обозначено отношение сигнал/шум на выходе 
саг ласа ванного фильтра по формуле ( 17. l 5). 

На рис. 18 изображена зависимость отношения _Р_ от 
Ро 

параметра Х. Мы видим, что максимальное значение до-

/J 

Р. 
(0.-----.---,------.-----.------.---------. 

Рис. 18. Сравнение согласованного 
фильтра и фильтра с прямоугольной 

частотной характеристикой. 
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стигается при 
Х=2,15, 

т. е. когда 

Д 4,3 
Ф=у, о 

(17.37) 

(17.38) 

причем при такой .опти
мальной• ширине полосы 
приемника 

_1__=0,825, (17.39) 
Ро 

т. е. р на 1 дб меньше р
0

• 

Согласованный фильтр да-



ет большее значение р з:� счег тоги, что его часгогная харак
геристика не только по ширине полосы, но и по своей 
форме подбирается в соответствии со спектральной ампли
тудой сигнала, однако получаемый выигрыш невелик. 

§ 18. КОРРЕЛЯТОР В ВИДЕОКАНАЛЕ РАДИОЛОКАЦИОННОЯ

СТАНЦИИ 

Одно время некоторые авторы возлагали большие на
дежды на корреляЦ�ионные методы выделения сигналов 
из их смеси ,с помехами. Действительно, 8 § 17 мы пока
зали, что оптимальным фильтром для обнаружения •сигна
лов заданной фор•мы среди белого шума является согла
сованный фильтр или коррелятор, образующий взаимную 
корреляционную функцию ож,идаемоrо сигнала и смеси 
сигнала и шума, поступающей на вход фильт-ра. При этом, 
однако, оказалось, что корреляционный метод· обработки 
входных процессов дает результаты, лишь немногим луч
шие, чем обычные частотные методы разделения сигналов 
и помех. 

В § 20 мы ис,следуем эффективность корреляционных 
методов при пр,иеме по-следовательности ког-ерентных им
пульсов, здесь же ра·ссмотрим �коррелятор в видеоканале 
приемника импульсной радиолокационной -станции. Полез
аый ,сигнал m(t) является правильной по,сл,е�ователь
но-стью L пря,моуrо.льных импульсов с неизвестной а.мпл.и
тудой G и •с неиз-вестным временнь1м сдвигом т 

m(t)=Gm
0

(t-i) · (18.01)

[ер. формулу_ (16.22) и рис. 19,а]. Шум маскирует наличие 
и положение полезного сигнала ( 18.01). Оптимальный 
способ выделения сигнала на фоне шума заключается со
гласно формуле (17.20) в образовании корреляционной 
функции входного процес-са 

f (t) = т (t) + п (t) (18.02) 

и «•стандартного» сигнала т0 (t), изображенного на рис. 
19,б. Выражение ( 17.20), которое должно получаться на 
выходе коррелятора, можно записать в виде: 

ер (t) = Rfmo (s), S = f-t0 , (18.03) 

где R1 
есть взаимная корреляционная функция (ер. конец

то 

§ 1) входного процесса (18.02) и заданной функции т
0 

(t).
При отсутствии шума эта функция превращается в Rmm0

(s};
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последняя изображена на рис. 19,в и состоит из »Карреля• 
ционных" видеоимпульсов треугольной формы с различными 
амплитудами. Максимальное значение функции 

Rmmo (s) = GRm
0 

(t - l0 - 't) 

достигает,ся при 5 =-r, когда каждый импульс рис. 19,а на
кладывается на соответствующий импульс рис. 19,6. При 
небольшом уменьшении или увеличении -r функция 

m(t) 

�---------1--_,,_,__....,_.,__..._._ _ _._....,__t 

moft} 

�-_.�,__J_..L___L.�_.t.....--'----'-_i._---,l.__J.__��-s 

г;А 

Рис. 19. Выделение последовательности видеоимпульсов 
корреj!яционным методом. 

R"'"'• (5) убывает линейно, и при сдвиге на ± Т0 ,обра
щается в нуль. «Побочные» максимумы функlJiии ( 18.04) 
расположены периодически с периодом Т повторения им
пульсов: они убывают по мере удаления от главног.о ма
:к;симума, поскольку при наложении двух последователь
ностей (рис. 19,а и 6) все меньшее число им·пульсов при-
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ходится друг против друга; кроме гJ1авного максимума, 
имеется еще 2L побочных. 

Таким образом конкретизируются для видеоимпульсов 
выведенные в § 17 свойства коррелятора. Поскольку по
лезный сигнал (рис. 18,а) замаскирован шумом , корреля
ционные импульсы на рис. 18,в также получаются несво
бодными от шумюв. Однако энергия полезного •сигнала 
сосредоточивается в главном максимуме, обнаружить кото
рый на шумовом фоне легче благодаря наибольшему зна
чению отношения сигнал/шум. 

Рассмотрим более подробно сущность математических 
операций, записанных в формуле (18.03). Благодаря про
стой форме сигнала т0 (t) (р,ис. 18,6) вычисление интег
рала 

сх:, 

ер (t) = R, (s)= Г f (t') rn0 (t' - s) dt'
то J 

-00 

(18.04) 

сводится к стро6ировэнию (т. е. вырезанию из каждого 
периода повторения Т отрез.ка, ,соответствующего продол
жительности импульса Т0) и последующему накоплению 
сигнала (т. е. суммированию всех L значений, полученных 
из данных на•м L периодов повторений). Эти операции лег
ко производят,ся простыми радиотехническими средствами, 
так что применения счетнорешающих устройств обычно 
не требует,ся. 

Можно поставить вопрос: .как зависит отношение сиг
нал/шум после коррелятора от числа импульсов L? Ответ 
дается формулой 

(18.05) 

где pL 
есть значение р для L импульсов, а р 1 - для одного

импульса. Эта формула непосредственно следует из соот
ношения ( 17.15), поскольку при прочих равных условиях
энергия Е последовательности L импульсов в L раз 
больше энергии одного импульса. 

Формулу (18.05) легко вывести из более элементарных 
соображений, рассматривая действие коррелятора (,согла
сованного фильтра) , как накопление. Действительно, еслr1 
в одном ,стробе и-меется полезный ,сигнал, то он присут
ствует во всех остальных стробах данной последовательно
сти, и поэтому в результате накопления амплитуда сигнала 
увеличивается в L раз, а его мощность - в L2 раз. Что же 
касает,ся шума, то его значения в различных стробах по-
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�лед1овательности стати,стиче-ски независимы друг от д'ру
га, поэтому при накоплении происходит «некогерентное» 
сложение шумов - складываются их мощности, в силу че
го результирующая мощность шумов лишь в L раз больше 
мощности для каждого отдельного импульса. Отсюда и по
лучает,ся формула (18.05). 

Все изложение этого параграфа неявно базировалось 
на предположении, что в видеоканале приемника можно 
говорить о «сигнале» и «помехе», как о четко разграничен
ных и статистически независимых процеDсах, су�мма кото
рых определяет данный нам процесс ( 18.02). Строго гово
ря, это предположение применимо лишь к высокоча,стотно
му каналу приемника, где полезный _сигнал и помеха про
сто складывают,ся. Поскольку переход от высокочастотного 
канала .к каналу промежуточной частоты можно считать 
линейным, то на промежуточных частотах это предположе·· 
ние также оправдывается. Однако преобразование сигна
лов и по-мех к видеочастотам происходит обычно посред
ством нелинейного устройст,ва - детектора, и вслед,ствие 
этого суммарный процес•с становится более сложным. 

Рассмотри,м детектирование более подробно, так кю< 
нам ча,сто придется иметь с ним дело в дальнейшем. По
с�ольку высокоча•стотный тракт приемника имеет узкую 
полосу пропускания, помеха п (t) в нем и-м,еет характер 
«квазимонохроматического» процесса (ер. § 6) и может 
быть записана в виде 

n (f)= е
п 

COS (Фi-8
п
), (18.06) 

где e
n

=e
n

(t) есть огибающая, а &
п

= 3
п

(t)-дополнитель
ная фаза случайного процесса; эти функции медленно 
меняются по сравнению с высокочастотной фазой Ф

u
f (Ф

0
-

несущая частота сигнала). Даже если действующая на 
приемник помеха обладает широким спектром (например, 
явл;�ется белым шумом), то все равно в приемник прохо
дит лt1шь та час гь помех, которая может быть записана в 
виде (18.06). 

Полезный сигнал можно записать аналогичным об-
разом 

(18.07) 

где е - его огибающая, 3
m 

- дополнительная фаза. Они 
т 

являются иМедленными" функциями врэмени. Для сигнала 
заданной формы эти функции фиксированы, в то время 
как е

п 
и 3 n являются случайными функциями. 
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Суммарный процесс (18.02) в высокочастотном канале
можно также представить в виде: 

f(t)=e1cos(шal-&,), (18.08)
где 

(18.09)
есть огибающая суммарного процесса (сигнал+помеха). Те
же формулы годяrся и в канале промежуточной частоты 

Ф0 • 

Детектирование заключае-гся в нелинейном преобразо
вании сигнала (например, ,с помощью «линейного» или
квадратичного детектора) и в пропускании через линей
ный фильтр, отсеивающий высокочастотные со,ставляющие.
В дальнейшем под детектором мы будем понимать сово
купность нелинейного устройства и фильтра. На выходе
«линейного» детектора получается огибающая ( 18.09)
входного процес-са f(t), на выходе квадратичного детекто
ра -ее квадрат 

е,
2 
= е2 -i-2e е cos (3- .- 3- ) + е2

• 

m l  m n m n n 
(18.10)

При отсутствии помехи эти детекторы выдают функции
е

т 
и е�, при отсутствии сигнала-функции е

п 
и е� соот

ветственно. Однако при наличии как сигнала, так и по
мехи результирующая функция на выходе детектора не
сводится к сумме их .индивидуальных вкладов•. В самом 
деле, в вьrражении (18.10) наряду с суммой е�+е� фигу
рирует член 2е

т
е

п 
cos (3

m 
- 3-

п
), имеющий смешанный ха

рактер (.интерференционный•, поскольку он определяется
разностью фаз сигнала и помехи) и появляющийся вслед
ствие нелинейности преобразования. Такие же члены
имеются и в выражении (18.09). В самом деле, будем счи
тать помеху гораздо сильнее сигнала 

Пользуясь формулой

V--
1 1 

1 + Х= 1 + 2 Х - l6 Х
2 + ...

мы можем выражение ( 18. 09) представить в виде
е,=е

п 
+е

т 
cos (&

т 
- 3

п
)+

+
е

� l 1 - _1_ cos 2 ( 3- - 3- ) ]
4е" 2 т п ' 

(18.11)

(18.12)

( 18.13 J

119



где второй член е
т 

cos (&
т 

- & п)• а также частично и по
слэдний члэн правой части имеют интерференционный ха
р1ктер, т. е. зависят от & т - & п· 

При теоретиче,ском анализе детектирования интерфе
ренционные члены можно считать помехой. Тогда формулы
(18.10) и (18.13) сразу позволяют рассчитывать .интересный
и важный эффект: подавление ,слабого сигнала сильной по
мехой при детектировании их смеси. В самом деле, от.но
шение сигнала к помехе (по амплитуде) до детектирова
ния равно 

(18.14)

Если оно мало, то после квэ.дратичноrо детектирования по
формуле ( 18.1 О) будем иметь 

(18.15)

а после линейного детектора в силу формулы (18.13)
е 2 ( , а 

r''=_.!!!_= .!.._) �r'.
4е2 2 

п 

(18.16)

Наоборот, слабая помеха при детектировании подав
J1Яется сильным сигналом. В самом деле, если величина
(18.14} велика, то на выходе квадратичного детектора бу
дем иметь 

При условии

е2 

r" = --1!!...= (r'} 2 ► r'.
е2 

ет >еп 

вместо формулы ( 18.13) получаем
е, = е

т 
+е

п 
cos (&

m 
-&

п)+

+ е� [1 - -1 cos 2 (3 - & ) ]4ет 2 т п • 

и на выходе линейного детектора
4е 2 

r''=-;=(2r') 2 ► r'.

е" 

(18.17)

(18.18}

(18.19)

(18.20)



При выводе формул (18.17) и (18.20) интерференционные 
члены не учитывались; предполаrаегся, что их можно уни
�rтожить путем некоторого усреднения величин е; или е, 
на выходе детектора. 

Выражения (18.15) и (18.16) показывают, что при ма
лых отношениях ,сигнал/помеха квадратичный детектор 
лучше линейного ( он дает вчетверо большее значение r").
Наборот, дри больших отношениях сигнал/помеха линей
ный детектор лучше, поскольку он дает вчетверо большее 
значение r', чем квадратичный. 

Выше мы считали, что детектор тем лучше, чем больше 
отношение сигнал/помеха на его выходе. Следует отметить, 
что определение этого важного параметра при нелинейных 
преобразованиях суммы сигнала и помехи не вполне одно
значно, поскольку интерференционные члены содержат 
какую-то информацию о сигнале и их можно причислять 
как к помехе, так и .к сигналу. При линейных преобразова
ниях неопределенности нет, поэтому отношение сигнал/по
меха их характеризует более полно. 

Полученный выше эффект подавления слабых сигналов 
показывает, что в видеоканале корреляционный метод вы
деления сигналов (т. е. стробирование и накопление) дол
жен быть менее эффективен, чем в канале высокой или 
промежуточной частоты. Задачу о выделении когерентной 
последовательности радиоимпульсов в этих каналах мы 
рассмотр,им в § 20, а в следующем параграфе подготовим 
аеобх·одимый математиче,ский аппарат. 

Заметим, что под коррелятором в литературе ча·сто 
подразумевают прибор, образовывающий автокорреля
ционную функцию входного проце,сса f (t), т. е. величину 

00 

R,(")= It(t)f(t-т.)dt, (18.21) 
-00 

где под f (t) следует понимать, например, сумму сигнала 
и помехи ( 18.02) за L периодов повторения. В видеокана
ле радиолокационного приемника коррелятор ( 18.21) бес
полезен, поскольку даже в отсутствие помехи n(t) он вы
дает функцию Rm ( ,:) , изображенную на рис. 19,г: она 
имеет максимум при t=0 безотносительно к тому, с каким 
запозданием пришел полезный сигнал (потеря дальности 
цели) и имеет,ся ли один или два полезных сигнала с раз
личными временами запаздывания (потеря разрешающей 

121 



способности). Можно также показать, что при сильной по
мехе коррелятор, работающий по формуле (18.21), приво
дит к дополнительному подавлению слабого сигнала ·поме
хой. Это подавление имеет тот же характер, что и пр11 
квадратичном детектировании. 

Если в фо1рмуле (18.21) 1п,роиз,водить интегрирование по 
конечному пром,ежутку времени и под f (t) понимать ,сум
му высоко'ча,сто11ного ,сигнала и /Помехи, то получится «те
кущая» автокорреляционная функция. Можно показать, 
что прибор, образовывающий такую функцию, лишь не
значительно отличается от квадратичного детектора, в ко-
торый он переходит при i:=0. 

Выше мы говорили, что с помощью отношения сиг
нал/помеха трудно оценить нелинейную обработку приня
тых данных [напр,имер, по формулам (18.09), (18.10) или 
(18.21)]. Поэтому оптимальные ,способы нелинейной обра
ботки прююдит-ся искать, опирая,сь на более тонкую ста
тистическую теорию, изложенную во второй части книги. 

§ 19. ТЕОРЕМА КОТЕЛЬНИКОВА И СОПРЯЖЕННАЯ ТЕОРЕМА
Теорема Котельникова дает представление сигнала с

ограниченным спектром. Возьмем интеграл Фурье 

со 

f (t)= 2� S eiшt F(Ф)dw,
-со

где 
со 

F(Ф)=) e-iшtf (t)dt. 
-оо

·Будем считать, что

F(ш)=О при Ф<-Ф и Ф>Ф. 

(19.01) 

( 19.02) 

( 19. 03) 

Это значит, что спектральная амплитуда F ( (J)) от .71ична от 

нуля лишь в пределах - (J) < (J) <ш, и, следовательно, в 
этом интервале ее можно разложить в ряд Фурье, который 
мы берем в комплексной форме 
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F(Ф)=� D
a
e w 

.,;:;;:;:::-с:х, 

( 19.04) 



Коэффициенты ряда Фурье будут равны 
- . 1ta.w 

.. 
_,_ 

D,,_=� 1 е • :; F(ш) dш. 
2ю ~ 

_., 

(19.05) 

Сравнивая выражение (19.05) с формулой (19.01 ), полу
чаем 

(19.06) 

или, положив для сокращения 

Лt=:, (19.07) 
(,> 

:-.1ы можем переписать формулы (19.06) и (19.04) в виде 
D,,_=Лt ·f (-адt), 

00 

F (Ф) = дt � f (- адt) еiашдt =

=--oQ 
00 

= дt 1J f (адt) е-1а111дt. 

(19.08) 

Подставляя это выражение в формулу (19.01) и учиты
вая условие ( 19.03), мы получим 

или 

оо Ф lш (t-a.дt) 

f (t)= :� � f (адt) f е dФ =
=-оо 

= 1J f (адt) � sin�!.--:Л
t
a.дt) 

а=-оо 

00 ~ 

f (l)= � f (адt) �nw(t-a.дt) 

ю (t-aдt) 

(19.09) 

(19.10) 

Это есть теорема Котельникова. Она показывает, что 
если сигнал имеет ограниченный спектр, то его значение 
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в любой момент времени определяется теми значениями, 
которые он принимает в моменты t,,_=a.дt, отстоящие друг 
от доуrа на интервал (19.07). 

Следует отметить, что значение суммы (19.10) в мо
менты ta. = а.дt определяется только одним а.-м слагаемым, 
а все остальные слагаемые дают нули, поскольку выраже-~ 

si'n(J) (а - �) Дtние ~ обращается в нуль при а.+�-
оо (а - �) дt 

Имеется и доугая теооема, которую мы будем назы
вать сопряженной теоремой Котельникова. Она относится 
к сигналу конечной длительности, т. е. предполагает, что 

f (t} = О при t < - t и t > t. (19.-11) 

Тогда функцию f (t) в интервале- t < t < t можно пред
ставить _с помощью ряда Фурье 

где 

и 

с =-1 
r,. ~ 

2t 

в виде 

~ 
t 

Je 
-t

00 

• ,cr,.f 
t-

f (t) = � С
,,_
е t ' 

,т,r,./ -t-

а.=-00 

7 f (t) dt= �F ( "': )=�: F (а.дш)
2t t 

д 7С ш= --;:::;- ,
t 

00 

f(t)=�: � F(а.дш)е; .. д.,,t.
t1=::-00 

(19.12) 

(19.13) 

( 19.14) 

(19.15) 

Подставляя это вы:Jаж�ние в ф:)рмулу ( 19.02) и учиты
вая условие (19.11), получим въпажение для комплексной 
спектральной амплитуды F ( ш) сигнала конечной длитель
ности 

00 ~ 

\1 sin ((1) - адоо)t F(ш)= i.J F(а.дш)-�--
а.=-00 

(w - ад<,)) t 
(19.16) 



Это и есть сопряженная теорема Котельникова. Она 
показывает, что для сигнала конеqной длительности зна
чение спекrральной амплитуды при любой частоте одно 
значно определяется теми ее значениями, которые она при
нимает при (l) = ад(l), 

Отметим,· что формулу ( 19.1 О) можно применить к 
функции 

f (t) = f 1 (to + t), (19.17) 
где t

0 
- произвольный момент времени, и мы получаем

00 ~ 

f i
(t

o +t)= � f 1
(t

0
+aЛt) si�ro (t-cxдt). (19.18) 

,,=-оо ro (t-cxдt) 

Здесь f 1, как и f, есть любая функция с ограниченным 
спектром. Поэтому, обозначая t

0 
+ t через t и беря вместо 

f 1 просто f, мы получаем соотношение 
QO ~ 

f (t} = � f (to + адt) s� w (t - to-a.дt) ' 

а=-оо w (t - t
0 

- схДt) 

несколько обобщающее выражение (19.10). 

(19.19) 

Теорема Котельникова (19.10) и (19.19) применима к 
таким функциям вр�мени f (t), которые разлагаются в ин
теграл Фурье (19.01). Для случайных функциЙ·'f(t)-вместо 
спектральной амплитуды F (ill) вводится (ер. § 3) спект
ральная интенсивность s, {Ф ). Поэтому для случайных функ-
ций (нзпример, для помех) теорема Котельникова, ·хотя и 
очевидна с физической точки зрения, строго говоря, нуж
даеrся в особом доказательстве, которое мы сейчас и при
ведем. 

Пусть спектральная интенсивность S1((1)) удовлетворяет 
условию 

(19.20) 

аналогичному условию ( 19. 03). Тог да корреляционная функ
ция 

(19.21) 
-оо
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связанная с s, ( Ф) интегральным преобразованием Фурье 

s,(Ф}= f e-i•"R,(1:)d1:, ( 19.22) 
-00 

очевflдно, может быть представлена в виде, подобном 
(19.1 О), 

00 ~ 

R ('t)- '{1 R (алt) sin ro (" - адt)
f - lJ f 

w (-.-aдt) 
или, как в формуле (19.19), 

00 ~ 

(19.23) 

R,(1:)= }J R1(t
0

+�лt) si:w (-.-t.-�дt), (19.24)

�=-со 00 (<t - to - �дt) 
где t

0 
- произвольный момент времени. Действительно, 

при выводе формул (19.10) и (19.19) были использованы 
лишь свойства интегрального преобразования Фурье и 
условие ( 19. 03). __ 

Чтобы доказать формулу (19.10) для самой случайной 
функции f (t), обозначим 

00 ~ 

x(t) = }J f (адt) si�ro (t - адt)

,,=-со ro (t - адt) 

и докажем, что средний квадрат разности 
в (t) = х (t) - f (t) 

равец цулю. Действительно 

в2 (t) = Х 2 (t) - 2х (t) f (t) + f 2 (t),
и, учитывая, что 

R1 
(1:) = f (t) f (t-1:), 

мы будем иметь 
~ 

( 19.25) 

(19.26) 

(19.27) 

(19.28) 

-- '1'1 sinro(t-aдt) х2 (t) = i,J i,J 
R, (�лt - адt) --�-- sin,;, (t -�дt)
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,, � 
w (t - адt) w(t-�дt) 

\1 sin w (t -адt) 
х (t) f (t) = lJ R, (t - адt)-�--

,,_ w(t-aдt) 

(19.29) 

(19.30) 



11 

(i9.31) 

I1o формуле { 19.24) получаем (при t0 = - адt, -; - t
0 
= t)

� R, (- алt+�лt) s1� 00 
(t - рдt) =R,(t-aдt), ( 19.32)

� 
00 (t - �дt) 

поэтому 
-

Х2 (t) � R
1 

(t - адt) s1: 00 (t - адt) х (t)f (t). (19.33)
<l 

00 (t -ciдt) 

Полагая, кроме того, в формуле (19.24) t
0 
= - t, -; = О и 

учитывая четность функции R, (-;), будем иметь 
~ 

{ 2 (t) = R, (О)= Е R
f 
(- t + �дt) 

s1� 00 (t - �Дt) =Х (t) f (t},
� 

(О (t- �дt) 
(19.34) 

отк у да и получаем искомое соотношение 
Е

2 (t) = О, (19.35) 
доказывающее формулу (19. 10) для случайного процесса с 
ограниченным спектром. 

§ 20. ГРЕБЕНЧАТЫЙ ФИЛЬТР И СОГЛАСОВАННЫЙ ФИЛЬТР
(КОРРЕЛЯТОР) ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

РАДИОИМПУЛЬСОВ 

В данном параграфе мы рассмотрим последовательность 
прямоугольных радиоимпульсов. Возьмем сначала один им
пульс, заданный следующим образом: 

m(t)=Acosroi при-т2 <t<
T
J, \ 

. 
т т 

т (t) = О при t < - -f и t>-f . 
(20.01) 

Здесь ro
0 

- несущая частота, А- амплитуда импульса и
Т

0
----'- его длительность. Спектральная амплитуда М (ro) оди

ночного импульса равпа 
т. 

QO 2 

М (w) = 

S 
e-iwt ,п (t) dt=A ) e--lwt COS roidf 

-00 т. 
-т

(20.02) 
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илн 

s1n 2 sin 2 [
. ((t}-(t)o)fo ((t}+woP'o

] M(m)= А w--u,
0 

+ (t}+ (t}o • (20.03)

Графическое изображение этой функции дано на рис. 20 
для положительных частот m. При m < О получим такую 
же кривую, поскольку 

М (- m) = М (1J). (20.04) 
Эти соотношения мы уже использовали в § 17. 

Рис. 20. Спектральная амплитуда М (w) прямоугольного 
радиоимпульса. 

Импу лье (20. О 1) симметричен относительно момента 
t = О. Беря прямоугольный импульс более общего вида 

т (t) = А cos (mi- &) при t -

7
2 < t < t + �0 

, \ f (20.05) 
т (t)=O при других t,

(20.06) 

Если прямоугольные импульсы возникают беспорядочно, 
то мы получаем случайный процесс со спектральной интенсив
ностью 

S(m)=cr\M(ш)\ 2 , (20.07) 
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как это показано в § 12: параметр а µавен среднему числу 
импульсов, возникающих в единицу времени. Соотношение 
(20.07) применимо к случаю, представляющему интерес 
для радиолокации, коrда импульсы появляются периоди
чески (с периодом повторения Т), но каждый раз со слу
чайной фазой &, не зз.висящей от фаз всех остальных 
импульсов. В этом случае говорят о последовательности 
некоrерентных импульсов. Если любое расположение этой 
последовательности Н1 оси времени имеет одинаковую 
вероятность, то эта последовательность имеет спектраль
ную интенсивность (20.07) с коэффициентом 

1cr= Т (20.08) 

и корреляционную функцию 
00 00 

R(t)=
2
: 1 e i""\M(ш)/ 2 dл=cr I m.(t)m(t-t)dt, (20.09) 

-оо -оо

как это следует из формул (17.05)-(17.08). Соотношения
(20.07) - (20.09) п;шгодны для любой бесконечнои после
довательности некогерентных сигналов, но для прямоуголь
ного импульса (20.01) и О< t < Т

0 
формула (20.09) дает 

'!д.. 
;г 

R('t)=crA 2 S C�SilliCOSill
0
(t-t)dt= 

То 

-т+
То 

2 

5 [cos co
0
t + cos ill

0 
(2t - -.)] dt=

То 

-т+"

(20. 1 О) 

rде интегралом от cos ill
0 

(2t-t) мы пренебрегли, поскольку
он по порядку величины в ill

0
T 

O 
раз меньше учтенного, ·а

произведение (!}J 
O 

предполагается большим - в радиоим
пульсе содержится много периодов высокой частоты.
Окончательно имеем 

R(t)=crE(1-1;
0

1)cOSill
0
t при -T

0
<t<T

0
, 1 

� (20. 1 1)
R(t)=0 lJPИ t<-T

0 
и 't>T0 , j 
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где Е есть энергия импульса, определенная формулой 
(17.34). Таким образом, ввиду некогерентности различных 
импульсов корреляция в данном случайном процессе про
стирается лишь на промежутки времени порядка Т 

0 

(рис. 21). 
Найдем теперь спектральное разложение бесконечном 

периодической последовательности когерентных импульсов, 

Rrpfr) 

/ " 

/ " 

' 

/ " 

-т,,
1 

' / 

' / 

" 

" 
/ " 

Рис. 21. Корреляционная функция прямоугольного 
радиоимпульса. 

т. е. будем считать, что формула (20.01) применима в пре-
т т делах- 2 < t < 2 (Т - период повторения) и вне этого

интервала функция т (t) продолжается периодически. Тогда 
ее можно разложить в ряд Фурье 
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00 • 2т.�/ 

т(t)= Е м" е•т.
!1---=-оо 

(20.12) 



коэффициенты М" которого будут равны 
То 
2 .2,иt 

Ма=+ J е_, -у-т (t) dt.

То 
-2

Сравнивая эту формулу с формулой (20.02), 
написать 

где 

есть частота повторения. 

2r. 
0)1 = 7 

(20.13) 

мы можем 

(20.14) 

(20.15) 

Коэффициент М" дает вес о:-й гармоники, т. е. он по
казывает, какая амплитуда приходится на долю частоты ш,,= 

1 
= tХш1

• Если отвлечься от множителя -1-
, то можно по-

Рис. 22. Спектральные коэффициенты М" для бесконечной перио
дической последовательности прямоугольных радиоимпульсов. 

строить М,,, ка1' показано на рис. 22: по отношению к линей
чатому спектру периодической последовательности импуль
сов функция М (ш)- спектральная амплитуда одиночного 
импульса такой же формы (см. рис. 20)- является своего 
рода .спектральной огибающей". Спектральные линии М" 
расположены весьма часто, так как Т � Т

0
• 

Интересно рассмотреть еще спектр конечной последо
вательности периодических радиоимпульсов. Такой сигнал 
будет разлагаться в интеграл Фурье и иметь непрерывный 
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спектр. Но при увеличении числа импульсов L энергия 
импульсов будет концентрироваться вблизи частот ш,.-=аш

1
• 

Представим себе, что имеется L импульсов, периодиче
ски сл�дующих за импульсом (20.01). Вычислим функцию 
М(ш) для такой последовательности: 

т. 
00 2 

iН(ш)= J е;"'1 m(t)dt= J e-iwt m(t)dt+ 
-оо То 

-2

т0+ !о... (L-1) т+ !о... 
2 2 

+ � е- 1
"'

1 m(t)dt+···+ j e_;.,tm(t)dt=

Т-'!:.о._ (L-l)T-.!:o._ 
2 2 

т. 

2 

= [l+e- ;.,1 + ... + е- iw(L-1) т] 
.\ е- i"t т (t) dt. (20.16)

_J:! 

Выражение в квадратных скобках является геометриче
ской прогрессией. Оно равно 

и, значит, 

e-i"Lт_1 
e-iшT_I 

wLTsin-2-

wLT sin-2--- ewT 
sin

2 

M(ш)= --ew1' sin 2 

iw (L-1) Т 

2 

Это выражение наказывает, что 

;., (L-1) Т 

2 

То 
2 

s e
-iwt т (t) dt.

т. 

-т

М (ci;1) =М (�;ci) =0 при а=/= xL,

132 

(20.17) 

(20.18) 

(20.19) 



б 
aro1 где х - лю ое целое число, потому что при со= у мно-

. wLT б П L житель sш-2- о ращается в нуль. ри а=х имеем
То 

М (xco
1
)=L J е- ix0>,T 

т (t) dt (20.20) 
То 

-2

или 
(20.21) 

где Мх - коэффициент Фурье, определенный формулой 
(20.14). 

Более наглядно спектральную амплитуду периодической 
последовательности L импульсов можно записать с по
мощью теоремы ( 19 .16). В самом деле, перенося начало 
отсчета времени, мы можем последовательность импульсов 
заключить в интервал 

~ ~ ~ LT +т0 LT -t<t<t, где t = 2 �т, (20.22) 

причем величина (19.14) будет равна 

(20.23) 

Формулы (20.19) и (20.21) показывают, что 

М(о:дсо)=О при a:::l=-xL, М(адш)=LТМх при a=xL, 
(20.24} 

поэтому формула (19.16) принимает вид 
LT оо sin (<J) - xw1)2

М (ш)=LТ 1J Мх LT 

х=-оо (ro - X(J)1) 2 
(20.25) 

Данная формула показывает, что в случае конечной по
следовательности радиоимпульсов каждая спек-l'ральная 
линия расплывается (по сравнению с бесконечной пocлe-

sin х LT довательностью) по закону-х-• где х = (ffi-Xffi1) 2. Чем
sin х больше L, тем ос:грее -становит,ся функция -х-· В пределе

L-+ оо получаем ди<:кретный спектр, как на рис. 22, при 
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а) 

6) 

Рис. 23. Гребенчатый и согласованный фильтр для 
последовательности из трех прямоугольных 

радиоимпульсов: 
а) спектральная амплитуда М {w) трех когерентных импульсов; 
б) частотная характерцстика гребенчатого фильтра; в) частот

ная характеристика, приближенно соответствующая 
согласованному фильтру. 



L = I будет епектр одиночноr,о импульса -(рис. 20). На 
рис. 23,а из01бр1а1жен nромежуточ·ный случай, коrща L=З. 

Поскольку при больших L спектр конечной последова
тельности имеет квазилинейчатый вид, то для пропускания 
полезного сигнала m(t) без заметной потери энергии и без 
заметного искажения и вместе с тем для максимального 

. снижения интенсивности помех нужно взять фильтр, ча
стотная характеристика которого имеет вид гребня (см. 
рис. 23,б). Высота «зу,бьев» одна и та ж•е, ширина также 
( она зависит от L). Середина каждого зуба приходится на 
одну из ча,стот ш" = хы1• Это - так называе,мый гребенча-
тый фильтр. 

Согласованный фильтр является некоторой модифика
цией гребенчатого. В согласованном фильтре зубья не оди
наковы по величине и не имеют прямоугольной формы, а 
воспроизводят форму спектральной амплитуды М* (ы) по
Jiезного сигнала (-рис. 23,в). 

Согласованный фильтр в противоположность гребенча
тому фильтру сильно ,искажает полезный сигнал, зато дает 
возможность получить на выходе большее отношение сиг
нал/помеха, чем гребенчатый фильтр, а именно дает вы
игрыш, равный 4,3 дб. Это число получено Джорджем и 
Заманакосом в предположении,что ширина зубьев гребен-

ф 
u 4'1t 

чатого ильт·ра взята равном у; и что частотная характе-

ристика согласованного фильтра отлична от нуля только 
в пределах этих зубьев (рис. 23,в). При точном выполне
нии согласованного фильтра его частотная хара1<теристика 
доля<на воспроизводить спектр полезного сигнала 
(рис. 23,а) и, ,в частности, обращаться в нуль толь.ко, в от
дельных точках, а не в интерваJ1ах, однако «неоптималь
пость» фильтра, изображенного на рис. 23,в, лишь весьма 
незначительно уменьшает его эффективность. 

Выше мы ра,ссмотрели работу согласованного фильтра 
с частотной точки зрения (рис. 23). Для изучения того 
же вопроса с временной точки зрения нужно иметь в виду, 
что согла,сованный фильтр является коррелятором и обра 
зует функцию 

00 

R,111
Js)= I f(t)m

0
(t-s)dt, (20.26) 

-оо

(ер.§ 17 и§ 18), где mo(t) есть «стандартный» зондирую
щий сигнал, ,состоящий в данном случае из L когерентных 
rадиоимпульсов, а f(t)- принятая функция за L периодов· 
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повторения. Выражение (20.2-6) можно также переписать 
в виде 

L 
оо 

R1m0
(s)=1] 5 f(f)ma(t-s)df= 

a=l -oo 

т 

L s+ (а-1) Т_ + Т

= � S f (t) cos Ф
0 

(t- s) dt, 
а.=1 Т 

s+ (а-1) Т - -f 

(20.27) 

r де через т .. (t) обозначен а-й радиоимпу лье, в соответст
вии с формулами (20.01) и (20.16) равный 

т
._ 
(t) = cos rл

a
l при(а-l)Т- ;"<t< ) 

1

<(a-l)T+ �• 
1

(20.28) 

m._(t)=O при других t.
) 

Таким образом, работа согласованного фильтра нли 
коррелятора сводит-ся к следующим операциям. 

1. Умножение на -c.os ffio t при различных сдвигах s. Эта
операция может быть легко произведена с помощью коге
рентного (фазового) детектора, как раз осуще,ствляющего 
перемножение косинусоидального напряжения ( с несущей 
частотой ffio) и входного напряжения f (t). 

2. Интегрирование произведения по интервалу времени
Т0• Такое интегрирование (или усреднение во времени) 
производит линейный фильтр, пропускающий только до
статочно низкие ча,стоты и поста.вленный в схе,:.1е, ка,к это 
оlбычно и дела·е-гся на практи'Ке, за 1ко�rерентным детекто
ром. Отметим, что действие «усредняющего» фильтра не 
совоем эквивалентно иlН'тетри-рованию по ·в.по.iне оп,рею�
ленн,ому интервалу Т0 , однако ведь и наличие, 'импульсов 
строго прямоугольной формы и продолжительности То 
также является теоретической идеализацией. 

3. Суммирование или накопление полученных значений
за L периодов повторения. Эта операция опять приводит 
к формуле (18.05), показывающей увеличение отношения 
сигнал/шум по мощности за счет накопления. Отношение 
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сигнал/шум после всей обработки определяется форму
JIОЙ ( 17.115). 

Совокупность всех трех операций можно на·звать коге
рентным накоплением (в отличие от некогерентного накоп
ления в видеоканале, описанного в § 18). Мы видели, что 
ког•ерентное накопление легко осуще,ствляется обычными 
радиотехническими средствами. 

·В радиолокации даже в случае одного неподвижного
отражающего объекта принимаемые импульсы обычно не 
образуют строго периодичес1юй .последовательносги в силу 
т,оrо, что высокоча,стотные фазы излученных импульсов 
•случайным Qlбразом меняю11ся от импульса к импульсу.
Поэтому сог.т�асованный фильтр в цепи высо1юй или про
межуточной частоты радиолокационного приемника можно
ссуществить лишь при когерентном детектировании, ис
пользующем колебание с не,сущей (или промежуточной)
ча,стотой ro0 и с фазой, соответ,ствующей фазе излученного
импульса; благодаря когерентному детектору в,се происхо
дит так же, как если бы излучала,сь строго периодическая
последовательность радиоимпульсов, в которой каждый
импуль,с имеет одну и ту же фазу. Остальные операции
должны быть та�ими же, как описано выше.

Быстрое движение отражающего объекта (например,
самолета) чрезвычайно усложняет техническое осуществ
ление когерентного накопления. С ча·стотной т,очки зрения
при конструировании гре·бенчатых или согла,сованных
фильтров нужно учесть ,см,ещение частоты принимаемого
сигнала из-за эффекта Допплера; для разных частот при
ход,ится применять различные фильтры, причем эти фильт
ры должны быть расположены на ш1<ал•е частот тем чаще,
чем длительнее интервал времени, в течение которого про
изв-одится накопление. С вр,еменн6й точки зрения нужно
для каждой цели, движущейся с постоянной радиальной
скоростью, производить обработку принятой функции f (t)
не по формуле (20.27), а ,по формуле 

L оо 

R,m,.(s)=� S f(t)m._ (t-s)dt= 
о.=1-оо 

т 
L s+ (o:-l)T +-} 

=-==Е J f(t)cos{Ф0 {t-s)-(a-l)д3]dt, (20.29)

=ls+ (1%-1) Т - � 
2 
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где 
т т

а 
(t)= cos [ro

a
l-(a.-l)_д&] при (а. - 1) Т- -f < 

< t < (а. - 1) Т + �0
- ,

(20.30} 

т
а 

(t)=O при других t

е,сть а-й импульс из последовательности импульс,ов, отр:.1-
женных от движущеrо1ся объекта, а Л1't •есть дополнитель
ная разность фаз между импульсами, обусловленная этю,1 
движением. Легко показать, что 

дD = СТ, (20.31) 

где � есть ,смещение частоты из-за эффекта Допплера (ер. 
гл. XI). 

Необходимость применения различных операций при 
разных (и, ,вообще говоря, неизвестных) значениях Лtr, т. е. 
осуществление «многовариантного» когерентного детекти
рования, приводит к чрезвычайно громоздкой схе,ме пра
емника. 

§ 21. ФИЛЬТР УРКОВИЦА

В предыдущих пара�рафах (§ 17, 18 и 20) мы подробно 
раосмотрели оптимальные линейные фильтры для обнару
жения -сшr�нало,в известной формы и из·мерения их парамет
ров на фоне белого шу.ма. В некоторых случаях, однако, 
предста·вляют интерес и другие �помехи, спектральна,я ин
тенсивность которых не является постоянной в пределах 
полосы част,от, занятой оиrналом. Наиболее важным при
мером таких помех являются помехи, обусловленные отра
жением зондирующих радиолокационных сиrнаJюв от мно
гочисленных и хаотически ра,сположенных местных пред
метов. Подробное раосмотрение таких помех дано в гл. XI, 
здесь мы оrраничим,ся краткой формулировкой тех их 
свойств, которые нам понадобят·ся в этом параграфе. 

Источником помех данного типа является большое чис
,10 рассеивающих частиц, например капель дождя, беспо
рящочно рас,положенных в :пространстве и благодаря своей 
многочисленности маокирующих полезный радиоло·кацион
ный •сигнал, отраженный от наблюдаемого объекта. В ка
честве первого приближения к действит,ельности приме·м, 
что как рассеивающие частицы, так и наблюдаемый объ
ект неподвижны, и что облучение производится с помощью 
последовательности не1юrерентных импульсов (или неко-
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герентных радиолокационных сигналов другой формы). 
При такой постановке вопроса полезный сигнал отличает
ся от помехи лишь ,своей «1юнцентрацией» во времени, по· 
скольку обусловлива ющий его объект находится в опре
деленном месте, а рассеива ющие частицы распределены 
(приблизительно равномерно) в большом объеме, окружаю
щем этот ,о.бъект. Это физическое ра зличие может быть 
использовано для увеличен,ия отношения сигнал/помеха 
при обра6отке принятой суммы сигнал+пом·еха за один 
период повторения. 

Поскольку каждая частица становит,ся источнююм от

раженного сигнала и все эти сигналы складываются неко
герентно в силу случайного (хаотического) расположения 
.ча ,стиц, спектральная интенсивность помех может быть вы
числе;на по формуле (20.07), т. е. 

S
п

(Ф)=а/М(Ф)/ 2 , (21.01) 
где М (Ф) - комплексная спектральная амплитуда зонди
рующего радиолокационного сигнала (одиночного, т. е. 
за один период повторения). Частотная характеристика оп
тимального фильтра ( 16.14) в этом случае равна 

к ( )=!!... -iwt0 М* (ц) 
(J) а е 

I м (ы) 1 2 .

Беря для простоты с= cr и t
0 
= О, мы получа�м 
1 

К{Ф)= M(w)'

(21.02) 

(21.03) 

Если бы удалось осуществить фильтр с комплексной 
частотной характеристикой (21.03), то полезный сигнал 
(16.06) на выходе такого фильтра был бы равен 

00 

\J-
(t) = 2

1
1t J e

iwt dФ = о (t), (21.04) 
-00 

а отношение сигнал/помеха на выходе фильтра согласно 
формуле ( 16. 15) было бы равно 

00 

р=2:а j dФ=ОО. (21.05) 
-00 

Бесконечное значение р получилось из-за того, что частот· 
ная характеристика (21.03) соответствует фильтру с бес-
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конечно широкой полосой пропускания. Такой фильтр,
во-первых, практически невозможно реализовать и, во-вто
рых, он будет весьма уязвим по отношению к белым шу
мам, например к собственным шумам приемника. 

Поэтому мы предположим, что частотная характери
стика равна 

при ш0 -Лш<ш<ш0+дш 1 
и -(1)0-дш<ш<-шо+лш, (21.06)

K(w)=O при других ш. 
Тогда полезный сигнал (16.06) на выходе фильтра опреде
ляется сходящимся интегралом 

или 

о (1) =

2� С[•'"'dш +J:•'"'dш) 

(t)-
2 t sin (Дwt) 

}1 --; COS Ш0 t
, 

(21.07) 

(21.08) 

причем его максимальное значение достигается при t = О, 
оно равно 

}1 (О)= 2д(t). 

'lt 
(21.09) 

Формулы (21.04) и (21.08) показывают,· что фильтры 
(21.03) и (21.06) концентрируют полезный сигнал, давая 
в момент t = О резкий выброс, величина которого пропор
циональна дш. Спектральная интенсивность помех на вы
ходе фильтра равна 

т. е. 
при ш

о 
- дш < ш < ш

о 
+ Д(J) 

\И - (J)
o 

- д(J)"< (J) < -_(J)
o + дш, 

{ при других (J), 

(21.10) 

(21.11) 

Таким образом, фильтр (21.06) «обеляет» помеху, превра
щая ее в стационарный процеос с постоянной (в пределах 
полосы проriускания фильтра) спектральной интенсив
ностью. Белый шу,м получается потому, что каждый елс-
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ментарный сигнал, даваемый ·одиночным рассеивателем, 
как и полезный сигнал от наблюдаемого объекта, превра
щается в весьма кратковременный ,импульс (21.08) или 
в пределе - в (21.04), а совокупность таких случайно воз-
1-шкающих импуль,сов как раз дает на,м белый шу.м (ер. 
§ 12).

Отметим, что рассмотренный ранее согласованный
фильтр, им-еющий частотную характеристику (17.02), пре
образует помеху в обратную сторону- он превращает бе
лый шум со спе1ктра.r:1ьной интенсивностью (17.01) в поме
ху со спектральной интенсивностью 

(21.12) 

которую можно рассматривать как совокупность случайно 
возникающих импульсов той же формы, что ,и сам полез
ный сигнал на входе фильтра. 

Интенсивность помех ( 16.09) на выходе фильтра с ча
стотной характеристикой (21.06) равна 

2 2адw 
'l=-

7t ' 
(21.13) 

так что формула ( 16. 08) дает 

2Лы 

р=-. 7t0" 
(21.14) 

Это выражение полезно ·сопоставить с отношением 
сигнал/помеха на входе фильтра. Бели сигнал пред:став
ляет собой прямоугольный импульс (20.01), то по форму
лам (20.10) и (20.11) имеем 

так что 

и 

-· аА 2 

т(О)=А, n2 =R
п

(0)= 2 Т0
, 

(21.15) 

р _лыт. ----. 
Pt 1t 

(21.16) 

(21.17) 

Таким образом, действие фильтра, определяемого форму
лой (21.06), проявляется тем сильнее, чем больше произ
Вt'дение полосы фильтра Лш на длительность импульса Та. 
Из формул (21.14) и (21.15) видно, что само по себе уве
личение То не улучшает обнаружения сигнала на фоне 
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помех, поскольку интенсивность помех п2 сама пропорцио
нальна длительности импуль•са Т0, и можно лишь утверж
дать, что обнаружение сигнала облегчается при ув,еличе
нии ширины полосы Лffi.B статье Урковица содержатся со
ображения о практической реал,изации фильтров с ча,стог
ными характеристиками, близкими к (21.06). 

Сравним также действие фильтра (21.06) с действием 
прямоугольного фильтра с частотной характеристикой 
( 17. 23). При условии ( 17. 27) максимальное значение f1- (t) 
согласно формуле (17.29) равно 

х_дrоТ0 

- 2
(21.18) 

При б6льших дw максимальное значение fl-(t) [несколько 
превышающее fl-(0)J достигается при некоторых значениях 
t =1= О, так что огибающая сигнала fl- (t) становится немоно
тонной функцией t. Если прямоугольная частотная харак
теристика фильтра несколько сглажена, то этот эффект 
места не имеет. В дальнейшем мы им пренебрегаем и 
определяем отношение сигнал/помеха на выходе прямо
угольного фильтра, как и раньше, формулой 

где согласно выражениям (16.08) и (20.03) 

или 
х 

v --- --dx.
2_аА 2Т0 s

sin2 x 
т:: х2 

о 

wT0 sin 2 т 

---dw 
, ro2 

"(21.19) 

(21.20) 

Последний интеграл легко приводится к интегральному 
синусу ( 17.33). В самом деле, интегрирование по частям 
дает 

х х х х 

J
. sin 2 x

d 
_ 

1 
sin2 "

+ 5
2 sin х cos x

d _ sin2 x+j sin 2x
d -- Х-- -- ----- Х---- -- Х Х2 х х х х ' 

о о о о 

(21.21) 
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так что 

и 

2_с:А 2То ( . 2Х sin 2 Х) V --2- S1 -

---у-

- 4 (si Х)2 

P-1tc:T · sin2 Х ·0 si2X--
X 

(21.22) 

(21.23) 

Действие прямоугольного фильтра можно характеризо
вать отношением 

_е_ = 2 (si Х)2 

р1 1t sin 2 X'si2X--
X

-
(21.24) 

где р 1 
есть величина (21.16). Это отношение изображено 

на рис. 24: мы видим, что вплоть до Х � 3 расширение

fr, 

f.5 

zo 

о 

�---

[\ / J,/ 
', � 

V

2 3 4 5 б 7 8 9 Х 

Рис. 24. Выделение сигнала на фоне хаотических 
отражений с помощью прямоугольного фильтра. 

ширины полосы ведет к увеличению р, при меньших Х 
увеличение р происходит приблизительно линейно, как 
в формуле (21.17). 

Обозначая черезр
0 

величину (21.14), реализуемую фильт-
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ром Урковица с той же шириной полосы дш, мы будем
иметь 

1.. (si Х)2 

Ро Х si 2Х - sin2 Х · 
(21.25) 

Это отношение изображено на рис. 25. Мы видим, что 
при Х � 2 оба фильтра примерно равноценны, и лишь при 
б6льших значениях Х (широкополосные фильтры) прояв
ляются преимущества фильтра (21. 06). 

0,5 

о 

� 

"' 

� 

"' 
........__ 

2 3 4 5 б 7 8 

Рис. 25. Сравнение прямоугольного фильтра 
с фильтром Урковица. 

9 Х 

Фактиче�ки допустимая ширина полосы дш определя
ется интенсивностью белых шумов, всегда присутствующих 
в радиоприемных устройствах. Если обозначить постоянную 
(не зависящую от частоты) спектральную интенсивность 
белого шума через S

0
, то полная спектра.т�ьная интенсив

ность помех равна 

(21.26) 

так что вместо формулы (21.02) мы будем иметь (при t
0
= О) 

М* (w) 
К(ш)=с So+�JM(ro)iz' (21.27) 

Если мы имеем прямоугольный радиоимпульс, то по 
формуле (20.03) 

(21.28) 
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и если отношение 

s 

достаточно мало, то при ro � ro
0 

фильтр (21.27) достаточно 
близок к фильтру (21.06). В силу неравенства 

JM (ro) 1 2 

¾ ((J} �

2

(J}oJ2 
(21.30) 

максимальную величину дrо для фильтра (21. 06) можно 
найти из требования 

(21.31) 

поскольку при I ro - ro
0
i > дrо слагаемое а IM (ш) J 2 в знаме

нателе (21.27) будет меньше первого чл1=на S
0

, и весь 
фильтр (21.27) будет ближе к согласованному фиJ1ьтру 
(17.02), чем к фильтру (21.06). Формулы (21.29) и (21.31) 
дают 

2 
(21.32) дrо=--

-v;-т о 

или 
1 

ХМЗКС = v Е (21.33) 

Следует отметить, что помехи, обусловленные хаоти
ческими отражениями, и белые шумы, например собствен
ные шумы приемника, предъявляют к приемному устрой
ству в значительной степени противоречивые требования. 
Как выше отмечалось, увеличецие р нри хаотических отра
жениях достигается увеличением полосы дrо фильтра, од
нако серьезному увеличению дrо препятствуют шумы. 
В дальцейшем мы будем неоднократно сталкиваться с по
добным обстоятельством. 

В данном параграфе выделение радиолокационного 
сигнала на фоне отражений от множества частиц рассмоr
рено в предположении, что как наблюдаемый объект, так 
и частицы неподвижны. Обычно же объект движется отно
сительно частиц, что дает дополнительные возможносrи 
для его обнаружения; движение же рассеивателей затруд
няет компенсацию помех (-ер. гл. VI, VII и XI). 
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§ 22. О ФИЛЬТРАХ, ВЫДЕЛЯЮЩИХ СИГНАЛЫ

ИЗВЕСТНОR ФОРМЫ 

Теория фильтров для сигналов заданной формы, кото
рая изложена в данной главе, базируется на двух основ
ных предполож,ениях: во-первых, мы считали ф,ильтр ли
У.ейным, и, во-вторых, мы характеризовали его каче,ство 
с помощью отношения сигнал/помеха. 

Последний критериfr довольно привычен с практической 
точки зрения, однако его связь с видимостью сигнала на 
индикаторах различных типов довольно сложна. Поэтому 
как с теоретической, так и с практической стороны не сов
сем ясно, чт6 означает какое-либо значение этого отноше
ния (скажем, р = 2) и чем оно количественно лучше ка
кого-либо другого значеция (например р = 1 ). Во второй 
части книги, посвященной статистической теории оптималь
ных приемников, мы рассмотрим проблему обнаружения 
сигнала на фоне цормальной помехи с более фундаменталь
цой точки зрения и покажем, как величина р связана коли
чественно с основными характеристиками приемника, осу
ществляющего оптимальное обнаружецие: вероятцостью 
ложной тревоги и вероятцостью. пропуска сиrцала. 

Отметим, что отношение сигнал/помеха имеет прямой 
вероятностный смысл лишь при линейных преобразова
ниях, а .при детектировании, например, теряет этот смыс.'1. 
В частности, для одиночного полезного сигнала квадратич
ное и линейное дет,ектирование суммы сигнала и помехи 
дает одни и те же веJ1оятностные характеристи�и (см. гл. 
\7), в то вре•мя как согласно § 18 отношения сигнал/поме
ха на выходе этих детекторов различны. 

Первое предположение о линейности обнаруживающего 
фильтра являет,ся довольно сильным ограничением даже 
для нормальных процессов. В этом отношении фильтры, 
обнаруживающие сигнал, отличаются от фильтров, вос•ста
навливающих (с минимальной квадратичной ошибкой) все 
значения полезного сигнала; последние (ер. § 7 и гл. VIII) 
всегда являют,ся лrинейными, по крайней мере, для нор
мальных процессов, в то время как обнаруживающие 
фильтры могут быть и нелинейными. О'!'сылая читателя за 
подробностями ко второй части этой книги, мы отметим 
здесь лишь следующее обстоятельство. Задача об обнару
жении (т. е. принятии решения о наличии или отсут,ствии) 
полезного сигнала, без восстановления его значений в раз
личные моменты времени, может быть поставлена не толь-
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ко для сигнала, являющегося заданной функцией времени, 
:но и для сигнала, являющегося случайным процес-сом или 
случайной последовательностью. Эта задача требует иного 
подхода, и с помощью одних линейных фильтров ее решить 
нельзя ( см. вторую часть книги). 

Перед тем, как перейти к из.1южению статистической 
геории оптимальных приемников, мы рассмотрим в сле
дующей главе теорию -случайных последовательност,ей. 
При этом мы кратко остановимся на тех вопро,сах теории 
ф,ильтрации последовательностей, которые в первых трех 
главах были более детально исследованы для ,случайных 
процессов. 
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ГЛАВ А IV 

СЛУЧАЙНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

§ 23. ФИЛЬТРАЦИЯ СТАЦИОНАРНЫХ СЛУЧдйНЫХ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕй 

Наряду со случайными проце1ссами, ра•с,с,мотренными 
ранее, представляют интерес и случайные последователь
ности (последовательности ,случайных величин). Элементы 
случайной последовательности мы будем обозначать через 
f(t) ,и т. д., где t есть целочисленная переменная: t=·O, J, 
2, ... или t= ... -2, -11, 0,1, 2, ... , которую для наглядности мы 
будем называть временем (дискретное время). Перемен
ная t является в сущнос11и индексом, т. е. можно вме1сто 
f (t) писать f t· Однако обозначение f (t) более удобно, по
-скольку получае"Гся единообразие, облегчающее перенос 
ряда понятий из 1\еории случайных процессов в теорию 
случайных последовательностей. 

Пусть две стационарные случайные последовательности 
f(t) и g(t) имеют равные нулю средние значения 

g (t) =0. (23.01) 

Введем их взаимную корреJiяционную фу!iкцию по формуле 

R
tg(t) = f (t) g (t - t) 

и (авто) корреJiяционную функцию 

Rt 
(-_) 

= f (t) f (t - ")· 

(23.02) 

(23.03) 

Эти определения отличаются от соответствующих опре
делений для случайных процессов только т•ем, что пере
:менные t и -r являются целочисленными. Стационарность 
последовательностей проявляется в том, что корреляцион
ные функции (23.02) и (23.03) не зависят от t.
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Проблема фильтрации ,стац,ионарных случайных после
довательностей ставится следующим образом. Пусть мы 
имеем входную последовательность 

f (t) = т (t) +п (t), (23.04) 
состоящую из полезf{ого сигнала m(t) и помехи п (t). Тре
буется по известным значениям f (t) в Н момецтов t - Н,
t - Н + 1 , ... , t - 1 с наибольшей возможной точностью
определить т (t + s); при s;;;,. О фильтрация соединяется 
с прогнозироваf{ием (упреждением), при s = - 1, -2, ... 
это есть .чистая" фильтрация. 

В общем виде решена лишь задача о линейной филь
трации, когда ищется цаилучшая формула вида 

н 

x=kJ(t-I)+k2f(t-2)+ ... +kнf(t-H)=�kJ(t-t) 
,�1 

(23.05) 
для величины х = х (t), с наименьшей ошибкой воспроиз
водящей ffужное нам значевие т (t + s). При этом исполь
зуется критерий средней квад?атичной ошибки, для чего 
вводится ошибка 

в=х-т(t+s)=, �ksf (t-t)-m(t+s) (23.06) 

и образуется ее средний квадрат 

�=m2 (t+s)+x2-2m(t+:s) Х= 

= т 2+ Е Ek,kaf (t - t) f (t- cr)- 2 Ek,m (t + s) f (t- t). 
' а ' 

(23.07) 
Пользуясь формулами (23.02) и (23.03), можно написать 

m"=Rm (O), 

f (t-t)f (t - cr) = R1 
(t - cr), (23.08) 

т (t +s) t(t-t) = R
т

i'"+ s),

и выражецие (23. 07) преобразуется к виду 

Е = Rm (О)+� �k,kaRf (t - cr) -2 �k,Rmf (t + s). (23.09) 
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Оптимальная линейная фильтрация соответствует ми
нимуму Е, который ·можно найти по правилам дифферен
циального исчисления, полагая 

дЕ 
дk" 

= 0 при -. = 1, 2, ... , Н, (23.10) 

в результате чего получаем систему линейных алгебраи
ческих уравнений для коэффициентов k� 

н 

�k,R1(-.-a)=Rm1(t+s) (-.=l, 2, ... , Н), (23.11)
a=I 

нз которой эти коэффициенты определяются, вообще го
воря, однозначно, ибо число уравнений равно числу цеиз
нестных k�. Система алгебраических уравнений (23.11) 
аналогична интегральцому уравнению оптимального линей
ного фильтра (§ 2) или его обобщению (§ 5), поскольку 
теперь выделяемый сигнал h (t) есть 

h(t)=m(t+s) и Rh1 (-.)=R
т1 (t+s). (23.12)

Как в теории фильтров для случайных процес-сов, решени�
уравнений (23.Н) действительно дает минимум ,среднеи
к,вадратичной ошибки ( а не прос-го эк,стремум) , что не
трудно доказать тем же путем. 

Если мы возьмем коэффициенты k, в соответ,ствии 
с уравнениями (23.1 i), то средний квадрат ошибки фильт
рации будет ра�ен 

или 

;з=Rт (О)-�� kЛ,Rf (-. -а) (23.13) 

(23.14) 

Соотношения, полученные выше для линейной фильтра
ции стационарных последовательностей, отличаются более 
элементарным характером: в них фигурируют суммы и 
алгебраичесюие уравнения вместо интегралов и интеграль
ных уравнений, полученных ранее в теории фильтрацЩi 
случайных процессов. Однако в вычислительном отноше
нии дело обстоит не та,к просто, поскольку при больших Н
( скажем, при Н>4) численное решение уравнений (23.11) 
является довольно трудоемкой задачей, быстро усложняю
щейся пр1и росте Н.
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Чтобы получить общую ориентировку в возм-ожностях 
.1инейной фильтрации, будем считать, что случайная по
следовательность f (t) нам известна целиком, т. е. при 

t= ... -2, -1, О, 1, 2, ... , f(23.15) 
и нам нужно найти формулу фильтрации 

00 

x(t)= 22 k,f(t-'t), (23.16) 
't=-CO 

r наименьшей ошибкой воспроизводящую значение т (t). 
Та·кая по,становка в теории случайных проце,ссов ведет 
к фильтру I 11ипа, дающему среди всех линейных фильт
ров наименьшую -среднюю квадратичную ошибку. Зде�ь 
эта постановка задачи ведет также к наилучшей фильтра
ции, поскольку используется бесконечная в обе стороны 
после,довательность f (t). 

В данном случае ур авнения (23.11) принимают вид 
00 

LkaRf
(,:-a)=Rmf

('t) ('t= ... ,-2, --1, О, l, 2, ... ). 
а=-оо 

(23.17) 
Их решение можцо получить в замкнутом виде. Для 
этого умножим каждое уравнение (23.17) на e-iw, и про
суммируем по всем 't 

00 00 00 

� e-iro, }.: kaRf
('t-a) = � e-iw,Rmf(,:). (23.18) 

't=-00 а=-оо 't=-00 

Левая часть этого уравнеция преобразовывается следую
щим образом: 

L e-icoa� kaR
f
(,:- а)= L ka L e-iw'R1 

(,: -а)=
,:- а а 't 

Введем по аналогии с§ 2 обозначения 
ао \ 

S1(ш)= � e-i•"R
1 ('"), 1

•=-оо 1 

s.,(ш) ,�� е
---1= 

R., (,) j 

(23.19) 

(23.20) 

151 



и, кроме того, обозначим 
00 

К (ш) = L е-lш, k,,
'Г-=-00 

тог да уравнение (23.18) можно записать в виде 
к (ш) s, (ш) = smf 

(ш), 
откуда 

к (ш)= smf (оо)
s,(w) 

(23.21) 

(23.22) 

(23.23) 

Зная функцию К (:о), мы легко найдем коэффициенты 
в формуле фильтрации. Действительно, формула (23.21) 
является в сущности комплексным рядом Ф_урье. Если 
умножить обе части формулы (23.21) на еiш, и проинтегри
ровать от - 'lt до 1U или в пределах любого другого ин
тервала длиной 21t, то получаем 

(23.24) 
_,, 

Аналогичным образом производится "обращение" фор
мул (23.20) 

1t 

R ,('•) = 2� I e1"''s, (ш) dш,

(23.25) 

Подсчитаем теперь средний квадрат ошибки фильтра• 
ции. Имеем 

}: � k,kaRf (t - а)= 2
1
" � � k,ka \ e i"'<0-�>s

1 
(ш) dш=

1: а ,: а J , 
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� � 

= 2�5 K(w)K(-m)S1(m)dm= 2� J JK(w)\ 2S1(m)dш,
-� -�

поскольку 
К(-т) =К*(т) 

(23.26) 

(23.27) 
в силу вещественности коэффициецтов k� в формуле (23.21). 
Окоцqательно фо;JМула (23.13) преобразуется в виду 

(23.28) 

аналогичному выражению (2.31). Подставляя в фор-
мулу (23.28) выражецие (23.23), получаем 

(23.29) 

Если полезный сигнал и помеха некоррелированы (или 
статистически цезависимы), то 

smf 
(ш) = sm (ro), s, (ш) = sm 

(ro) + sn (ш), (23.30) 

и мы приходим к соотношениям 
sm (оо) 

к (ro) = sm (оо) + sn (оо) (23.31) 
и 

(23.32) 

Физический смы<:л этих ,соотношений тот же, что и 
смысл соответствующих формул § 2. В следующем пара: 
графе мы на нем остановимся подробнее. 

§ 24. ТЕОРЕМА ХИНЧИНА ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕR.

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ФИЛЬТРАЦИИ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕй 

Опирая,сь на аналогию между случайными последова
тельностя·ми и случайными процессами, естественно счи
тать функцию S1 (w), определяемую первой формулой 
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(23.20), спектральной интенсивностью случайной последо
вательности f (t). Рас,сматр,ивая  далее_ формулы (2.18) и 
(2.19), с одной стороны, и формулы (23.21) и (23.24 )
с другой, естественно назвать функцию К ( w) комплексной 
частотной характеристикой (или коэффициентом передачи) 
фильтра, работающего по формуле (23.05) или (23.16) . 

Справедливость последнего наименования можно обо
сновать следующим образом: будем брать в формуле 
(23.16) входную последовательность f (t) в в,иде 

f(f)=f0/
"'

\ ( 24.01) 

тогда последовательность х (t) на выходе линейного 
фильтра дается формулами 

(24.02) 

где К(ш) определяется формулой (23.21). Отсюда видно, 
что функция К (ш) является частотной характеристикой, 
как она обычно вводится в радиотехнике (ер. § 2). Сама 
же переменная ш есть, очевидно, круговая частота (без
размерная). 

В качестве примера рассмотрим фильтр, работающий по 
формуле 

x(t)=f(t)-f (t-1). (24.03) 
Сравнивая эту формулу с выражением (23.16), мы видим, 
что 

k
0

= 1, k
1

= - l, все другие k,=0, 

и потому по формуле ( 16. 21) получаем 
ioo 

к ( ) l -iw 2 . - 2 . w 

UJ = -е = t е sшт· 

(24.04) 

(24.05) 

Из первой формулы (23.25) вытекает соотношение 
,. 

- 1 r Rr (О)= f 2 (t) = 2" 
J 

S
1 

( ш) dш, ( 24.06) 
-1' 

на ос11овании которого естественно считать, что величина 
1
2" s, (ш) dш есть интенсивность случайной последователь-
ности в полосе частот ( ш, ш + dш ), так что S f ( ш)
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есть интен,сивность, •С•оответствующая единичной поло.:е 
(ер. начало § 3). Доказательство этого утверждения не
трудно получить, пропуская данную последовательность 
через полосовой фильтр (ер. §3); оно совершенно анало
гично тому, КQторое было проведено для процессов, поэто
му мы его зде,сь не повторяем . Таким образом мы полу
чаем обобщение теоремы Хинчина на случайные последо
вательности . 

Единат•венным отличием •спе,ктральной интенсивности 
случайной последовательности является ее периодичность 
(с периодом 2л:), вытекающая из формул (23.20). Таким 
же овойством обладает и частотная характеристика любо
го линейного фильтра для последовательностей: действи
тельно, по формуле (23.21) получаем 

К(ш+21tг)=К(ш), г= -+- 1, -+-2,... (24.07) 
Периодичность функций К (ш) и s, (m) объясняется тем, 

что при замене ш на ш + 27tl' элементы входных и выход
ных последовательностей (24.01) и (24.02) не изменяются. 

Из энергетического смысла функции S t ( ш) вытекает
условие 

(24.08) 

накладывающее ограничение также на числа R
f 
('t). 

Рассмотрим простейшие примеры случайных последо
вательностей. Если элементы последовательности не кор
релированы, то 

R,('t)=O при 't=-+-1, ::::t:::.2, ... (24.09) 

и такая последовательность имеет спектральную интен
сивность 

s, (ш) = R, (О)= const. (24.1 О) 

Это - аналог абсолютно ,случайного процесса - белого 
шума (§ 12), также имеющего постоянную спектральную 
интенсивность. Всякая корреляция между элементами п�
следовательности приводит к неравномерному спектру. 
Так, например, при 

получаем 
R, ( 't) =Са 1" 1 (\ .а 1 < 1) (24.11) 

1 - а2 

S
f 
(ш)= С . , 

\ e1"'-ai2 
(24.12) 
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причем при а-+ О мы возвращаемся к формулам (24.09) 
(24.1 О). 

Спектральная интенсивно,сть, соот.ветствующая взаим
ной корреляционной функции, не имеет такого четкого 
энергетического смысла, как для автокdорреляционной 
функции (1ср. § 3). 

Фильтрация стащионарных последовательностей по 
формуле (23.31) в сущности сводится к их частотному 
разделению (1ср. § 2). Как показывает формула (23.32), 
разделение происходит без ошибки, если спектры полез
ного сигнала и помехи не пере.крываю'ГсЯ, т. е. если 

(24.13) 

причем мы ,считаем, что взаимная корреляция между сиг
налом и помехой от�сутст�вует. Если же спектры перекры
ваются, то фильтрация сопровождается ошибкой даже при 
использовании в,сех элементов последовательности f (t) от 
t=- оо до t= оо. При фильтрации по части элементов 
ошибка будет больше ( во всяком случае не меньше). 

Какое применение может найти теория фильтрации ста
ционарных случайных по,следовательностей? Прежде всего 
ясно, что слу1чайные проце·ссы и случайные последователь
ности весьма близки друг к другу. Это видно не только из 
аналогии ,между фор1мулами, но также из теоремы Котель
никова (§ 19), по которой случайный процесс с ограничен
ным спектром определяется последовательностью своих 
значений через промежутки времени Лt. 

Выше мы рассмотрели задачу об оптимальном фильтре, 
работающем по формуле (23.05), т. е. комбинирующем Н 
элементов последовательности так, чтобы помеха была по
давлена, а полезный сигнал - усилил·ся по сравнению с по
мехой. Такое комбинирование может производить,ся с по
мощью ручного счета или счетно-решающего устрой,ства: 
все равно имеет смысл говорить о частотной характеристи
ке прибора, осуществляющего это К'омбинирование. 

В этой задаче выделяет,ся элемент случайной последо
вательности т (t) с минимальной ошибкой. Вообще говоря, 
такая постановка задачи характерна для техники связи, 
где m(t)- полезный сигнал- переносит некоторое неиз
вестное сообщен,ие. Часто бывает достаточным лишь обна

ружение последовательности т (t) (установление ее нали
чия ил.и 011сутствия «в целом») или измерение некоторых 
ее неизвестных пара1метров. Такая постановка задачи 
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в теории случайных процес,сов ведет к фильтрам для сиг
налов известной формы (см. гл. III). В следующем пара
графе мы рас-смотрим аналогичную задачу для последова
тельностей. 

§ 25. ФИЛЬТР ДЛЯ ВЫДЕЛЕНИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ
ИЗВЕСТНОЙ ФОРМЫ 

Исследуем возможности обнаружения изве,стной после
довательности m(t) на фоне помехи. n(t). Мож-н,о также 
считать, что «форма» по·следователь·ности т (t) известна, 
но не известно время ее появления 't' и ее амплитуда G: 

т (t) = Gm
0 
(t- 't), (25.01) 

причем последовательцосгь т
0 
(t) - вполне определенная 

(скажем, m
0
(t)=l при t=l, 2, ... ,7 и m

0
(t)=O при 

всех других t). Линейная фильтрация входной последова
тельности 

f (t) = т (t) + п (t) (25.02) 
дает выходную последовательцость 

(25.03) 
а 

состоящую из полезного сигнала 

(25.04) 
а 

и помехи 
(25.05) 

а 

Рассуждая, как и в § 16, цетрудно вывести формулы 

11(t)= 2
1
it J еi"'tК(ш)М(ш)dш, M(ш)=�e-iтtm(t), (25.06) 

где М (ш)- спектральная амплитуд а полезного сигнала, 
и 

(25.07) 

есть интенсивность помех на выходе фильтра. 
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Требуя, чтобы в момент t
0 

достигалось 
отношение сигнал/помеха на выходе фильтра 

максимальное 

р = p.�t0), 

-;• 
(25.08) 

мы приходим к частотной характеристике 
к ( ) _ -iwt0 M* (ы) w -Се Sn (ы) 

(25.09) 

[ер. формулу (16.14)]. При выделении последовательности 
вида (25.01) мы получаем выражение 

К( )-ce-i'°toм;(oo)
(О � 

sn (ы) , 
(25.10) 

аналогичное выражению ( 16.25); здесь М
0 

( ш) образовано 
по т

0 
(t) так же, как М (ш) по т (t) [см. формулу (25.06)]. 

Если помеха есть белый шум, т. е. ее спектр можно 
считать равномерным 

S
п 

(ш)= S
п

= const, (25.11) 

то формула (25.09) при c=S
n 

дает частотную характе
ристику cor ласованноrо фильтра для rюследовательностей 

(25.12) 

Подставляя это выражение для частотной характеристики 
К (ш) в формулу (23.24), получим 

k
a
= т (t0 -а}, (25.13) 

так что формула .согласовацной• фильтрации имеет вид 

rp (t) = � т (t0 - а) f (t - а), 1
(25.14) 

11 (t) = � т (t
0
-a) т (t - а). 

Если ввести корреляционную фуцкцию Rm ('t) последо
вательности т (t), имеющей конечную длительность, по 
формуле 

R
m

(-.)= � m(t)m(t--.), (25. 15) 
t=-00 
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то формула (25.14) дает 

tJ. (t) = Rm (t0 - t) (25.16) 
и, в частности, 

00 

(-'-(t0
)=Rm(O)= L m 2 (t). (25.17) 

t=-oa 

Таким образом, отношение сигцал/шум на выходе сог ла
сованного фильтра равно 

00 

Е= L m2 (t).
t=-oo 

Все это аналогично результатам r л. III. 

§ 26. ФИЛЬТРАЦИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕП

И ПРОЦЕССОВ. 1 

(25.18) 

В предыдущих параграфах мы рассмотрели задачи 
о фильтрации последовательностей, причем обозначения 
были выбраны такмм образом, чтобы подчерrонуть далеко 
идущую аналогию с непрерывными процесса,ми. В теории 
оптимальных приемников (во второй ча•сти книги) удобнее 
применять не.сколько иные ,обозначения, которые мы и при
ведем в этом и следующем параграфах. Во второй части 
книги мы будем для простоты рас,суждений ограничивать
ся, главным образом, по,следовательностями, поскольку 
переход к непрерывным процессам, как правило, доста
точно прост. Оптимальные приемники, исследуе:мые в•о вто
рой ча,сти кн,иги, в качестве своего существенного звена 
часто содержат оптимальные линейные фильтры, изучен
ные в первой части данной книги, .поэтому целесообразно 
представить теорию этих фильтров в виде, удобном дл,1 
сравнения с теорией оптимальных приемников. 

Пусть нам изве,с11на случайная последовательность 
f1,•••,f н

, (26.01) 
элементы которой f h равны сумме элементов т11 (полезный
сигнал) и n

h 
(помеха) 

fh =mh +n
h (h= 1, ... , Н). (26.02) 

Величины n
h 

образуют случайную последовательность, их) 
первые и вторые моменты соответственно равны 

(26.03) 
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так что свойства помехи определilются матрицей]\ R;h 11 -
симметричной матрицей Н -го порядка. 

В зависимости от свойств последовательности mh возни
кают разные задачи. Если величины m

k 
также случайны, 

причем их моменты известны 
mh =0, (g, h = 1 •.. - , Н), (26.04) 

то возникает задача об оптимальном восстановлении (или 
выделении) величин mh из их смеси (26.02) с помехой. 
Ограничиваясь линейными операциями над заданными чи
слами t h' мы ищем коэффициенты k

gh в формуле 

xg = Li kghf h' (26.05) 

обеспечивающие минимум среднего квадрата ошибки 

�=(x
g

-mg
) 2

= L2ikghk
g/hf 1 -22ikghmgth +m". 

h i h g 

(26.06) 
Если ввести в до:юлнение к (26.03) и (26.04) обозначения 

Rt -, f Rmt -f 
gh = g h' gh = mg h' (26.07) 

то средний квадрат ошибки (26.06) равен 

s� = � 2i kgh
k

g1R�1- 2 2i kghR;l + R;g
. (26.08) 

h i h 

Условие минимума 
д --;; 

-дk s =0 
gh g 

(26.09) 
приводит к уравнениям 

� kg1R� 1 = R;t, (26.1 О) 

позволяющим, по крайней мере в принципе,- определить 
искомые коэффициенты kgh · В самом деле, если через Q�

h 

обозначить элементы матрицы, обратной 11 R�h \1, т. е. если 
Q�h удовлетворяют уравнениям 
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где a
gh 

- символ Кронекера, то искомые величины k
gh 

будут равны 

kgh = I: R';/Q;h. (26.12) 

В дальнейшем мы будем для простоты считать после
довательности т1, • • •  , т

н 
и n i> ... , п

н 
взаимно некорре

лированными 
m

g
n

h
=0 при g,h=1, ... ,H, 

тогда выражения (26.07) примут вид 

R�h = R;h + R;h ' R;t = R;h ' 

а формулу (26.12) можно будет переписать в виде 

(26.13) 

(26:t4) 

kgh = � R':iQ�h = agh - � R;8;h . (26.15) 
j J 

Сами уравнения (26.1 О) можно переписать следующим об
разом: 

(26.16) 

или 
(26.17) 

где мы использовали первую формулу (26.14) и обозначили 
через 11 Q;h II и 11 Q;h /1 матрицы, обратные матрицам 1! R';

h\\ и 
11 R;h l/ соответственно. В силу уравнений (26.10) средняя 
квадратичная ошибка при оптимальных коэффициентах kgh 

равна 
(26.18) 

Рассмотрим теперь другой случай, когда последователь
ность т

1 , • • • , т
н 

известна полностью, однако при этом 
может либо присутствовать, либо отсутствовать в после
довательности f 1, • • • , f н; в отсутствие т1, • • •  , т

н 
вели

чицы f h 
сводятся к чистой помехе, т. е. вместо (26.02) 

мы имеем 

11-483
(26.19) 
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Здесь также можно искать коэффициенты k
h 

- такие, что 
при образовании величины 

(26.20) 

получается наибольшее отношение сигнал/помеха, опреде
ляемое формулой 

(26.21) 

и характеризующее достоверность обнаружения полезной 
последовательности т

1
, • • •  , т

н 
на фоне помех. Здесь 

(26.22) 

и 

(26.23) 

Условие максимума 
(26.24) 

приводит нас к системе уравцений для неизвестных коэф
фициентов 

где с - произвольная постоянная. Если опять 
ваться обратной матрицей 11 Q;h /j, то 

k
g

= с L mhQ;h. 

(26.25) 

воспользо-

(26.26) 

Если вместо известной последовательности т
1

, • • • , т
н 

во входной последовательности (26.02) может содержаться 
одна из Р последовательностей т 1Р

, • •• , т
нр (р2.... 1, ... , Р)

и нам нужно решить, какая из Р возможностей реали
зуется, то естественно образовывать величины 
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и искать коэффициенты k ph так, чтобы параметры 

Рр = µ.: (11-р
= � kphmlip ' 'IP

= � kphnh) (26.28)
-;р 

h h 

принимали наибольшие значения. Это приводит к уравне
ниям 

(26. 29) 

по существу не отличающимся от уравнений (26.25). Те 
же соотношения получаются, если полезный сигцал по
является с неизвестной амплитудой G, т. е. в виде по
следовательностей Gm1P, • • •  , Gm8P. Решение уравне
ний (26.29) можно представить в виде 

(26.30) 

Если последовательность (26. О 1) задана в моменты 
времени 

так что 
(26.31) 

(26.32) 

то корреляционнq1е функции можно записать следующим 
образом: 

R�h
= Rf(tg , t

h ), R:=Rnz (tg
, th), Rgh=Rn(tg

, t
h ). (26.33) 

Коэффициецты k
g
h в формуле (26.05) удобно, однако, 

писать в виде 
(26.34) 

так что формула (26.05) и уравнения (26.1 О) принимают
вид 

11• 

x(t
g

)=A t �k(t
g, th )f(th ), 

Лt � k ( t
g , t

j) R1 
(t j, fh) = Rm (t

g, f 1). j
(26.37) 
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Отсюда уже легко перейти к процессам, явJшющимся 
функцией непрерывного времени t - достаточно заменить 
суммы на интегралы 

где 

t,+т 

х (t) = S k (t, t') f (t') dt', 

t,+т 

1J k (t, s) R.
1 
(s, t') ds = R.m (t, t'), 

t, 

t, (26.38) 

T=(H-l)дt (26.39) 
есть интервал времени, в течение которого задана функ
ция f (t).

Если все процессы стационарцы, то 
Rm (t, t') = Rm (t - t'), R

f 
(t, t') = R

f 
(t - t'), (26.40)

и поэтому можно считать 
k(t, t')=k(t-t'). (26.41) 

Тогда формулы (26.38) переходят в соотношения гл. I. 
В случае, когда полезный сигнал полностью известен, 

мы полагаем [t0 
- произвольный элемент последователь

ности (26. 31)]
(26.42) 

так что формулы (26.20) и (26.25) приобретают вид 

h 

(26.43) 
rp = дt L k (t0 - th

) f (t
h }, 

) 
лt�k(t0

-t
h)R

n
(t

g
, t

h
)=cm(t

g
) 

и для непрерывных процессов мы имеем: 
�+т 

1rp = � k (t0 - t) f (t) dt,
t' L 

t,+т f 

� k (to - t') Rn (t, t') dt' = ст (t). J
'

t, 

(26.44) 

Последняя формула есть интегральное уравнение для 
искомои функции k (t). В случае, когда помеха п (t)
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является стационарным случайным процессом, мы имеем: 
Rn (t, t') = Rn (t- t' ), (26.45) 

и ядро этого уравнения является четной функцией раз
ности t - t'.

Ограничиваясь стационарными помехами, рассмотрим, 
наконец, обнаружение полезного сигнала 

с неизвестной амплитудой G и неизвестцым временем 
появления. В этом случае вместо (26.43) мы будем йметь 

ер ( t g) = Лt I k ( t g - t h) f (t h)' 

)
h 

Лt � k (t0 
- th) R" (t

g 
- fh) = cm0 (tg

)
h 

или для непрерывных процессов 
t,+т 

1
cp(t)= I k(t-t')f(t')dt, 

/ 1 

t,+т 

s k (to - t') Rn (t - t') dt' = сто (t). 
t, J 

Частотное предста'Вление всех эт,их операций будет 
матизировано в следующем параграфе. 

§ 27. ФИЛЬТРАЦИЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

И ПРОЦЕССОВ. 11 

(26.47) 

(26.48) 

систе-

В задачах фильтрации большое значение имеют частот
ные соотношения, а именно с•оотношения между спектраль
ными интенсивностями (или амплитудами) и ча,стотными 
характеристиками соответствующих фил ьтров (ер. § 2, 16, 
23 и 25). Эти соотношения применимы, если соответствую
щие случайные процессы или случайные последовательно
сти являют,ся стационарными. 

Начцем со случайных последовагельностей. Если корре
ляционная функция R

r 
(tg, t,1) [ер. форс\1улу (26.33)] является 

четной функцией разности t g - th 

R, (tg
, th) = R, (t

g - th) = R, ( /g -h I дt), (27.01) 
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то спектральную интенсивцость s, (ш) можно определить 
формулой 

00 

s, (ш)=Лi L e-iwhЛtRr(hЛi),
h=-oo 

обращение которой имеет вид 

дl 

R, (hлt) = 2� i eiwliдtS,(ш)d(I).
'lt 

-ы

(27.02) 

(27.03) 

Последнюю формулу легко вывести, обобщая рассуждения 
§ 24. 

Аналогичным образом вводится частотная характери
стика фильтра, для которого функция k (t

g
, th

) [ер. фор
мулу (26.41)] удовлетворяет соотношению 

(27.04) 

По определению, комплексная частотная характери
стика фильтра равна 

причем 

00 

К (Ф) = Лt L e-iwhдl k (hлt),
h=-oo 

" 

ы 

k (hЛt)= �!7t J eiw/iдtK(ш)dш.
1t 

-ы

(27.05) 

(27.06) 

Согласно § 23 частотная характеристика оптимального 
фильтра I типа, восстанавливающего элементы m

h 
стацио

нарной случайной последовательности по значениям беско
нечной последовательности f h' равна 

Sm(w) 
К(ш) = 

Sт(w)+Sп(w) (27.07) 

где S
m 

(ш) - спектральная ицтенсивность полезной последо
вательностц, S

n 
(ш)- спектральная интенсивность помехи. 

При этом предполагается отсутствие корреляции между 
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помехой и полезным сигналом; тог да средний квадрат 
ошибки фильтрации равен 

" 

Тt 
- 1 rе 2 =

z,; J � 
-/11 

Sт(w)Sп(w) 
sm ("') + sп (w) dш. (27.08) 

Для фильтров II и III типов получаются более сложные 
фо;Jмулы, и средняiI квадратичная ошибка увеличиваетсн 
(или, в порядке исключенин, остается постоянной). 

Переход к непрерывным процессам получаем, подагая 
дt--+ О и обозначая 't= hлt. При этом ряды (27.02) и 
(27.05) превращаются в интегралы, а в формулах (27.03), 
(27.U6) и (27.08) интегрирование производится в пределах 
- оо <ш< оо. Соответствующие выражения были выписаны 
в гл. I. 

В задаче об обнаружении последовательности (26.46)
на фоне помех мы пришли к уравнению 

дt �k (t0
-th) Rn 

(Jg-h I Лt)=cm0(tg
), 

h 

(27.09) 

где Rn ('t) = Rn (- 't) есть корреляционная функция помех. 
Если считать, что мы располагаем последовательностью 
fh = f (t h), бесконечной в обе стороны ,  то в формуле (27.09) 
производится суммирование в пределах - оо < h < оо, и 
частотная характеристика (27.05) в данной задаче согласно 
§ 25 получается равной 

где 

-iwt, М�("') К(ш)=се Sп(,,) , (27.10) 

М0 (ш) = дt Le-i"'
thmo(th)'

h 

Sп(ю) = Дf Ii;
ioohдt 

Rn(hЛt), 
,, 

(27.11) 

а t
0 

- произвольный элемент последовательности (26. 31 ).
Отношение сигнал/помеха в частотном представлении дает
ся выражением 

" 

Д/ 

р=.О.: s [M.(w)f 2

dш
2.t Sп(ш) 

" 

-Тt

(27.12) 
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при фи1ксир1ованном ,значении G. Бели же а�шлитуда G 
является случайной величиной, то средним отношением 
сигнал/помеха (на выходе оптимального фильтра обнару
жения) естестве,нно ·считать величину. 

" 
At 

----=-- а� f IMo(ro) \ 2 

р - 2..: J Sп(ro) dш.
,с 

-дГ

При Лt ➔ О мы возвращаемся к формулам § 16. 

(27.13) 

В предыдущем изложении мь� неявно предполагали, что 
сдвиг полезного сигна.'lа во времени может быть произ
вольным, т. е. р в формуле (26.46) есть любое целое чие
ло - положительное или отрицательное. Если возможные 
значения р ограничены, то можно по-прежнему- вводить 
частотную хара'К'ге,рист,и�ку фильтра, ,н,о при етом нужно 
помнить, что для выделения и обнаружения полез
ного сигнала нужна лишь соответствующая ча,сть значений 
cp(t

g
J• а имен�но cp(t0 +pM). В ,частности, если р может1rори

нимать лишь одно значение р=О, 'DO МЬD 'ВОЗВ1раща,емся 
к ,случаю сигнала И!звес"ГНОЙ формы и ,с извес'Гным време
tнем 1поя1вления, 1ко,гда .в .результате <�филыгра'Ции» ,последо
вателыности f h ,или фунюции r(,t) ,получа,е:тся число ( а 'Не 
последова•те.ль,но!сть или ,функция). Пос1кольку 1к �Последне
му .случаю мож�но �перейти, 1посте�пе1Н1но уменьшая число воз
МОЖJных .значений р, то мож�н,о ,считать, 1что филь:трация ло 
форм·ула'М (12,6 .. 20), (:26. 122) и 1('26:2,3) имеет часто:тную ха
рактеристику 

к ( ) 
-i"'to М*(оо)ш =Се 

Sп(ro)' 
(27.14) 

причем отношение сиrцал/помеха на выходе фильтра равно 

(27.15) 

С таким фильтром мы будем неоднократно иметь дело 
в теории оптимальных приемников, обнаруживающих сиг
нал известной формы. К непрерывным процессам мы при-

1t ходим, полагая Лt ➔ О и 7J ➔ оо. 
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Вообще говоря, фильтр с час-готной характеристикой 
(27.10) или (27.14) будет фильтром I типа, обрабатываю
шим функцию f (t) ил-и последовательность f (th

), заданные 
в бесконечном интервале времени {при - оо <t< оо). 
Одна.ко !При некоррелированной помехе (1бел,ом шу,ме) •этот 
фильтр по существу использует функцию f (t) или после
довательно,сть f (th) в конечном интервале времени, на
чальный момент которого определяется появлением са,моrо 
раннего сигнала, а конечный момент -- окончанием самого 
позднего сигнала (,см. § 17) . Для коррелированной помехи 
этот интервал следует несколько расширить за счет доба
вочных интервалов в начале и конце, продолжительность 
которых определяет,ся временем корреляции помехи. Бели 
функция f(t) или последовательность f (th) на входе при
емника заданы в таком интервале, то линейный фильтр, 
производящий оптимальную обработку этих данных, будет 
по-прежнему иметь частотную характеристику (27.10) или 
(27.14). 



ЧАСТЬ ВТОРАЯ 

СТАТИСТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ 

ПРИЕМНИКОВ 

ГЛАВА\! 

ПРИЕМ КАК СТАТИСТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА

§ 28. ВЕРОЯТНОСТНЫЙ ХАРАКТЕР ПРИЕМА

Прием полезных сигналов при наличии с,11учайных по
мех всегда дает нам сведения, имеющие вероятностный ха
рактер, и лишь при достаточно малой интенс.ивности слу
чайных помех этlИ вероятностные сведения становят,ся 
практически достоверными. 

Дейс'J\вительно, на фоне случайных помех ( шумов) об
наружить полезные сигналы и различить их тем труднее, 
чем интенсивнее этот фон. Шумовой фон ма,ск;ирует полез
ные сигналы, накладываясь на них случайным образом и 
делая необходимым не,которое «угадывание», в результате 
чего оигнал может быть принят за другой сигнал или во
обще пропущен, а сильный выброс шума принят за полез
ный сигнал. Но даже тогда, когда полезный сигнал обна
ружен правильно, измерение его параметров вследствие 
помех производит·ся с той или иной ошибкой. 

Случайный характер собственных шумов приемника и 
других помех, а также зависимость полезного сигнала от 
случайных параметров заставляют нас анализировать 
прием с помощью статистических методов. 

Статистическая теория приема рассматривалась впер
вые В. А. Котельниковым, Ф. Вудвордом, И. Дэвисом, 
Д. Мидлтоном и др. авторами. Главной проблемой этой 
теории является нахождение наилучшего (оптимального) 
способа обработки принятого сигнала, и, в частности, наи
лучшего с1пособа «угадывания», о котором говорилось вы
ше. Но что понимать под •словом «наилучший»? В первой 
части книги мы пользовались критерием макС'имума отно
шения сигнал/помеха или же критерием минимума сред
ней квадратичной ошибки на выходе •системы. Однако эти 
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критерии нуждаются, в сущности, в более глубоком обо
сновании. 

Приведем в -связи с этим поуq,ительное выс·казывание 
Вудворда: «Задачей приема является извлечение инфор
мации из смеси полезного -сигнала и шума. По этому во
просу существует обширная литература_ Значительная ее 
часть касается методов получения возможно большего от
ношения сигнала к шуму на том основании, что именно 
шум, в Iюнечном -счете, ограничивает чув-ствит-ельность и 
,поэтому чем слабее шу:М, тем лучше. Этот под:,юд 'Прави
лен до тех пор, ·пока он приводит к цел,и, однако он не со
держит постановки задачи об извлечении информации. 
Иногда ан может ввест,и в заблуждение, так как не •суще
ствует общей теоремы, утверждающей, что ма�симальное 
отношение сигнала к шуму на выходе обеспечивает макси
мальное извле,чение информации». 

Как мы ув,и,дим ниже, в статистической теории, приема 
также фигурирует параметр, играющий р,оль отношения 
сигнал/помеха и определяющий характеристики оптималь
ного приемника. Однако здесь этот параметр занимает бo
Jree скромное ,положение, поскольку выбор оптимального 
приемника производит,ся ,без его помощи. 

Статистиче-с:кая теория пр,ие,ма исходит из следующей 
постанов.кн задачи. 

Пусть входной процес•с 
f (t) = т (t) + п (t) (28.01) 

состоит из полезного сигнала m(t) и помехи п(t), данных 
в виде функций времени t; в свою очередь, помеха n(t) 
может состоять из помех ра'Зличного типа (-собст.венные 
шумы приемника, отражения от хаотиче·с�и расположен
ных частиц и т. д.). Мы будем в дальнейшем ра,ссматри
вать случаи, когда имеется вероятность того, что полезный 
сигнал отсутствует. Тогда вместо формулы (2,8.01) будем 
иметь 

f (t) =n (t), (28.02) 
т. е. входной процесс сводится к одной помехе. 

Оптимальным приемником мы назовем устройство, ко
то;:юе при подаче на его вход функциц f (t) образует 
на выходе условные вероятности интересующих нас собы
тий, т. е. вероятность присутствия полезного сигнала Р

1
"(т) 

и вероятность его отсутствия Р1
(0) = 1 - Р1 (т) при

условии, что нам известна фуцкция f (t) - процесс на входе
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прш�мника. В задачах о различении нескольких или мно
гих полезных сигналов на фоне помех оптимальный прием
ник должен образовывать более богатый набор условных 
вероя rностей ( C,J; гл. VIII). 

Усл1овные вероятности Р1 
(m) и т. д. называют вероят

ностями апостериорными, или вероятностями после про
ведеrн,ия опыта, подчеркивая тот факт, что они являются 
вероят,ностями, основанными на резуль_татах опыта, в дан
ном -случае на изве,стной функции f (t). Обычно вводят так
ж·е априорные вероятности Р(т) и P(O)=l-P(m) ию1 
вероятности появления и отсутствия полезного сигнал:э 
при приеме, характеризующие ситуацию до проведенич 
опыта; эти вероятно.сти более подробно будут рассмотре
ны в § 30. 

Данное выше определение оптимального приемника 
отображает то обстоятельст,1ю, что при наличии случайных 
помех на основании входной функции f (t) ,можно говорить 
о нал,ичии или отсуктвии полезного сигнала т (t) или о 
том, что он имеет те или иные параметры, лишь с некото
рыми вероятно·стями. Апостериорные вероятности дают 
наиболее полное и подробное описание результатов, к ко
торым приводит пр�ием. Как правило, по результатам при
ема приходится предпринимать определенные действия », 
следовательно, принимать решения, которые используют 
апостериорные вероятности лишь частичным, непол,ным 
образом, например, сч.итают наиболее вероят,ное событие 
действительно наступившим или ,применяют ка•кую-л,ибо 
другую схему решения (см. § 30). Вопрос о выrборе о.пти
мального правила решения ( «угадыва.ния») или оптималь
ной схемы, принимающей, например, решение о нал,ичии 
.или отсутствии полезного сигнала, является более слож
ным, поэтому мы начнем изложение с исследова,ния опти
мального прием:ника, образующего апостериорные вероят
ности. 

При приеме возн�и,кают дв-е зада-чи: 
1) оптималыное обнаружение полезного -сигнала на фо

не помех, 
2) оптимальное измерение некоторых пара:м-етро.в по

лезного сигнала при наличии помех_ 
Полезный сигнал m(tl зависит от времен.и t и ряда nа

ра·метров. Разделим эт,и параметры на три группы: 
1. Известные параметры, которые мы. будем обозна

чать самой бук,вой т; они •определяют, в частности, форму 
сигнала или же его статистичесжие свойст:ва, если m(t)
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есть случайна� последовательность или случайный про
цесс. 

2. Неизве,стные параметрь1, которые мы измеряе,м при
приеме; для радиолокационного сигнала к ним относятся, 
например, даль,ность цели, азимут цели и т. д. ТаК!ОЙ па
раметр мы обозначи,м буквой ,; (в случае нескольких таких 
параметров ,; заменяет группу •символов -r1, -r2, ... ) • 

3. Неизвестные параметры, которые мы не измеряем
при пр,иеме; в радиолокации к ним_ относятся, например, 
высокочастотная фаза сигнала и его флюктуирующая 
амплитуда. Та:�юй параметр (или группу таких парамет
ров) мы обозначи,м буквой О. 

Итак, полезный сигнал в общем случае имеет вид: 
m=m (t, 't, 6). (28.03) 

Помеху п (t) на входе приемника мы будем считать 
случайным проце1ссом с из.вестными статистическими -свой
ства-ми. 

Пользуя,сь обозначением (28.03), можно дать следую
щую классификацию функций, которые должен выполнять 
прие-�шик. 

1. Простое обнаружение - обнаружение полностью и 3-

вест,ного полезного сигнала m=m(t) на фоне помехи. 
2. Сложное обнаружение - обнаружение сигнала т =

= т (t , 6) с неизвестными параметрами без измерения по
следних. 

3. Простое измерение - обнаружение сигнала т = m(t,'t)
и измерение его неизвестных параметров 't. 

4. Сложное измерение - обнаружение сигнала т =
= т (t, 't, 6) _с измерением его неизвестных параметров ,:. 

Заметим, что в радиолокации в-сеrда осуществляе�ся 
сложное измер5ние. Однако, начиная теоретическое ис-сле
дование с самых простых случаев, можно лучше понять 
более ,сложные проблемы, возникающ�е на практике. 

§ 29. АПОСТЕРИОРНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ И КОЭФФИЦИЕНТЫ

ПРАВДОПОДОБИЯ 

Вычислим апостериорные вероятности, получающиеся 
в результате приема, для чего воспользуемся некоторыми 
формулам.и теории вероят.ностей. Известно, что верояr-
1юсть совместного наступления событий А и В, записывае
мая как Р (АВ), удовлет-в,оряет сJiедуюшему ,соотношению: 

Р (АВ) = Р (А) Р л (В)= Р(В) Р в (А), (29.01) 
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где Р (А)- вероятность события А; Р А (В) - вероятность 
события В при условии, что событие А произошло; сим
волы Р (В) и Р в (А) имеют аналогичный смысл. 

Соотношение (29.01) можно переписать так: 

Р (АВ) Р (А) Р А(В)
Р8 (А)= Р(В) = Р(В) 

. (29.02) 

Пусть имеется полная система цесовместимых событий 
(29.03) 

т. е. таких событий, что одно из них непременно должно 
про.изойти, а ,сразу неско.11ько событий произойти не может. 
Если В есть событие, которое может произойт,и только 
совм,ес'I'но с любым из событий ,системы (29.03), то для ве
роятности Р (В) мы имеем выражение: 

Р(В) =Р (А 1) РА
,(В)+ Р(А 2) РА , (В)+ ... 

к 
... + Р (Ак

) Р Ак 
(В)= l: P(Ak) РА/В), (29.04) 

k=I 

называемое формулой полной вероятности. 
Если известно, что событие В произошло, то естественно 

возникает вопрос, совместно с каким событием A
k 

произош
ло событие В. События (29.03) в этом случае называются 
гипотезами, вероятности которых необходимо определить. 
Из формул (29.02) и (29.04) мы получаем выражение 

P(Ak)P Ak (В) Р (Ak) Р Ak (В)
Рв (Ak) 

= Р(В) - к , (29.05) 

� P(Ak)P Ak (В)
k=l 

которое называется формулой Байеса или формулой обрат
ных вероятностей. Так как гипотезы образуют полную 
систему, то для вероятностей Р в (Ak) имеем следующее 
контрольное равенство: 

к 
� Р8 (Ak)= I. (29.06) 
k=I 

Вероятности, входящие в формулу (29.05), имеют сле
дующие специальные названия: Р (Ak) - априорная вероят-
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ность гипотезы A
k
, т. е. ее вероятность до опыта; Р в(Аk

) 1 
апостериорная вероятность гипотезы , A

k
, т. е. вероятность 

гипотезы A
k 

после опыта - после того, как событие В
совершилось; Р Ak (В) - функция правдоподобия. 

Применим выписанные выше формулы к вычислению 
апостериорной вероятности присутствия полезного сигнала 
т (t) в принятой функции f (t). В нашем случае событие В
есть появление на входе приемника функции f (t), событие 
А- наличие в нем полезного сигнала т (t). Апостериорная
вероятность Р,(т) будет равна 

р ( }- P(m)Pm(f) 
f m - P(f) ' 

(29.07) 

r де Р (т)- априорная вероятность появления поJ1езноrо 
саrнала (вероятность до приема); Рт (f) - функция правдо
подобия [условная вероятность принять функцию f (t) при 
наличии полезного сигнала т (t)], Р (f)- априорная вероят
ность приняrь функцию f (t), Р,(т)- апостериорная веро
ятность наличия полезного сигнала т (t) в принятой функции
f (t)(вероятность после приема). 

Рассмотрим вид выражения (29.07) в случаях, преду
смотренных классификацией в конце § 28. 

1. Прос тое -обнаружение - полезный сигнал полно
стью известен. Принятая функция f (t) может иметь двоя
кое происхождение: а) функция f (t) образована одной по
мехой, f (t) = п (t); б) функция f (t) является смесью полез
ного сиrцала и помехи, f (t) = т (t} + п (t). Т or да вероят
ность сложного события f можно записать в виде 

Р (f) = Р (т) Р
т 

(f) + Р (О) Р0 
(f), }

Р(т)+Р(О)= 1, 
(29.08) 

где Р (т)- априорная вероятность появлеция полезного 
сигнала т; Р

т 
(f) - условf:{ая вероятность f при наличии т; 

Р (О}- априорная вероятцость отсутствия полезцого сиг
нала, Р

0 
(f} условная вероятцость f при отсутствии т. 

Общую формулу (29.07) можно переписать с учетом
(29.08) следующим образом: 

P(m)Pm(f) 
P,(m) = 

P(m)Pm(f)+P(O)P0 (f) 
л 

Р(О) 

л+ Р(т) 

(29.09) 
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где величину 
А= Pm(f) 

Po(f) 
мы будем называть коэффициентом правдоподобия. 

Коэффицие!-!Т правдоподобия определяет также 
риорную вероятность отсутствия полезного сигцала 

Р(О) 
Р(т) 

Р(О) ' 
Л + P(m) 

(29.10) 

апосте-

(29.11) 

причем отношение 
(29.11) равно 

апостериор!-!ЫХ вероятностей (29.09) и 

Р,(т
) 

Р(т) \ P
r
(O) = Р(О) 1

• 
(29. 12) 

2. Сложное обнаружение - полезный сигнал имеет
неизвестный параметр О, кото;шй не изиеряется. При 
сложном обнаружении принятая функция f (t) может реали
зоватьсi! следующим образом: а) она состоит из одцой 
помехи, f (t) = п (t); б) or1a является суммой полезного 
сигнала с каким-то определенным значением f[еизвестноrо 
дискретного параметра Ok и помехи, f(t)=m(t,fJ k)+n(t). 
Тог да вероятность сложного события f можно записать так: 

к. 

р (f) = L р [т (fJk)] р m(B /f) + Р(О) РД),
k-1 

k 

к 
L Р [т (6k)] +Р(О) = 1,
k=I 

\ (29.13) 

11 
} 

где Р [т (Ok)] - вероят!-!ость того, что полезный сигнал
есть и имеет параметр О= 6k, а Р m(Bk) (f) - условная веро
ятность приема функции f (t) при наличии в ней полезного 
сигнала т с параметром O

k
. Суммирование в формулах 

(29.13) производится по всем возможf[ЫМ дискрет!-!ЫМ зна
чениям параметра О (k = 1, ... , К). Если неизвестный пара
метр 6 может приlfимать непрерывную совокупность зна
чений, то вместо вероятностей Р [m(Ok)] нужно ввести 
плотность вероЯТ!-!ОСТИ р [т (О)] и в фо;:Jмулах (29.13) заме
нить суммы на интегралы. Тог да получим 

Р (f) = J р [т (О)] Р m(BJ(f) dO + Р (О)Р0 
(f), (29.14) 
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где р [т (О)] d6 есть вероятность того, что полезный
сигнал есть и имеет параметр О в интервале (6,6 + d6), а
интегрирование производится по всем возможным значе
ниям о. 

Условие нормировки можно записать в виде 

где 
Р (т) + Р (О)= 1, 

P(m)=i p[m(6)]d6. 

(29.15) 

(29.16) 

Величина Р (т) есть вероятцость появления полезного 
сигнала. Плотность вероятности р [т (6)] можно также
представить в виде 

р [т (О)] = Р (т) Рт (О), (29.17}'

где рт (О) d6 есть условная вероятность того, что полезный
сигнал т имеет параметр О в интервале (6, 6 + d6) при
условии, что он присутствует. Плотность условной веро
ятности Рт (6) удовлетворяет соотношению 

(29.18) 

Апостериорная вероятность наличия полез!{оrо сигнала 
с параметром 6k 

равна

р [m(Bk)] pm(Bk)(f) 
P,[m(O

k
)]= P(f) (29.19) 

Ввиду того, что неизвестный параметр 6
k 

нас не инте
ресует, мы образуем апостериорную вероятность наличия 
полезцоrо сигнала 

к 
Р t (т) = � pf 

[т (Ok)]
k-1

к 

к 
I: Р [m(0k)] pm(6k)(f) 
k-l

I Р [m(0k)] Pm(6k)(f)+P(O) Р 0 (f) 
k-1

(29.20) 

Если параметр О принимает непрерывную совокупность 
зцачений, то последняя формула приобретает вид 

12-483

Р (т) J Рт(0) Р m(B)(f)dO 
Р (m)=--=-----"--�-- (29.21) f Р(т)JРт(0) Р т(В) (f) d0 + Р(О) Р 0 (f) 
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или 
л 

pf (т) = Р(О) ' 

Л + Р(т) 

причем Л есть коэффициент правдоподобия, равный 

где 
А= J А (О) dfJ, 

А (О) = р (О) Р mCB)(f)
т P0(f) .

(29.22) 

(29.23) 

(29.24) 

В формулах (29.22)- (29.24) мы различаем величину 
Л (О) и коэффициент правдоподобия А получаемый в ре
зультате интеrрировация (или суммирования) А (О) по всем 
возможным значениям О. Если мы имеем несколько неиз
вестных параметров 6

1
, 0

2
, • • •  , то в предыдущих формулах 

ицтегралы по О ну:>15но заменить кратными интегралами. 
С ПОi'4,ОЩью коэффициента правдоподобия А мы запи

сали апостериорцую вероятность при сложном обнаружеции 
в таком же виде, что и при простом [ер. формулы (29.09) и 
(29.22)], однако сам коэффициент А теперь вычисляется 
по более сложцой формуле (29.23).

Следует также иметь в виду, что вероятности Р m(f) и 
Р

0 
(f) обычно равны нулю, а при вычислении коэффициен

тов правдоподобия А и А (О) нужно раскрывать неопреде
лецности следующим образом: 

Pm(f) Pm(f)df Pmlf) . \ (fJ) = (0) Pm(B)(f) (29.25)А= Po(f) Po(f)df Po(f) ' 1 Pm Po(f) 
т. е. брать вместо равных нулю вероятностей Рт (t), Ртсю(f) 
и Р

0 
(f) соответствующие плотности вероятностей Pm(f), 

Рт(Э) (f} И Ро (f).
3. Простое измерение - сигнал с неизвестным пара

метром, который измеряется. Считая, что параметр "' меня
ется непрерывно, мы можем записать вероятность появле
ния функции f (t), как и при сложном обнаружении, в виде 
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P(f)= J p[т(-.)]Pm(,)(f)d-.+P(O)P0(f)= 
= р (т) J Рт(-.) рт(,) (f) d-. + р (О) ро (f} 
S р [т (-.)] d-. + Р (0)= Р (т) +Р (0)= 1,

р [т(-.)]=�(т)рт ("'), 

(29.26) 



где Р(т), P(O),p[m('t)] и Pm ('t) имеют тот же смысл, 
что и аналогичные выражения при сложном обнаружении. 

При ИЗ:½ерении юс интересует вопрос о том, присутст
вует ли во входном сигнале f полезный сигнал т или нет, 
а если присутствует, то что можно сказать об его неиз
вестном пзраметре 't. В результате приема мы 1-�аходим плот
ность апостериорной вероятности для всех возможных зна
чений измеряемого параметра 

Р [т (-.)] Pm(,j(f) 
P(f) (29.27) 

С учетом формул (29.26) мы получаем следующее выра
жение для апостериорной плотности вероятности 

Л(-с) 
Pr [т ('t)] = Р(О) '

Л + Р(т) 
являющейся функцией 't причем 

и 

pm(<)(f)Л ('t) = Рт (1:) Po(f) 

А= J Л ('t)d't. 

(29.28) 

(29.29) 

(29.30) 

4. Сложное и-змерен,ие - сигнал с неизвестными пара
метрами 't и 6, из которых параметр 't измеряется, а пара
метр 6 н� измеряется; возможные значения 't и б образуют 
непрерывную совокупность. Вероятность появления функ
ции f (t) в этом случае равна 

р (f)= JS р [т ('t, fJ)] Р m(<,GJ (f) d-r.d0 + Р (О) Р0 (f) = l 
=P(m)5SPm ('t, fJ)Pm<•.0>(f)d'td0+P(O)P0 (f), { (29_31) 

Р(т)+Р(О)=l, 
I

р [т ('t,б)] = Р (т) Рт ('t,б), JS Рт ('t,0) d,d0 = 1, ; 

причем обозначения понятны из предыдущего. 
Так как нас интересует параметр 't и не интересует 

параметр б, мы должны образовать плотность апостериор
ной вероятности для параметра 't 

_ Jp[m(-.,6)] Pm(<,G) (f)d6 
p1[m('t)]=Ip1[m('t,б) ]d0= P(f) , (29.32) 
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произведя интегрирование по всем возможным значениям 
параметра &. Иначе можно написать 

где обозначено 
Л ('•) = J А (-.,О) dO,

Л = JS Л ('t, fJ) d-. dfJ, 

1 ( ") ( ( ) р т(t,ед>
д 't,•J = Рт 't, j Po(f) 

(29.33) 

(29.34) 

(29.35) 

(29.36) 

В данной задаче, таким образом, приходится различать 
три величины: А, А ('t) и А ('t,fJ), причем А ('t,0) есть коэф
фициент правдоподобия при измерении параметров -. и fJ; 
А(-.) - коэффициент правдоподобия при измерении одного 
параметра 't, а Л - коэффициент правдоподобия при слож
ном обнаружении сигнала т (t, 't, &). 

Если параметры 't и fJ независимы, то 

(29.37) 

и формула (29.34) несколько упрощается: 

А ('t) = Pm
('t) J Рт (О) Р ;:(t

e
;

(f) 

dfJ. (29.38) 

Вышеприведенные формулы дают возможность найти 
вид оптимального приемника, если известны статистические 
свойства помехи п (t) и неизвестных параметров полезного 
сигнала т (t). Прежде чем приступить к соответствующим 
вычислениям, мы в следующем параграфе рассмотрим 
вопрос об априорных вероятностях. 

Заметим в заключение, что в литературе иногда коэф
фициенты правдоподобия Л ('t), Л ('t,fJ) и т. д· вводятся 
по формулам 

Л ( ) = р m(t)(f) . А ( fJ) = Р m-(t,eP)'t , P0(f) ' 't, P0(f) ' (29.39) 

яе включающим априорных вероятностей Pm
('t) и Рт(-.,6). 

В этом случае выписанные выше формулы имеют несколько 
иной вид. 
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§ 30. АПРИОРНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ. РЕШАЮЩИЕ СХЕМЫ

В стати:стической теории оптимальных 'Приемников,
основные понятия которой были рассмотрены в предыду
щих параграфах, вопрос об априорных вероятностях по
лезного сигнала связан с определенными трудностями. Дей
ствительно, априорные вероятности нужны для вычисления
апостериорных вероятностей, т. е. они необходимы для
фактичес,кого осуще-ствления оптим·ального пр.:иемника. Од
нако априорные ,вероятности часто неизвестны. Так, Вуд
ворд пишет: «Раоомотрим, например, априорную !Вероят
ность обнаружения са'Молета некоторой радиолокационной
установкой на рас.стоянии 16 км завтра в 9 ч утра. Если
установка расположена на аэродроме с регулярным дви
жением, статистиrческий анализ прошлого может дать нам
нужные вероятности в предпо.1юже.нии, что движение са
молетов представляет собой -стационарный случайный про
цесс. Для большого класса задач, однажо, мы не распо
лаrае'М статистикой либо потому, что она не изучалась,
либо· вследст.вие более фундаментального обстоятельства:
в прошлом не существовало ·совокупности сходных ситуа
ций, из которой можно было бы вывести определенное суж
дение». 

Как мы показали в § 29, плотности априорных вероят
ностей р [т ('С)], р [т (6)] и р [т ('С, О)] можно представить
в виде двух множителей 

р[т("С)]=Р(т)р
т

("С), р[т(О)]=Р(т)рт
(6), } (ЗО.Оl)

р [т ('С, 6)] = Р (т) Р
т 

('С, 6). 

Априорные вероят,ности Р(т) и Р(О) =·1-Р(т) являются
соответственно вероятностями наличия и отсутствия по
лезного сигнала на вх·оде прием,ника. Эти вероятност,и наи- ·
более трудно оценить. Априорные вероятно•сти Р

т (-r) , Р
т(О) 

и Р
т(т., IJ) являются вероятностями ра-спред·еления полез

ных сигнала.в по неиз.вестным параметрам при условии, 
что полезный сигнал присутствует на входе приемника.
Эти распределения в ряде случаев можно более или менее
уверенно найти из теоретических соо�бр.ажений. Так, на
пример, случайную высокочастотную фазу при некогерент
ном приеме есте,стве'ННО пред1положить равномерно ра•спре
деленной по окружности, амплитуду флюктуирующег-о сиг
нала - по закону Релея. Дальность и ази:мут цели можно
в некоторой небольщой области воздушного пространств,а
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предположить равщ>мерно распределенными; при увеличе
нии размеров обла:сти э-го предположение м-ожет стать 
уже несправедл,и,вым. 

Учитывая выше приведенные рассуждения и предпола
гая, что закон распределения априорных вероятностей по
лезного сигнала по неизвестным параметрам -,; и О известен, 
мы можем вычислить введенные выше для различных 
случаев коэффициенты правдоподобия А, А (О), А(-,;) и А(-,;, 6). 
Если далее образовать отношение апостериорl:)"ЫХ вероят
ностей присугствия и отсутствия полезного сигцала, то 
получим при обна?ужении 

а при измерении 

Р, (т) р (т) 
Р, (О) = Р (О) А' 

Р(т) 
р (О) 

А (-,;).

(30.02) 

(30.03) 

Эти фо;,мулы нетрудно вывесги из выражений (29.09),
(29.22), (29.28), (29. 33) и соотношений 

Р(О) 

р Р(т) f (О)= l - Р, (m)= Р (О) , 
А+ Р(т)

(30.04) 

(30.05) 

Формулы (30.02) и (30.03) показывают, что в отноше
ниях апостериорных вероятностей от априорных вероятно
стей Р (т) и Р (О) зависит лишь постоянцый множи
тель Р (т )/ Р (0), а принятая функция f (t) определяет коэф
фициенты правдоподобия А и А (1:).

Трудность, обусловленную незнанием отношения ���), 
можно обойти, если изменить определение оптимального 
приемника и назвать оптимальным приемник, образующий 
коэффициенты правдоподобия (а не апостериорные вероят
ности). В таком случае оптимальные приемники по опреде-
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лен,ию должны выдавать следующие математические ве
личины: 

1) при простом обцаружении А, 1 
2) при сложном обнаружении А = J Л (О) dO, 1 
3) при простом измерении А(,:), 

t 
(30.06)

4) при сложном измерении Л (,:) = J Л ( ,:, О) dO. J 
На основании входных данных и образованных с их 

помощью величин (30.06) обыц,но приходится принимать 
решения. Если решать должен человек, напри-мер ответить 
«есть ·сиrнал» или «нет сиnнала», то оптимальный прием
ник лишь помогает человеку, оставляя за ним операцию
решения. Надо сказать, что в -своих реше•ниях человек
всегда исполь'Зует (ча-сто ,не осознаная этого явно) апри
орные знания о вероятности появления с;•иrнала: в частно
сти, если априорная вероятность появления силнала доста
точно мала, то для от,ве11а «е,сть -сигнал» потребуется бо
лее сильное превышение сигнала над шумами, т. е. боль
шее значение Л. 

Процесс решения ,нетрудно автоматиз·ировать. Огра·ни
чиваясь задачей обнаружения ( сложного или простого) ,
мы должны учесть, что вероятность наличия полезного
сигнала 

л Р, (f!l,) = 

р (U) (30.07) 
л+ Р(т) 

есть монотонная функция коэффициента правдоподобия Л. 
Совершенно естественно считать, что сигнал т присут
ствует, если вероятность Р

1 
(т) достаточно велика (т. е. 

достаточно близка к единице), и что полезного сигнала 
нет, если вероятность Р

1 
(т) достаточно мала. Поэтому 

простейшее правило решения имеет вид 
если Р,(т);;,: Р*, то сигнал есть,

} если Р,(т)<Р*, то сигнала нет,. (30.08) 

где Р* - некоторое "пороговое" значение вероятности, ска
жем, Р* = О,5; Р* = О,9 или Р* = О,99. 

Более сложное правило: 
если Р, (т) � Р*, то сигнал есть, 

\ если Р* > Р
1 

(т) > Р *' то имеем неопределенность, f (30.09)
если Р

1 
(т) < Р *' то сигнала нет, 
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с двумя порогами Р* и Р * использует апостериорные 
вероятности на выходе оптимального приемника более пол
но, но при этом иногда дает неопределенный ответ. Есл.п 
сиг,нал f (t) принят, дальнейшая информация в приемник 
не поступает и ·на о,сновании имеющих,ся сведений тре
буется_ принять какое-то определенное решение, то един
ственный выход заключается, очевидно, в применении пра
вила (30.08) с одним порогом. Если же информация посту
пает в приемник постепенно, то на ос,новании входных 
данных, накопи.вшиХ'ся за фиксированный про.межуток вре
мени, можно принять и неопреде.1енное решение, указы
вающее на необходимость продолжать наблюдение. В этом 
случае можно при,менить «двухпороговое» правило (30.09); 
в принципе можно было бы, вероятно, использовать и бо
.11ее слож-ные правила. 

Раосмотрим бол·ее подробно правило (30.08). Коль 
скоро мы выберем одно из двух возможных решений, то 
мы все;гда можем или принять пра·вильное решение или 
ошибиться. Ошибки могут быть двух типов. Первый ти�1 
ошибки -- принятие решения «да», когда на входе присут
ствует толыю помеха. Эта ошибка называется ложнои 
тревогой, ее вероят-ность мы обозначим через F. Второй 
тип ошибки - принятие решения «нет», когда на входе 
присутствуют как помеха, так и полезный сигнал. Эта 
ошибка называется пропуском сигнала, вероятность этой 
ошибки мы буде1м обозначать через D0• ВерояТtность лож
ной тревоги F является вероят,ностью принять помеху за 
сумму еигнал+помеха; вероятность пропуска D0 есть Ве
роятностью принять сумму сигнал+ помеха за чистую по
меху. 

Правильные решения также могут быть двух типов: 
пра,вильное обнаружение ·и правильное необнаруж,ение. 
Вероятность правильного обнаружения, которую мы 
обозначим через D, есть вероятность принять сумму сиг
нал+ помеха за сигнал+ помеха, а вероятность правиль
пого необнаружения, которую мы обозначим через F0, е1сть 
вероятность принять помеху за помеху. Очевидно, что F, 
Do, D и Fo -условные вероятности: Fo и F- вероятности 
принять правильное или неправильное решение при усло
вии, что полезного сиnнала нет, D и Do - такие же верояr
ности при условии, что полезный сигнал присутствует. По
этому выполняются соотношения 

(30.10) 



Полцая вероятность принять правильное решение, оче
видно, равна 

W=P(m)D+P(0)F0
= P(m)D+P(0)(l--F), (30.ll)

где Р (О) и Р (т) суть априорные вероятности отсутствия
и наличия сигнала т. 

При использовании правила (30.08) необходимо· задать,
помимо порога Р , априорные вероятности Р (О) и Р (т).
Если послед1:1ие *неизвестны, то МОЖ!iО воспользоваться,
как это было указано выше, коэф:рициентом правдоподо
бия, с помощью которого правило (30.08) перепишется
в виде 

если А;:;. А , 
. 

если А< А,
. 

где

то сигнал есть, 
}то сигнала нет, (30.12)

(30.13)

есть пороговое з�щчение коэффициента правдоподобия.
,,Двухпороrовое• правило (30.09) при�ет такой вид: 

если л;:;.л*, то сигнал есть, ) 
А*> А > А - неопределеююсть, 

1 

если � (30.14)
* 

А� А , то сип1ала нет. 1 если
). 

Согласно этим правилам нетрудно построить схемы,
автоматически принимающие · решения. Таким образом,
"решающий" оптимальный приемник должен образовывать
коэффициент правдоподобия А и подавать его на вход ре
шающей схемы (30.12) или (30.14 ). Зэметим, что вместо Л 
можно использовать любую монотонно возрастающую
функцию А (например, ln А), что часто упрощает схему
оптимального приемника. Порог А в формуле (30. 12)
обЫЧf!О находят из требования, чтоб�:� вероятность ложных
тревог равнялась задацному значению (часто весьма малому,
например, F= 10-з, F= 10-s или F= 10- 10). 

Остановимся в заклю�tение на т�рыинологии, принятой в лите
ратуре. 

Наqлюдателем Ней�1ана-Пирсона (Neyшann-Pearson) называют на
блюдателя, который на основании принятых данных принимает реше
ния о наличии сигнала m (t) по правилу, которое обеспечивает мак-
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симальную вероятность правильного обнаружения D при фиксиро
ванной вероятности ложной тревоги F за данный промежуток вре
мени наблюдения Т. В математической статистике доказывается, что 
наблюдатель Неймана-Пирсона принимает решения как раз по .одно
пороrовому• правилу (30.12), причем величина порога л. определяется
фиксированным значением F. Любое другое правило решения приво
дит к меньшим D (при заданных F и Т). 

Идеальный наблюдатель Зиrерта (Siegert) принимает решение, 
обеспечивающее максимальную вероятность W по формуле (30.11) 
при фиксированном времени наблюдения Т. Решение принимается 
также по правилу (30.12), но величина порога выбирается равной 

р (О) 
A.=P(m)' 

Последовательный наблюдатель Вальда (Wald) производит анализ 
данных, неrтрерывно поступающих на вход приемника. Последова
тельный наблюдатель имеет возможность задержать решение до по
ступления новых данных; правило решения для него имеет вид (30.14). 
Однако математическая теория последовательного наблюдения отли
чается большей сложностью, и мы в дальнейше�1 будем исключи
тельно применять схему решения (30.12) с одним порогом, интер
претируя ее в духе наблюдателя Неймана-Пирсона. 

Более глубокий подход к статистической теории приема дает 
современная теория игр и статисти 11еских решений, испо.�1ьзованная 
в теории оптимальных приемников Д. ван Метером и д. Мидлтоном. 
Некоторые относящиеся сюда ,вопросы рассмотрены в приложении I. 

§ 31. ПРОСТОЕ ОБНАРУЖЕНИЕ СИГНАЛА

НА ФОНЕ КОРРЕЛИРОВАННЫХ НОРМАЛЬНЫХ ПОМЕХ 

Согласно классификации § 29 простое обнаружение
это обнаружение полностью известного сигнала на фоне 
помех. В данной задаче полезный сигнал т (t) может либо 
отсутствовать, либо быть впол·не определенной функцией 
времени. 

Что касается помехи, то в теории оптимальных прием
ников мы будем считать, что она является стационарным 
случайным процессом нормального (гауссова) типа со 
средним значением, равным нулю 

·п(t)=О (31.01) 

и произвольной функцией корреляции 

(31.02) 

которая полностью определяет статистические свойства по
::\,fехи ( см. гл. IX). Нормальный характер помехи позволяет 
сравнительно просто вычислять различные вероятности, 
связанные с помехой, поскольку мы опираемся на распре
деления Гаусса. Стационарность помехи не очень важна 
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в общих ра,ссуждениях, однако лишь для стационарных 
помех удается в большинстве задач довесТtи исследование 
д:о выводов, которые могут быть эффективно использованы 
на практике. 

Данные пред�пэложения о свойствах помехи позволяют 
охватить ряд помех, представляющих технический инте
рес, в частности собственные шумы приемника и радиоло
кационные поме�и, обусловленные хаотиче,скими отраже
ниями (см. гл. IX и XI). 

Начнем рассмотрение простого обнаружения со случая, 
когда входной проце·сс f (t) нам известен только в дискрет
ные моменты вре1мени 

(31.03) 

Значения f (t h) мы будем обозначать через f h и называть 
выборками входного процесса или элементами входной 
последовательности. Ацалогично вводим выборки полезfjоrо 
сигнала т (t) и помехи п (t) по формулам 

mh = 
т (th); nli = п (th). 

Очевидно, что формула 

f (t) = т tt) + п (t) 
примет вид 

(31.04) 

(31.05) 

(31.06) 

Итак, если за время цаблюдения мы сделали Н выбо
рок, то корреляционная матрица помехи будет иметь эле
менты 

R
gh =n

g
nh =Rn

(lg-hJлt); g, h=1, 2, ... Н.

(31.07) 
Она обладает следующими особенностями: по r лавной диа
гонали стоят элементы R

n 
(О), имеющие наибольшую аб

солютную величину; элемент, стоящий на h столбцов ле
вее или правее главной диагонали, равен R

n 
(hдt). 

Обратная матрица Q
g
h удовлетворяет соотношению 

н 
L Rg/Q/h =8gli' 
1-1

(31.08) 
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где o
gh 

- символ Кронекера, равный 1 при g = h и О при 
g =I= h. Элементы этой матрицы определяются соотноше
нием 

(31.09) 

где Det 11 R
gh 

/1 есть детерминант, соответствующий корре
ляционной матрице, Ad (R

gh)- адъюнкта (алгебраическое 
дополцение) элемента R"

h
. Обратная матрица Qgh

' как и 
прямая матрица, симметрична 

Qgh = Qhg; R
gh = Rhg • (31. 1 О) 

однако ее элементы в общем случае зависят от g и h, 
а не только от /g-hJ. 

Найдем коэффициент правдоподобия (29.1 О). Считая 
помеху п (t) нормальной, мы можем сразу написать много
мерную плотность вероятности для выборок п

1
, • • •  , n8 

в виде [см. формулу (59.13)]

p(n)=p(n 1 , • • •  , п
н

)=

= 1 е
хо { _ _!_ � Q п п } . V(2-:r) н Det II Rg

h \\ • 2 /;J�I gh g h 

Это Н-мерное распределение Гаусса. 

(31.11) 

Плотность вероятности величин f 11 ... , f н при отсут-
с rвии сигнала т, когда f h = n

h 
, равна 

Ро (f)= p(f)= 
1 

ех
р
{-; � Q

gh f g f h} · V(2-:r)8Det 11 Rg
hll g,� 1 

(31. 12) 

Пло1'ность вероятности тех же величин при наличии сиг-
1-{а·ла, когда n

h 
= f h - т

,,, 
, равца 

Рт (f)=p(f-m}= 
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Коэффициент правдоподобия, равный 
А- Pm(f) _P(f-m)

- Ро (f) - Р (f) ' (31.14) 

для гауссова распределения (31.11) принимает следующий 
вид 

н н 

А =ехр { � Qghf
g

m
h - ; � Qgh'!7'

g
m

h }. (31.15) 
g, h=I g, h=I 

Если ввести обозначения 
н 

ер = lJ Qghf gm
h • 

g, h=I 
н 

11 = � Qghm
g

mh, 
g,h=I g , h=I 

то коэффициент правдоподобия будет равен 

(31.16) 

(31.17) 

(31.18) 
где от входной последовательности f h зависит только ве
личина ер, причем Л есть монотонно возрастающая функ
ция ер. Поэтому оптимальный приемник может образовы
вать не величину Л, а более простую величину ер, и при
нимать решения на оснозании этой последн�й. Тогда опти
мальное правило решения будет 

если ер> ер,_, то считаем f = т + п,

если ер< ер,_, то считаем f = п, 

где ер� - порог решения. 

} (31.19) 

Исследуем величину ер под?обнее. Ее можно записать 
так 

н ff 

<р = � Qgh fg
mh = Е kg fg , 

g, h=I g=l 

где коэффициенты kg 
равны 

н 

kg = IJ Qghmh; g= 1, 2, ... , Н.

h=I 

(31 .20) 

(31.21) 
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Формула (31.20) показывает, что операция образования rp 
из f является линейной, т. е. оптимальный приемни,с прос
того обнаружения при нормальных помехах является 
линейным приемни,сом, причем коэффициенты K

g 
зависят 

как от формы сигнала ( от выборок m
h
) ,  так и от корреля

ционных свойств помехи (от элементов Q
gh 

обратной корре
ляционной матрицы). 

Обычно известна функция корреляции, а следовательно, 
и корреляционная матрица помехи R

gh
" Задача нахождения 

обратной матрицы Q
g
h при большом числе элементов яв

ляется довольно громоздкой. Поэтому для фактического 
вычисления коэффициентов k

g 
можно воспользоваться 

уравнениями 
н

� R
gh 

k
g

= m
h

; h= 1, 2, ... Н, 
g=I 

(31.22) 

которые нетруДJно получить из соотношений (3·1.21). Эти 
выражения совпадают с формулами (26.25) и (26.26). е,сли 
в последних положить C=·l. Так:им образом, формулы 
(31.2·1) определяют опт,имальный линейный фильтр, обна
руживающий последовательность известной фор-мы на фо
не случайной последовательности n

g
, имеющей характер 

помехи. Опт,ималЬ1ный прие,мник обнаружения полностью 
известного сигнала на фоне нормальных помех состоит, 
как мы .видим, из оптимального линейного фильтра, рас
смотренного в первой части книги (§ 27), и решающей схемы, 
работающей по правилу (31.19) . Этим самым ·мы устано
вили связь между теорией оптимальных филь·тров, изло
женной в I час11и, и статистической теорией оптимальных 
приемник-qв. В дальнейшем мы увидим, что эта связь не 
ограничивается данным случаем и имеет широкое значение. 

В I части мы показали, что действие оптимального ли
нейного фильтра для с.иrналов известной формы можно 
;..арактеризовать отношением сигнал/помеха (по мощно
сти) на выходе этого фильтра. Нетрудно видеть, что этот 
параметр, обозначенный ранее через р, согласно форму
лам (26.21) , (26.22) и (2-6.23) равен 

(31.23) 
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и, в частности, для белого шума (некоррелированной по
мехи, Rgh = Rn 

(О) ogh ) мы имеем 
н 

� т2 L, h
h=l 

t-'·=Rп(O) ' 

(31.24) 

Формула (27.15) позволяет дать простое спектральное пред
ставление для параметра \1, а имецно 

(31.25) 

r де Sn ( ш) есть спектральная интеттсивность помех. Это 
выражение в случае белого шума принимает вид 

.Н 

Е=Лt�т:, (31.26) 
h=l 

rде Е есть полная эцерrия полезного сигнала, а S
n 

- спек
тральная интенсивность шума. Формулу (31.26) нетрудЕiО 
получить из формулы (31.24 ), если воспользоваться соот
ношением 

(31.27) 

вытекающим из общего выражения (27.02) для спектраль
ной интенсивности, в котором нужно положить Rn 

(1:) = О 
при ,: =/= О. 

Полагая Лt ➔ О, нетрудно в выписацных выше форму
лах перейти от последовательностей к непрерывным про
цессам. Мы не будем приводить здесь соответствующих 
выражений, поскольку они уже неоднократно нам встреча
лись (см. § 16, 17, 26 и 27). 

В теории линейных фильтров смысл параметра \1 оста
вался не вполне ясным. Очевидно, что качество обнаруже
ния тем выше, чем больше \1, однако только в статисти
ческой теории приема параметр \1 имеет четкий количе
ственный смысл. В частности, параметр \1 можно связать
с вероятностью правильного обнаружения. 
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Оптимальный приемник, осуществляющий обнаружение 
полностью извесгного сигнала, работает по правилу (31.19). 
Вероятности ложной тревоги и правильного обааружения 
опредзляются порогом 'Р. и распределением плотности ве
роятности величины ер, котоi)ая, являясь лиаейной �омбина
цией нормальных случайных величин f 1, ••• , f н, · сама будет 
иметь цормальное распределение. Найдем параметры этого 
распределения. 

Если мы принимаем одау помеху, то 

cp=v= � Qghngmh = O (31 .28) 
g,h 

в силу формулы (31.01). Дисперсия случайной величины ер 
равна 

�
2 = v2 = L � QghQЛ ng ni mh m, = l:� QghQil Rgimh m, = 

g, h j, 1 g,h j,l 

= r Qghmg mh = 11· 
g,h 

(31.29) 

Если на входе мы имеем полезный сигнал и помеху, то 

'Р = � Qgig mh = � Qgh m g mh =11, 
g,h g,h 

а дисперсия ер равна 

(31.30) 

(31.31) 

Плотносгь вероятаости величины ер при отсутствии по
лезf!ого сигнала равна 

а при его наличии 

е;2 

) 1 - 2,,. 
Ро (ер 

= ,1·--- е · • у 21tµ. 

(','-!',)• 
1 ----

р (ер)=-=-е 2i,. • 
т -V2r.µ. 

(31.32) 

(31.33) 

Вероятность ложной тревоги F равна вероятности превы
шеция порога ер величиной ер при наличии ОДifОЙ помехи 

. 

(31.34) 
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На рис. 26 сплошной линией приведена зависимость нор
мированного порога z от вероятности ложной тревоги F.
Вероятность правильн;rо об�щружения D равна 

00 00 � 

D= s р (cp)drp= 
Y�r. s�-тdz; Y.=z. -V�- (31.35)

Задавшись вероятностями F и D, можно найти необходи
мое отношение сигнал/помеха f1 по формуле 

f1=(z - у )2 при D�F, (31.36) * * 
rде z. и У. определяются по формулам (31.34) и (31.35) 
соответственно. Исключая из (31.34) и (31.35) параметр z 

•'

�-...... __ 
--.... 

� .......

,--·, ...

',
��

ю -( -б -4 -ё

z� получим функцию

'- ,, 

\\ 
о 

l9F 

(31.37) 

которую называют ха рак·
теристикой оптимального 

б приемника обнаружения 
(в данном случае -:- прием
ника простого обнаруже-

� ния). Функция D (F, tJ-)
удовлетворяет следующим 

2 соотношениям 

D(0, 1-1)=0; D(l, f1)= l 
(31.38) 

и 

Рис. 26. Зависим�сть порога от ве
роятности ложной тревоги: 

сплошная кривая-для полностью 11звестно
rо сиrнада, пунктирная кривая-д.1я сигнала 

с неизвестной фазой. 

( 
дD

)дF =А. 
v--const 

• (31.39)

Последнее соотношеFtие 
выполняется для всех оп

тимальных приемников обнаружения и часто облегчает вы
числение вероятности D. Соотношение (31.39) можно всего 
проще вывесги, дифференцируя интегралы (31.34) и (31.35)

откуда 

13-483

дF дD 
�=-p0

(Cf); �=-Рт
(rр), (31.40)

* * 

( дD) Рт('i',) 
дF = • 

v--const Ро(ег.) 
(31.41) 
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)1. 

Рис. 27. Характеристики простого обнаружения. 

D f,-----.-,..---,,-.,--rr---e----.------. 

о =:.:;c....�;_i,.-'---_.__-----,J',-----.J.

lO JO 40 
!Olgµ 

Рис. 28 Сравнение характеристик обнаружения 
полностью известного сигнала (сплошные кривые) 
и сигнала с неизвестной амплитудой (пунктир). 



Учитывая, что коэффициент правдоподобия равен 

А= Рт (ip) 
Ро (ip) 

(31.42) 

мы и получаем соотношение (31.39). На рис. 27 приведена 
зависимость D от 11 при фиксированных значениях F, а на 
рис. 28 даны те же зависимости (сплошными л.шиями), но 
по оси абсцисс \1- отложено в децибелах. 

Если величина ер, по которой мы принимаем -реше
ние (31.19) получена при помощи линейного, но не опти
мального фильтра, то для достижения того же D при за
данном F необходимо обеспечить большие значения пара
мет_ра \1-· В этом случае вероятность ложной тревоги может 
быть найдена по формуле 

где 

00 а,2 00 zl 

F=,r- е dep= ,f"- е dz
1 ) -2�• 1 ) - Т 

r 2ita2 r 2it ' 
, .. Z=-,

* а 

(31.43) 

(31.44) 

есть дисперсия помехи на выходе данного линейного 
фильтра. Вероятность правильного обнаружения равна 

у =Z - 'Р 
• * а , 

(31.45) 

где ер есть среднее значение полезного сигнала на выходе, а 

- его дисперсия.

§ 32. СЛОЖНОЕ ОБНАРУЖЕНИЕ СИ.ГНАЛА

С НЕИЗВЕСТНОЙ АМПЛИТУДОЯ 

(31.46) 

В предыдущем параграфе было расс·мотрено обнаруже
ние сигнала, полностью из.вестногсi. Обычно, одна,ко, те 
или иные параметры сигнала .неизвестны и оптимальный 
приемник приходится строить в соответ,ствии с фор.мулой 
(29.23), а окончательное решение принимать по прави
лу (30.12). В этом и nоследуюших параграфах данной 
·�· JQp 



главы мы рассмотрим наиболее элементарные случаи 
сложного о бнаружения. 

Пусть полезный сигнал известен с точностью до по
стоянного множителя G, который мы в дальнейшем будем 
называть амплитудой. 

Запишем полезный сигнал в виде 
т(t, G)=Gs(t), (32. О 1) 

r де s (t) - известная функция времени. Рассмотрим, как и 
в случае простого обнаружения, дискретные выборки за 
время наблюдения. Обозначим h-ую выборку из полезного 
сигнала т (t, G) в момент t

h 
через 

m
h = т (th

) = Gsh
. (32.02) 

Коэффициент правдоподобия Л (G) при нормальных поме
хах в силу формул (29.24) и (31.18) равен 

1 
'f(0)-21'-(0) 

A(G)=P
m

(G)e (32.03) 

где rp(G) и !L(G) определяются выражениями (31.16). и 
(31.17), а Рт (G) есть плотность вероятности амплитуды G.
Подставляя в эти выражения значения mg по форму
ле (32.02), получим 

где rp и !L определяются формулами 
н 

rp= r.p(l)= :.� Qgh fg
s

h , 
g, h=I 

н 

fL = fL(l)= � Q
gh

s
g

s
h
. 

g, h=I 

Усредненный коэффицие,нт правдоподобия равен 
1 

А= j А (G) dG = s Рт (G) e°'f - 2 а•;• dG.

(32.04) 

(32.05) 

(32.06) 

Он и определит вид оптимального приемника. Поскольку 
в выражении (32.06) от принятого сигнала зависит только 
величина r.p, причЕ'м А есть монотонно возрастающая функ
ция ер, то решение о наличии или отсутствии полезного 
сигнала можно приним_ать по величине ер. Учитывая, что 
параметр G может пр1:1нимать как положительные, так и 
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отрицательные значения, правило решения запишем в виде 
если \ ср 1 ;:,, q, *' то считаем f = т + п, 

} (32.07)
если I rp \ < rp • то считаем f = п . 

.. 

Найде:-.1 вероятность ложной тревоги F и вероятность
правильного обнаружения D ДJIЯ случайной амплитуды,
распределенной по нормальному закону*, т. е. при 

а• 

1 -2 Рт (G)= J/"2" е 

где мы нормировали аыплиту ду G так, что
G=O и G2

= 1. 

(32.08)

(32.09) 
Случайная величина rp при отсутствии полезного сигнала

очевидно имЕ>ет расщ:еделение (31.32), а в присутствии
полезного сигнала она также нормальна, причем при усред
нении по помехе (G фиксировано) имеет моменты 

� _: Gf'-, (rp- �2 
= f'-, (32. lU) 

и ее распределение определяется формулой 
((f-0µ.)• 

1 
---

р (q,, G)= --= е 2,L 
т 

J· 2пр. 
(32.11)

Распределение 'f' при наличии полезного сигнала полу
чается путем усреднения величины (32.11) по случайному
параметру G, а именно 

Рт (9) = J Рт (G) Рт (9, G) �G =
оо а• ('!' - Оµ)• s е-2- 2"' dG= 

-ао 

1 

·::-:у;:-=
2
=· -n:=

p.
=( 1

=
+
=

Р.)
=- е

z• 
00 --

s е 2 dz=
-ао 

(32.12) 

. '" Нормальный закон (3'2.08) сильно упрощает вычисление D, •1ем 
и оправдывается его применение в данном параграфе. В дальнейших 
параграфах -мы будем ,счита'Ть, чть случайная а,мплитуща G распределе
на по закону Релея (34.10) [см. !Впрочем формулу (49.10)]. 
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Учитывая как положительные, так и отрицательные ампли
туды полезного сигнала, выражение для полной вероят
ности правильного обнаружения можно записать так 

а для вероятности ложной тревоги 
оо оо z 2 

J 2 5 --
F = 2 р

0 (ер) dcp = 
y:z; 

е 2 
dz, 

(32.13) 

'f• z. = v;;.-· (32.14) 

откуда при заданных F и D отношение сигнал/помеха \1 
можно вычислить по формуле 

(32.15) 

На рис. 28 пунктирными линиями приведены характери
стики обнаружения для сигнала с неизвестной ампл:пудой, 
распределенной по нормальному закону. Сравнение кривых 
для полностью известного сигнала и сигнала с неизвестной 
амплитудой показывает, что достоверное обнаружение 

(v� �) достигается легче при известной амплитуде по

лезного сигнала, и наоборот недостоверное обнаружение 

( 
1 . 

D< 2) легче совершается при неизвестной амплитуде.

Эгот результат совершенно понятен с физической точки 
зрения: при малых \1 благодаря своим флюктуациям ампли
туда сигнала может стать в некоторых случаях большой, 
в силу чего произойдет правильное обнаружение - более 
успешное, чем при фиксированной амплитуде; при боль
ших \1 благодаря флюктуации амплитуда сигнала может 
стать малой - и сигнал будет пропущен легче, -чем при 
постоянной амплитуде. С аналогичными эффектами мы бу
дем неоднократно встречаться в дальнейшем. 

§ 33. ОБНАРУЖЕНИЕ СИГНАЛА С НЕИЗВЕСТНОЙ ФАЗО.й

Рассмотрим обнаружение высокочастотного сигнала 
с неизвестной фазой О, считая амплитуду высокочастотного 
сигнала, как и все другие параметры, известной. 
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Запишем полезный сигнал в виде 
m (t; 6)=e(t)cos[roul-Ф(t)-O], (33.01) 

где е (t)-его огибающая, ro0 
- несущая частота, ф (t)

дополнительная (медленно меняющаяся) фаза, обусловлен
ная частотной или фазовой модуляцией. Выборки полезного 
сигнала будут равны 

mh (О)= eh cos (ro6 'h - фh - О), (33.02) 

и коэффициент правдоподобия А (6) можно записать в виде 
1

,р (8)-
2 

р.(8) 

где 
Л(О) = Р

т 
(6)е

н н 

(33.03) 

qi(6)= � Qghfg
mh

= 1] Qghfg
eh cos(rou lh -фh-6), 

g,h=I g ,h=I 
н н 

!-'-(0)= � Qghm
g

mh
= � Qgh e

g�h cos(roo f
g -

g,h-1 g,h-1 

(33.04) 

-фg -6) COS (roih -фh - 6). (33.05) 
Произведем некоторые преобразования. Величину qi

представим в виде 
·f=cos О� Qghf geh cos (roofh -фh)+

+sin О� Qghf geh sin (mofh -фh) =

= х cos О+ ysin 6=@ cos (Ф-0), (33.06) 
где введены обозначения 

х= � cos � = I.Qghf geh cos (molh _ фh), 

I
у=� sin Ф = I.Qghf geh sin (m0 th -фh),. 

�=V ха + у2 ; tgФ=: . 
Величина 1-'- равна 

(33.07) 

!-'-=-}-1J Qghe
g

e
h_cos [ro0 (te - th)-(фg -фh)I+ 

+-}- �Qghegeh cos[(l)0 (tg +th)-(Фe+Фh)-20], (33.08) 
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причем второй суммой можно обычно пренебречь по срав
нению с первой. Действительно, во второй сумме мы имеем 
быстро осциллирующие слагаемые, в значительной степе ни 
гасящие друг друга, в то время как в первой сумме, на
пример, все члены с g=h положительны и при большом 
числе выборок дают результат, значительно превосходя
щий вторую сумму. Поэтому в дальнейшем мы будем 
пользоваться выражением 

н 

р, = --} 1J Qghegeh cos[w0 (tg -th)-(t,jlg -фh)], (33.09) 
g ,h=I 

которое от неизвестной фазы О не зависит. 
Найдем коэффициент правдоподобия А, _ считая, что не

известная высокочастотная фаза 6 равномерно распределена 
по окружности 

Тогда 

1 
Рт (6)=2п 

при О,..;; О< 2т:. (33.10) 

2� 1 

r 
. 

J s /j cos (Ф-8) - 2 !'-
А= 

J 
А (6) d6= 

2it 
е d6= 

() 

1 
--!J, 

= е 2 
/ 0 (&), (33.11) 

где / 0 (сб) - модифицированная функция Бесселя ну левого 
порядка, определяемая форму лай 

211: 

/о (t'б)= 2� 5 e /j cos х dX. (33.12) 
о 

Функция / 
0 ((6) является монотонно возрастающей функцией 

своего аргумента, поэтому решение удобно принимать по 
величине (3. Итак, оптимальное правило решения будет: 

если & ;;:;,, &*' то считаем f = т + п,

если & < &., то считаем f = п, } (33.13)

где &. -порог решения. 
Рассмотрим подробнее смысл величины &. Формулы 

(33.07) показывают, что величина & равна 
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rде х и у- величины, получающиеся на выходе 
двух квадратурных каналов; первый из этих каналов есть 
оптимальный линейный фильтр обнаружения полезного сиг
нала т (t, О), т. е. сигнала с фазой 6 = О, а второй - та-
кой же фильтр для сигнала т ( t, ; ) с фазой 0= ; .
Поэтому & является огибающей на выходе оптимального 
линейного фильтра для полностью известного сигнала. 

Как было показано в § 27, частотная характеристика 
фильтра, образующего величину (31.20), равна 

к ( ) = -i"'to м· (ro)
(1) е sn (ro) ' (33.15) 

где М (ro) есть спектральная амплитуда сигнала т (t).
В данном случае частотные характеристики фильтров, обрз
зующих величины х и у в формулах (33.07), равны

(33.16) 

где iИ (w, О) есть спектральная амплитуда полезного сиг
нала (33.01 ), зависящего от неизвестнои фазы 6. В § 27 
отмечалось, что при обнаружении полностью известного 
сигнала важна не вся функция на выходе фильтра (33.15), 
а лишь величина ip - ее значение в момент t

0
• Подобно 

этому на выходе фильтров (33.16) получаются высокоча
стотные сигналы вида

х (t) = f9 (t) cos [wi- Чi (t)], 

у (t) = {!J (t) sin [wi- ч; (t)],
r де ч1• (t) есть медленно меняющаяся фаза, а 

(33.17) 

&(t)=V x2 (t)+y2 (t) (33.18) 
- огибающая. При t = t

0 
мы получаем величины х, у и {!J,

фигурирующие в формулах (33.07) 
X=X(t0 ), y=y(t0 ), &=f!J(t0). (33.19) 

Величину & можно получить и с помощью одного вы
сокочастотного фильтра, например фильтра с частотной ха
рактеристикой Кх (w) или К

у 
(w), производя детектирование
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одного из высокочастотных сигналов (33.17) на его вы
ходе, чт_о, как известно, равноценно вычислению & (t) по 
формуле (33.18); затем необходимо взять & = & (t

0
). Таким 

образом, при неизвестной фазе полезного сигнала (33.01) 
оцтимальный приемник обнаружения можно получить, сое
диняя оптимальный линейный фильтр для выделения того 
же сигнала с любой фиксированной фазой и детектор; при 
этом существенно значение огибающей в определенный 
момент t0 • 

Заметим, что вместо огибающей {,5 оптимальный прием
н·-1к может образовывать любую монотонно возрастающую 
вместе с & функцию, например (3 2 , т. е. действовать как 
"линейный" ил;.r же как квадратичный детектор. Здесь мы 
сталкиваемся с таким явлением: отношение сигнал/помеха 
на- выходе линейного, квадратичного и других детекторов 
будут разные (см. § 18), но вероятности ПJавильного обна
ружения при заданной вероятности ложной тревоги будут 
одинаковы вне зав'1симости от хара_ктеристики детектора и, 
следовательно, вне зависимости от последетекторного от
ношения сигнал/помеха, которое, в отличие от параметра f1, 
никакого в�роятностного смысла не имеет. 

Вычислим вероятности ложнои тревоги Р и правильного 
обнаружения D. Они оп;,еделяются порогом решения 63. и 
распределениями величины 65. При отсутствии полезного 
сигнала величины х и у равны хп и Уп • где 

н 

Хп
= � Qghngeh cos (oo/h - q;h), 

g ,h=l 
н 

Уп = � Qghngeh si11 (oo/h - q;h), 
g ,h=I 

(33.20) 

причем моменты нормальных случайных величин х
п и У

п 
равны 

Хп
= Уп

=О, 
ХпУп = � Qghegeh cos (ooig -q;g) si11 (oo/h -<jlh) = О, (33.21) 

g,h 

х� =у�= � Qghegeh cos (ooa lg -<Ji
g
) cos (roath - фh)= f1· 

g ,h 
Как при пе;Jеходе от формулы (33.08) к формуле (33.09); 
мы пренебрегаем здесь "осциллирующими" суммами. 
202 



Найдем распр�деление величины 

Eu=V х�+У�,

если х
п 

и у
11 

- нормальные величины с моментами 
- -- 2 2 х = у = О, х у = О х -•у =а

2
• 

п п п п  ' п  t n  

(33.22) 

(33.23) 

Такие величины будут образовываться на выходе квадра
турных неоптимальных фильтров при отсутствии полезного 
сигнала; для оптимальных фильтров 0

2 
= \J', и мы возвра

щаемся к фJрмулам (33.21). 
В силу независимости нормальных случайных величин 

х
п 

и у
11 

их двухмерная плотность вероятности равна 

(33.24) 

т. е. равна произведению двух одномерных функций Гаусса. 
Переходя от декартовых координат х

11 , 
у

11 
к полярным 

координатам Е11 , ф по формулам 

Х
11

= Е
11

соsф, y
11

= E
11

sin ф,} 
dx

n
dy

11 
= E

11
dE

11
dф, 

получим функцию распределения 

(33.25) 

(33.26) 

показывающую, gто случайные величины Еп и ф незави
симы. Распределение величины Е

11 
определяется так на

зываемым законом Релея 

(33.27) 

Фаза ф имеет равномерную плотность вероятности в интер
вале (0,21t). Учитывая выражение (33.27), найдем вероят-
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ность ложной тревоги F как вероятность превышения ве
личиной Е

п 
порога рещения & .. 

2 2 
оо Еп оо z• z. 

F \ Еп - 2а• 5 - 2 - 2 =J �е dEn= ze dz=e 
с* z. 

с. z.=--;-. (33.28) 

Поэтому между нормированным порогом решения z. и ве
роятностью F существует простая зависимость 

z. = V -2 ln F. (33.29) 

Эrа зависимосгь показана на рис. 26 пунктиром. 
При наличии полезного сигнала величины х и у равны 

(33.30) 
где 

х
,п 

= [!.COS о, Y
rn 

= [!.Sin О. (33.31) 

В этом случае огибающая (33.14) распределена по так на
зываемому закону Райса, который мы найдем при условии, 
что х

п 
и У

п 
по-прежнему нормальны и имеют моменты 

(33.23), а х
т 

и У
т 

равны 
Х

т
=ёр°соsО, Y

m
=isin О, (33.32) 

где при оптимальной линейной обработке по формуле 
(33.04) среднее значение qi" = f!.. Здесь приходится разли
чать огибающую Е

п
. и фазу !.jl, относiiщиеся к помехе, н 

огибающую 63 и фазу х =Ф-0, относящиеся к суммарной 
величине сиrнал+помеха. Мы имеем 

или 

&= V(xm + Хп
)2 + (У

т 

+ У
п
)2 =

= V (� cos О+ E
11

cos !.jl)2 +(� sin fJ + E
11

siп !.jl) 2
, (33.33) 

(33.34) 

и, следовательно, величина & является функцией некото
рой постоянной величины i и случайных величин Е

11 
и q,·. 
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Поэтому для нахождения функции распределения Р
т 

(а) 
при наличии сигнала можно воспользоваться формулой 

Е� 
Pm(a)da=2:a2 Sf Епе 2a"dEnd\J1

·, 

(6'.8+d8) 
(33.35) 

где интегрирование производится в указанных пределах 
изменения величины (33.34). Перейдем от полярных коо;>• 
динат Е11 и ч;· к прямоугольным координатам 

(33.36) 
Тогда 

(33,37) 

Затем перейдем к новым полярным координатам � и х по 
формулам 

i+e=acosx, 11=asinx. 
В силу соотношения 

2 - -

Еп =� 2 +11 2 

= (ср) 2 - 2r.p & cos Х. + & 2 . 
мы получаем 

или окончательно 

2- -;-с ео1.., .. t л. 

-,1

Je а dx_ 2" 

u 

(33.38) 

(33.39) 

(33.40) 

(33.41) 

Последнее выражение при отсутствии полезного сигнала 
(�=О) переходит в (33.27), а при наличии полезного cиr

нaJia, когда используется оптимальный линейный фильтр и 
qi° = а2 

= !'-, упрощается следующим образом: 
!'-' + 82 

8 __ 2_!'-_ 

Рт 
(&) 

=--;;:- е 1 о (�). (33.42) 
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Вероятность nравильноrо обнаружения D в общем слу
чае равна 

D=S�e 
с. 

Переходя к безразмерным переменным 
8 (-)2 Z=-;-, Р= + 

и исходя из (33.41), получим * 
p+z• 

--
2
-

Pm(z)=ze I0 (Vpz), 
причем имеет место тождество 

СХ) оо p+z• 

J Pт(z)dz=S ze--2-I0 (y'pz)dz=1. 
о о 

Вероятности F и D равны 
z� 
2 с. 

' z. = 7,

СХ1 p+ z• 

D= S ze--2
-/0 (Vpz)dz. 

z. } 

(33.43) 

(33.44) 

(33.45) 

(33.46) 

(33.47) 

Для оптимального приемника, исходя из соотношений 0
2 
= 

= р = \!-, имеем: 

2 8 F=e , z. = 

Y"ji:,
00 JJ,-1-Z' 

D= 5 ze--2
-/0 <✓;z)dz.

(33.48) 

} 

Таблицы интегралов (33.47) составлены С. А. Наволоц
кой, однако этих таблиц недостаточно для расчета D при 

• При переходе от переменной С к новой переменной z мы по,,у
чаем новую функциюрт (z), связанную со старой функцией Рт(С) соот
ношением Рт (C)dlJ=Pm (z)dz. 
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больших р или 11· Этот недостаток восполняет асимптоти
ческая формула 

00 flo+Z1 00 .У' 

D= S ze--2
-/0 (�z) dz = V�1- j е-2 

dy, (33.49)

полученная В. И. Бунимовичем, в которой 

У =z.-i/�-11 
. 

и 

(33.50) 

(33.51) 

Упрощенный вывод этой формулы дан в § 38. Заметим, 
что при "1)=0 она формально переходит в формулу (31.35) 
для простого обнаружения. 

На рис. 29 графически представлены результаты расче* 
тов D по таблицам (спло)пные линии) и по формуле (33.49) 

D 
(0.------=---:........------::---r-----:,:;:=-,--, 

;-
,,,,,,,.... 

О,б 

0.'t 

4 

� . / 

/ 
/ 

I 

I 

20 40 60 80 /00 
JJ 

Рис. 29. Характеристики обнаружения сигнала 
с неизвестной фазой: 

-- по таблицам функции Pa/lca; - - - - по формуле 
1 

Бунимовича, 1J - ,,- ; -·-•-•По той же формуле 
2, .. 

при 1J - О. 
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1 
с 11=--- (пунктирные линии) и 7J = О (штрихпунктирнр1е 

21(µ. 
линии). Мы видим, ч го применение первого члена асимпто
тического разложения (33.51) дает уже довольно точную 
аппроксимацию - более точную, чем при 7J = О; при t-J--oo 
обе приближенные формулы смыкаются с точной. 

В § 18 мы показали, что после прохожден.ия емеси по
мехи со слабым сигналом через дет-ектор отношение сиг-

fO 20 30 4!J 
lfltr;JJ-

Pиc. 30. Сравнение характеристик обнаружения 
полностью известного сигнала (сплошные кривые) 

и сигнала с неизвестной фазой (пунктир). 

нал/по,меха уменьшает·ся, так что моЖ�но считать; что в ре
зультате детектирования, неизбежного при н�известной 
фазе, должны уменьшать-ся возможности обнару:щения сиг
нала. Это предполож,е,ние подт.верждается. На рис. 30 про
нзв-едено сравнение простого обнаружения (еплошные ли
нии) и обнаружения сигнала с неизве·стной фазой (пунк
тирные линии). Ри-сунок показывает, что пр.и заданных F 
и iD для обнаружения сигнала с неизвестной фазой тре
буется несколько большее отношение сиrнал/помеха. Одна
ко в § 18 было так же показано,, что при детектировании 
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смеси сиrна.1а со слабой помехой отношение с.иrнал/поме� ха увеличивается. Это увеличе,ние не связано с каким-то реа.1JЬным выигрышем в обнаружении и лишь иллюстрирует· слова Вудворда (см. § 28) о том, что отношение сигнал/шум имеет часто весьма косвенное отношение к фактической наблюдае,мости полезных сигналов. O,щнако в статистической теории приема естественно поя,вил-ся параметр µ, который играет роль эффективного отношения с.иrнал/1помеха и действительно характеризует вероятность обнаружения полезного сигнала на фоне нормальных помех. Он позволил, в частности, сравнить обнаружение полностью известного сигнала с сигналом, имеющим неизвестную амплитуду ил.и фазу, и таким обрсiзом (благодаря своему единообразному определению во всех этих случаях) понять влияние неизвестных параметров на на-блюдаемость сигнала. 
§ �4. ОБНАРУЖЕНИЕ СИГНАЛА С НЕИЗВЕСТНЫМИ ФАЗОА

И АМПЛИТУДОЙ Во мн.оrих задачах неизве-стными являются два параметра: высокочастотная фаза О и амплитуда (оrи,бающая) сигнала G. Напри�мер, радиолокационный сигнал, отраженный от цел.и, щ v1еет неи.з,вестную фазу и флюктуирует. Если время наблюдения мало по сравнению со временем флюктуации, то неизвестные пара,метры 6 и G можно считать постоянными. Запишем полезный cJ-Irнaл в виде 
m(t, G, 6)=Ge(t)cos[w/-ф(t)-6J, тог да выборки полезного сигнала будут равны m

h 
(G, О)= Geh cos (шih - Чih - 6). 

(34.01) 
(34.02) Коэффициент правдоподобия А (G, 6) определится выражением 

где rp = G L Qghf geh cos (w/h - фh - О)= G& cos (Ф - 6), ] {f; COS ф = � Qghf ih 
COS (w0 fh =-- o/h), (34.04) & sin Ф = L Q

ghf 
g
e

h 
sin (w0 th -фh) 
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и 

(34.05) 

где f1 определяется формулой (33.09). 
Найдем коэффициент правдоподобия А (G), считая, что 

фаза имеет равномерное распределение в пределах окруж
ности 

Тогда 
(34.06) 

21t О•1> 

Л (G) = j Л (G, 6) d6 = Р
т 

(G) е - 2 /
0 

(G&). (34.07)

Коэффициент правдоподобия А равен 
Л =) Л (G) dG. (34.08) 

Формулы (34.07) и (34.08) показывают, что А есrь моно
тонно возрастающая функция &, поэтому решение о нали
чии или отсутствии полезного сигнала у доб но принимать 
по величине &. Таким образом, оптимальное правило реше
ния будет такое же, как при неизвестной фазе и извест
ной амплитуде: 

если & �&., то считаем f _ т+п. } 
если & < & , то считаем f =n, 

(34.о9) 
. 

где &.- порог решения. 
В дальнейшем нам понадобится величина Л для случая, 

когда амплитуда распределена по закону Релея 

(34.10) 
где мы нормировали огибающую G � О таким образом, что 

Тогда 

210 

СХ) (l+f')O• 

л = s Ge --2 
- I

0
_(G&)dG. 

(34.11) 

(34.12) 



Вводя переменную 
z=GV1 +11,

преобразуем интеграл (34.12) к виду 
оо z• 

1 r --2 ( {;z )
Л = 1 + 11 J ze I O у 1 + 

11 
dz. 

{;2 

(34.13) 

(34.14) 

Умножив и разделив это выражение на е2 
(I+;i>, получим 

{; 2 J ( f] 2 ) 

1 2 (l+;i) r - 2 !+µ + z• ( f]z ) 
Л=1 +1-1 е 

J 
ze !

0 у� dz. (34.15)

В последней формуле интеграл равен единице в силу тож
дества (33.46), и мы имеем: 

(34.16) 

Найдем F и D. При отсутствии полезного сигнала ве
личина ('§ распределена по закону Релея, следовательно, 
вероятность ложной тревоги равна 

z� 
-2- 11. 

' z.
= 

v;;: .

(34.17) 

При наличии полезного сигнала и фиксированном G имеем: 

(34.18) 
и функция распределеция величины Ф при наличии сигнала 
с амплитудой G равна 

(34.19) 

Верояпюсть правильного обнаружеция при фиксированном 
G равна 

14* 

оо O•;i+z• 

G) dS = J ze- -

2 -!0 (GJ/�z) dz. 
z. 

(34.20) 
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Полная вероятность правильного обнаружения выраэитс5I 
следующим образом: 

00 а• 00 Q•µ+z• 
D= s Р,,, (G) D (G) dG = j Ge - 2 dG j ze � -2 

- Х 
о z. 

оо z• оо {1+µ)0' 

Х /
о 

(GV;;z) dz= J ze-2 dz J Ge- -2 -/o
(G v;-z)dG.

z. о
(3 4.21) 

Вычисляя внутренний интеграл так же, как при переходе 
от формулы (34.12) к формуле (34.16), мы получим 

оо z 2 µ.zi оо zi 

D= Cze-2-1-e2 (l+µ) dz=-1- r ze-2(!+µ) dz=
J 1+µ 1+1-1J 

где 

4 4 

z2 у2 
. .

=е 2(1+µ) =е 2 (34.22) 

(34.23) 

При заданных F и D величина f1- может быть рассчитана по 
формуле 

(34.24) 

Таким образом, в данно:-.1 случа2 вероя гности F и D свя
зацы соотношением 

(34.25) 

простота которого объясняется тем, что, в силу взятых 
выше законов распределения огибающей и фазы полезного 
сигнала, на выходе квадратурных фильтров мы получаем 
нормальные случайные величины. Действительцо, формулы 
(34.04) мы можем переписать в виде (33.07), причем в от
сугствие сигнала мы имеем Х=Х

п 
и У=У

п
• где х

п 
и У

п 

определяются формулами (33.20) и имеют моменты (33.21 ). 
При наличии полезного сигнала имеем 

х=х
т

+х
п
, у = У

т
+ У

п
, (34.26) 
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где случайные величины х111 и Ут равны

(34.27) 

В силу фармул (34.06) и (34.10) хт и Ym являются нор
:-rальными случайными величинами с моментами

Х =у =0. Х2

= V2 =•t2 �у =0 
ln m - m Г t /ll 111,. ' 

f,Ог-----т------....,...... ........ =-=--=,.,,..,..,........,.=о=-.. 

Рис. 31. Сравнение характеристик обнаружения 
сигнала с неизвестной фазой (сплошные кривые) 
и сигнала с неизвестными фазой и а�шлиту дой (пунктир).

(34.28) 

причем они не зависят от величин х" и у
11

• Поэтому сум
марные величины (34.26) также нормальцы и имеют момецты 

(34.29) 

Таким образом, в рассматриваемой задаче появление 
сигнала не меняет закона распределения величины �. а лишь 
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заменяет параметр 11 в этом распределеции на 11 ( 1 + 11 ). 
Поэтому из формулы (34.17) 

сразу вытекает формула (34.22) 

82 
. 

D= е 21-'(1+1-'J' 

(34.30) 

(34.31) 

откуда и получаем соотношение (34.25). Формулу (34.31) 
нетрудно также получить из формул (31.41) и (34.16), что 
мы предоставляем сделать читателю; в порядке упражне
ния мы рекомендуем таким путем вычислить D и в других 
случаях, а также найти D и F при неоптимальной линей
ной обработке входных данных. 

Отметим, что оптимальный приемни'к, обнаруживающий 
сигнал с неизвестной и известной а,м.плитудой, должен 
производить над принятыми данными в обоих случаях 
одинаковые операции, однако .вероятности правильного об
наружения будут сильно отличаться. 

На рис. 3-1 пунктирными линиями показаны характер.и
стики оптимального приеМ'ни:ка о-бнаружения ,сигнала с не
известными амплитудой и фазой, ·сплошными линиями -
сигнала с неизвестной фазой и известной амплитудой. Мы 
видим опять (ер. конец § 33), что и .при неизвестной фазе 
недостоверное обнаружение сигнала с неизвестной ампли� 
тудой происходит легче, а достоверное- труднее. 

§ 35. ОБНАРУЖЕНИЕ СЛУЧААНОГО ПРОЦЕССА
(ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА) НА ФОНЕ ДРУГОГО СЛУЧАйНОГО 

ПРОЦЕССА (ПОМЕХИ) ПРИ ЗАДАННЫХ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ 

СВОАСТВАХ ОБОИХ ПРОЦЕССОВ 

Задача об обнаружении случайного сигнала с заданной 
функцией корреляции на фоне случайных помех при пере
ходе к выборкам своди_тся к задаче об обнаружении одной 
случайной последовательности на фоне другой случайной 
последовательцости. Будем считать, что как полезный сиг
нал, так и помеха являются нормальными стационарными 
случайцыми процессами со средними значениями, равными 
нулю (m

h 
= n

h 
= О), и заданными корреляционными функци

ями R;h = R
m 

(1 g - h I дt) для полезцого сигнала и R;h 
=
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= Rn (/ g - h I лt) - для помехи. Тог да задача ставится сле
дующим образом: на основании имеющейся последователь
ности f 1, • • •  , f н надо решить, является ли она смесью 
полезного сиг1-1ала и помехи (f h = mh + nh) или чистой
помехой (f h = nh).

По классификации § 28 это - слож1-1ое обнаружение 
полезного сиг.наш т с Н неизвестными параметрами 

ml ' ... , тн - (35.01)
Коэффициент правдоподобия при фиксированных значениях 
т

1
, • • • , тн равен

- р mi ' · · ·•тн (f)
Л(тl' ... , тн)=Рт (тl' ... ,тн) _Po••·••o(f) ' (35.02) 

где Рт (т1, • • •  , тн) есть плотность вероятности для вели
чин (35.01). Чтобы найти коэффициент правдоподобия А, 
нужно проинтегрировать выражение (35.02) по неизвестным 
параметрам (35.01) 

А= J .. ·J Л (т1, • • .  , тн) dm 1, • • • , dтн - (35.03) 
-н 

Однако в данном случае_ можно найти А проще. Плот
ность вероятности величин f 1, • • • , f н при условии, что вход
ной сигнал сводится: к одной помехе (f h = nh) в силу фор
мулы (31.11) равна 

Po(f) =

v 

н 
1 

п 
ехр{- � f Q;htethl• (35.04)

(21t) Detj/ Rgh ll g,h=I

где Q;h -элементы матрицы, обратной корреляцищшой
матрице 11 R;k 11, имеющей определитель Det 11 R;h JI.

Плотность вероятности величин f 1, • . •  , f н при условии, 
что входной сигнал состоит из полезного сигнала и помехи 
(fh =mh +nh), равна

Pm(f) =

v 

н ! f ехр{-; f Q�hfgih}• (35.05)
(21t) Det j/ R

gh 11 g ,h= I

где R�h есть корреляционная ф_уекция суммы f = т + п, а
Q:h - элементы матрицы, обратной 11 R;h \1· Если считать,
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нто полезный сигнал т и помеха п независимы (mgnh = О),
то 

(35.06) 

Коэффициент правдоподобия Л для задачи об обнаружении 
равен 

(35.07) 

где 
н н 

S= Е (Q;h -Q�h
)f11fь = Е Kgiгfь (35.08) 

g,h=I g,h=I 

и к -Q n Qf. 
gh- gh- gh (35.09) 

Решение можно принимать по величине S по-
скольку Л есть монотонно возрастающая функция S. Фор
мула (35.08) показывает, что оптимальный приемник обнару
жения шумоподобноrо сигнала является нелинейным: устрой
ством, образующим квадратичную форму (35.08). 

Оптимальное правило решения будет иметь вид:

если S � S*, то считаем f = т + п, } (35_ 1 О)
если S < S*' то считаем f = п, 

где S* - порог решения. 
Рассмотрим несколько частных случаев оптимального

приемника. 
1. Обнаружение некоррелированной последовательности

на фоне другой некоррелированной последовательности.
В этом случае элементы корреляционных матриц помехи и
полезного сигнала удовлетворяют следующим соотноше
ниям 

Rn -2� 
R

m 21:> 
gh =nиgh' gh =mugh' 

где 8
gh -символ Кронекера. Величина S равна 

н 

nii'" � 2 

S=п2(т2+п2) I.J fь• 
h=I 
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В данном случае оптимальный приемник должен суммиро
ва rь квадраты выборок входного сигнала. Пользуясь фор
мулой (31.27), мы приходим к выражению 

н 
sm 'Г, 2 

S = S (S + S ) дl , : f h" 
n Лl n i.J 

h=I 

2. Обнаружение коррелированной последовательности на
фоне сильной некоррелированной последовательности. Кор
реляционные матрицы имеют следующий вид: 

Rn 25 R' -23 + Rm 2 (а +
R';h) gh = n gh' gh = n gh gh = n gh n2 

. (35.14)

Считая п 2 ► т2 , мы можем написать следующие прибли
женные выражения для элементов обратной матрицы 

Qf - _!_ (о -
R';h \ ( 35. 15) gh - п2 gh n2 } 

, 

у довлетворяющи� соотношениям 
н 

ER;p;h=o
gh (35.16) 

i=l 

с погрешностью порядка (;"i· В этом приближ�нии мы па--

лучаем выражение 

s 
= (:2)• � R;ht g! li" (35.17) 

g,h=I 

Если в нем положить R;� =m3ogh' то получим формулу 
(35.12), в которой т2 + п2 в знаменателе заменено на п2

• 

3. Обнаружение случаf�ной последовательности на фоне
сильно коррелированной (медленно меняющейся) последо
вательности. Корреляционные матрицы имеют вид 

mgmh =_R;h ' ngnh =_R;h
::::::: RiO). (35.18) 

Тогда элементы обратной матрицы помехи Q;h велики, и 
общую формулу (35.08) можно записать в ниде 

н 

S= � Q;htgfh. (35.19) 
g,h-1 
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Зададим матрицу R;h 
в виде 

R;h =Rn (O)r1g-h l (-l <r< 1). (35.20) 

Элементы обратной матрицы будут равны 

Q�1 = Q�н= Rп
\о)' 1 l ,2 • Q;g = Rп\о). � + ;: (l <g < Н),)

Qn Qn l -r ( ) 
g,g+l = g+l,g

= Rп(О)'Г:::.."",2 1,;;;;,g,;;;;,H-l, , 

(35.21) 
остальцые равны нулю. 

Формулы (35.21) можно получить, вычисляя обратную
матрицу по общему правилу [см. формулу (31.09)]. Всего
легче они проверяются простой подстановкой в соотноше
ние (31.08). Запишем элемент обратной матрицы (35.21)
в общем виде 

Q;h
= Rn(O);l _,a)Hl +r2 (1-8.h-8Hh )J ogh-r(og ,h-1+og ,h+1)}. 

(35.22) 
При подстановке выражений (35.20) и (35.22) в формулу
(31.08) имеем 

1J R;8;h = l 1 ,z � ,, g-J 1 {[1 +r2(1-o lh - Бнh)] 8/h -
I i 

- r (01 . h-1 +01 . h+1H = l 1,2 
{rfg-hf [1 +r2(l- Бlh -8нh)] -

- r l g-h+I 1 +1 ( 1 - olh) -rl g-h-1 1 +1 ( 1 - /3Н
h)}, (35.23)

что при g > h и g < h дает нам 

(35.24) 

а при g=h 

� R;8� = 1 1,2 
(l -r2)= 1. (35.25) 

Заметим, что обратная матрица (35.21), как и прямая
(35.20), является симметричной, но ее элементы зависят от
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g и h, а не от I g- h 1, как элементы прямой матрицы. 
Впрочем, выражения 

Q;h =Qn(I g-h I Лt), 

) 

1 1 + , 2 1 r 

Q (О)= Rп (О) l - r2 
' Qп (дt) = - Rп (О) l-r2 ' 

Q11 
(2дt) = Qn (3дt) = ... = О 

(35.26) 

дают неправильный результат только при g=h= 1 и g= 
= h=H. Это значит, что зависимость элементов обратной 
матрицы Qgh от индексов g и h в отде.льности представ-
ляет собой .краевой эффект", связанный с концами про
межутка наблюдения. 

Возвращаясь снова к формуле (35.19) и считая r � 1, 
получаем 

S= Rп(0/( 1-r•) [(f 1 - f 2)
2 +Ua-f з)2

+ · · · +(f Н-1 -f.н)2

], 

(35.27) 
т. е. оптималыной обработкой является квадратичное на
копление последовательных разностей. 

Найдем вероятность ложной тревоги F и п_равилыюго 
обнаружения D. Будем считать, что не только число выбо
рок Н велико, но среди них велико и число стати•стически 
независимых выборок, поэтому естестве-н,но воспользовать
•ся предельной теоремой теории в,ероятностей и считать, что 
величина (35.08) имеет нормальное распределение. 

Срещнее значение случайной величины S при отсут,ствии 
полезного сигнала равно 

а0 = S = � (Q;h - Q:h) ng
nh = 1": (Q;h - Q�h) R;h =

= Н - L Q�hR�h-+ 1": Q�hR;h = L Q:hR;h. (35.28)

Среднее значение случайной величины S при наличии на 
входе полезного сигнала равно 

а1 = S = � (Q;h - Q�h) R:h = � Q;hR;h + 1": Q;hR;h -

-1":Q�hR:h = 1": Q;hR;h. 

Если воспользоваться формулой (58.11) 

!Zgnhnkn, = R;hR;1 + R;kR�1 + R;1RZ1,• 

(35.29) 

(3,5.30) 
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а при наличии полезного сигнала 
Ь

1 = S 2

- а�= 2 � (Q;h -Q�h) (Q�1 -Q�1) R�kR�1 =

(35.32) 

При отсутствии полезного сигнала функция распреде
ления случайной величины S равна 

(S-a.,)• 

(s) 1 -�
Ро =.1-е ' 

у 21tb
0 

: 

а при наличии полезного сигнала 
(S-a,)' 

1 
---

р (S)= -==
e 2ь,

1 

V21tb
1 

Вероятность ложной тревоги равна 

а вероятность правильного обнаружения 

(35.33) 

(35.34) 

(35.35) 

При расчетах по формулам (35.35) и (35.36) нужно 
иметь в виду, что нормальные распределения (35.33) и 
(35.34) при данном числе выборок Н (которое предполага
ется достаточно большим и содержащим достаточно боль
шое число практически независимых случайных величин 
m

h 
и n

h
) хорошо аппроксимирует точные функции распре-
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деления вблизи центров распределения (S ::::=. а0 , S � а 1 ), а 
при увеличении (S - а

0
) 2 и (S - а

1
)

3 точность этих формул 
снижается. Поэтому при вычислении как малых F и D, 
так и F и D, близких к единице, формулы (35.35) и (35.36), 
как правило, дают довольно грубые результаты. Более 
точные расчеты можно производить, по крайней мере для 
некоррелированных последовательностей, с помощью распре
деления z з (ер. § 38 и 45). 

При слабом сигнале (точнее, при условии Ь 1 =Ьо) вместо 
пря�мых расчетов по формулам (35.3-5) и (35.36) можно 
воспользоваться характери,сти1ками -простого обнаружения, 
если определить µ - эффективное значение отношения 
сигнал/помеха данной задачи - по формуле (31.36) , т. е. 

(35.37) 

причем это соотношение годится лишь при малых i,,. 
Рассмотренная выше задача об обнаружении случай

ного сигнала на фоне мешающего случайного процес,са 
приводит к «,квадратичному» оптимальному приеМ'нику 
(35.08) . Поэтому дащ1ую задачу .нельзя было решить в тео
рии оптимальных линейных фильтров, в противоположность 
задаче об обнаружении сигнала фиюсированной формы, 
которую мы по суще,ству решили в I части и лишь уточни
.тш в предыдущих параграфах. 

В приложении 111 читатель найдет разбор некоторых 
пар-адоксов, возникающих в связи с задачами, рассмотрен
ными в этой г.'lаве. 



ГЛАВ А VI 

ОБНАРУЖЕНИЕ ПАЧКИ СИГНАЛОВ 

§ 36. КОГЕРЕНТНАЯ И НЕКОГЕРЕНТНАЯ ПАЧКИ СИГНАЛОВ.
О КОРРЕЛИРОВАННЫХ ПОМЕХАХ В РАДИОЛОКАЦИИ

В данной главе мы исследуем обнаружение пачки сиг
налов. Этот вопро,с представляет о,собый интерес для ра
диолокации, где на вход приемника от каждого объекта 
посту�пает обычно пачка сигналов (например, импульсов), 
определение которой будет дано ниже. Если необходимо 
обнаружить пачку сигналов, то можно, конечно, построить 
оптимальное устройство обнаружения для отдельных сиг
налов и прини,мать решения по каждому сигналу. Но бо
лее естественным и эффективным будет приемник, реаги
рующий на появление всей пачки; таким приемникам/ и 
будет посвящена данная глава. 

При работе радиолокатора происходит периодическое 
излучение с,иnналов (например, им1пульсов). Под когерент
ной последовательностью излучаемых («зондирующих») 
сигналов мы будем понимать последовательность сигналов 
вида 

m.,_(t, 6) = e.,_(t) cos [(1)0 t- ф.,_ (t)- 6], х=О, -+- 1, ± 2, ... , (36.01)

где со0 - несущая частота; e.,_(t) и ф.,_(t) - огибающая и (мед
ленно меняющаяся) фаза х-го излучаемого сигнала; 6- вы
сокочастотная фаза, одинаковая для всех сигналов. 

Под некогерентной последовательностью излучаемых 
сигналов мы будем поцимать последовательность вида 

m.,_(t, 6.,_)=e,.(t)cos[coi-Ф
.,_
(t)-6

.,_
], х =О, ±1, ±2, ... ,(36.02)

где величины ш
0

, е.,_ (t) и ф.,_ (t) имеют тот же смысл, что и 
для когерентной последовательности. а 6у - фаза х-го сиг-
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нала, причем все О
х 

мы считаем неизвестными и независи
мыми случайными величинами. 

В дальнейшем мы будем для простоты считать-, что из
лучаются од,инаковые, периодичес�и повторяющиеся сиг
налы, т. е. будем полагать 

eJt) = е [t - (х - 1 )Т], t{JJt) = t{J [t - (х - 1 )Т], (36.03)

где Т- период повторения. 
Заметим, что обычно под когерентной последователь

ностью сигналов понимают последовательность, которая 
царяду с условиями (36.01) и (36.03) удовлетворяет еще 
дополнительному условию 

т
0
Т=2тr.N, (36.04) 

где N - целое число (обычно большое). Благодаря этому 
условию каждый излучаемый сигнал имеет одцу и ту же 
цачальную фазу. Можно также считать, что условие (36.04) 
не выполняется, но в формуле (36.01) вместо т

0
t стоит 

ro
0 

[t - (х - 1 )TJ, т. е. высокочастотная фаза подчинена усло
вию типа (36.03). 

Пачки сиг�алов .на входе приемника образуются так. 
Пусть ·сначала отражающий объект неподвижен. Благо
даря качанию луча передающей антенны на данный объ
ект при каждом обзоре пространства попадает сравнитель
но небольшое число сигналов, причем число сигналов L 
зависит от диаграммы направленности передающей антен
ны (шири·ны луча) и •скорости качания. Эти L сигналов от
ражаются от объекта и по.падают на приемную антенну, в 
результате чего и получается пачка сигналов на входе при
емника. Бели отражающее тело движется, то при отраже
нии сигнала производится его дополнительная модуляция, 
причем движение цели ка·к единого целого производит 
смещение частоты вследствие эффекта Допплера ( см. § 68). 

При эффекте Допплера частота ro преобразуется в частоту 

ш'=ш-С, 
С- 2vr

(J) 

с ' (36.05) 

где v
r

- радиальная компоцента скорости отража.ющего 
тела*, с - скорость света. Формула (36.05) применима для 

* Если приемная и передающая антенны разнесены, то под v,
нужно понимать компоненту скорости » наПJравлении биссект,р,исы 
угла АОВ (см. 1рис. 61 в § 70). 
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. V· 

нерелятивистских скоростей, т. е. при малых о-rношениях _!__ 
с 

Если зондирующий сигнал является достаточно узкополос
цым, то в выражении для � можно заменить w на несущую 
частоту w 0 • Тогда можно считать, что спектр сигнала при 
отражении не изменяет своей формы, а смещается как целое 
на величину �. зависящую от скорости тела и несущей ча
стоты*. 

Когерентную пачку сигналов можно при э гом условии 
записать в виде 
mx(t, 6) = eJt) cos [(m0 - �) t - q;p)- 6], У.= 1, ... , L, (36.06) 

некогеренгную-в виде 
m

x
(t, IJ,J = eJt) cos [ш0 - С) t - q;Jt)- 6,J, У.= 1, ... , L, (36.07) 

2vr 
где С= - ш

0 
есть смещение несущей частоты отраженного 

с 

сигнала, eJt) и q;" (t) - огибающая и фаза х-го отраженного 
сигнала, определяемые излученным сигналом, расстоянием 
до объекта и его отражающими свойствами. Заметим, что 
в формулах (36.06) ,1 (36.07) ФУ!iКЦИИ eit) и ч,Jt) и посто-
янные 6 и 6" несколько отличаются _от аналогичных величин 
в формулах (36.01) и (36.02) длil излучаемых сигналов, 
однако для дальнейшего важны лишь формулы (36.06) и 
(36.07), в которых для данного объекта на данном расстоя
нии функции e"(t) и �Jt) можно считать известными. 

Идеализируя свойства реальных антенн, мы предполо
жим, что в пределах "главного луча" антенны ее диаграмма 
направленности постоянна, а вне главного луча излучение 
и прием це производятся. Благодаря этому предположению 
из условий (36.03) для передаваемых сигналов вытекают 
аналогичные условия для функций eJt) и Чlx(t) в фо;Jмулах 
(36.06) и (36.07) для принимаемой пачки из L сигналов. 
Если этого предположения не делать, то анализ сильно 
усложняется. 

Заметим, что на пра:ктике обычно говорят не о коге
рентной или некогерентной последовательности излучен-

• В приложении IV выведены точные формулы и показано, что
вследствие явления Допплера изменяется не только несущая частота, 
110 также огибающая е" (t)и дополнительная фаза Ф

х 
(t) каждого сигна

J1а. В дальнейшем мы ограничимся случаями, когда изменением е" (t) и 

Фх (t) можно пренебречь. 
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ных сигналов, а о когерентной или некогерентной технике 
приема. При когерентном приеме не обязательно требовать 
когерентности излучаемых высокочастотных сигналов 
[одинаковой фазы О, как в формуле (36.01) ], достаточно, 
чтобы было извест�но изменение фазы от сигнала к сиrна
лу. Тогда, учитывая это из,менение при обра,ботке приня- · 
тых данных (ер. стр. ,137), мы получаем практиче,ски те 
же результаты, ка1к если бы излучала,сь последователь
ность (36.01), а прием производился по у,прощенной схе
ме, без «подправления» фаз ( теперь излишнего). Поэтому 
в дальяейшем мы будем употреблять термины «когерент
ный прием па"Чки оиrналов» и «прием (или обнаружение) 
когерентной пачки» как равноценные. 

Аналогичным образом ·мы будем говорить о прием·ни
ке, обнаруживающем некогерентную пачку аиrналов 
(36.02), по.ни.мая под этим некогерентный приемник, не ис
пользующий фаз 6

х 
зондирующих сигналов. 

Кроме закономерных изменений mx(t, 6) и mx(t, 6
х
) во 

времени, обусловленных движением цели как целого, оги
бающая и фаза отраженного сигнала испытывают случай
ные колебания во вре,мени. Эти колебания или, ка.к их 
еще называют, «мерцания цели», появляются за счет не
больших изменений ориентации отражающего тела. В этой 
главе мы исследуем обнаружение пачек (36.0·6) и (3-6.07), 
отложив рассмотрение «мерцающей цели» до следующей 
главы. 

Нас будет интересовать обнаружение пачки сигналов 
на фоне собственных шумов приемника и хаотическ.их от
ражений. Под хао11ически,ми отражениями мы понимаем 
помехи, получающиеся в результате отражения электрома
гнитных волн от капель дождя, тумана, растительности, 
местных предме11ов и т. п. Подробное исследование сигна
ла, отраженного от хаотически расположенных частиц, про
изведено в ,гл. XI, где показано, что в теории о·птимальных 
приемников помеху, обусловленную хаотическими отраже
ния�ми, можно рассматривать как стационарный случай
ный процесс нормального (гауссова) типа; нормальный 
хара•ктер помехи объя�сняется тем, что она являе-гся супер
позицией большого числа незавиоимых или почти неза·ви
симых слагаемых, происходящих от отдельных рассеиваю
щих частиц (или групп, составленных из ча-стиц). 

В гл. XI найдена функция корреляции помехи, вызван
ной хаотическими отражениями. При этом учтен тот факт, 
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что все оrражатели щвижут,ся хаотически внутри о.блака, 
вызывая в отраженном сиr:нале эффект Допплера. 

Для когерентной пачки узкополосных сигналов со 
спектром, С.И'мметрич1ным относительно несущей частоты, 
автокорреляционная функция хаотических отражений рав
на 

(36.08) 

Функция Rm 
(,:) - это ПР(?СТО автокорреляционная функция 

периодической последовательности излучаемых сигналов. 
Она является периодической функцией ,: с периодом повто
рения Т

(36.09) 

а r(1:)- медленно меняющаяся функция удовлетворяющая 
условию 

r(O)= 1. (36.10) 

Смысл формулы (3о.08) прост. Предположим, что все 
рассеиватели в облаке неподвижны, тогда в течение пер
вого период1 повторения вследствие хаотического располо
жения частиц обусловленная ими помеха.п(t) будет являться 
(ер.. § 12) наложением сигналов стандартной формы, появ
ляющихся в случайцые моменты времени и воспроизводя
щих излучаемые сигналы. Поэтому автокорреляционная 
функция помехи Rn(,:) будет равна (с точностью до посто
янного множителя, который мы опускаем) автокорреляцион
ной функции Rm

(,:) периодического излучаемого сигнала т(t),

причем как Rn(1:), так и Rm(,:) будут периодическими функ-
циями -с (с периодом Т).

На самом деле частицы в облаке движутся. Если счи
тать, ч го облако в целом неподвижно и лишь частицы хао
тически перемещаются, то через промежуток времени Т

расположение частиц будет несколько иным ( случайно из
менившимся), благодаря чему функция корреляции Rn(-r;) мед-
ленно уменьшается при 11:/ -+ оо. Это обстоятельство как 
раз и учитывается множителем r(-r;). 

Если излучается последователь}fость когерентных прямо
угольных импульсов продолжительностью Т

0 
� Т, то функ

ция (36.08) дает периодическую последовательность тре
угольных .корреляционных радиоимпульсов" (ер. § 20). 
Функцию r(1:) обычно можно считать постояцной на протя
жении отрезков времени порядка Т

0
, так что r(-r;) является 
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как бы междупериодным коэффициентом корреляции, характе
ризующим статистическую связь между значениями n(t)
в моменты t, t-+-T, t-+-2T, ...

При облучении облака рассеивающих частиц некогерент
ной пачкой одинаковых сигналов автокорреляционная функ
ция хаотических отражений равна 

R
n

(-.)=R
m

('t) при -T0 <'t<T0 ,} 

R
n 

('t) =0 при других 't, 
(36.11) 

как это показано в § 67. Такая же корреляционная функ
ция получит,ся, если помеха, обусловленная хаоти-чески1ми 
отражениями когерентных •сигналов, так быстро изменяет
ся во времени, что зна'Чения r(T), r(2T) и т. д. .можно 
•считать равными нулю. Однако в этих двух случаях ста
тистические за,кономерности совершенно различны. Дейст
вительно, при отраже,нии некоrерентных сигналов от мед
л·енно движущихся ра,ссеивателей амплитуды помехи в
различных периодах повторения сильно .коррелированы,
1:1 сама помеха уже не являет,ся нормальной; при отраже
нии же когерентных сигналов от быстродвижущихся ра�
сеивателей мы получаем нормальную «шумоподобную»
помеху, значения кот,орой в разные периоды повторения
независимы.

В раз.витой далее теории обнаружения некогерентной
пачки предполагается, что помеха нормальна и не имеет
междупериодной 1корреляции, тем самым общий случай
хаотических отражений из рассмотрения исключает,ся,
а учитываются только собственные шума приемника и,
кроме того, «i:nумоподобные» помехи от хаотических отра
жений.

Если помеха представляет собой сумму помехи п
1 
(t) от

хаотических отражений и собственных шумов приемника
п 2 (t)

(36.12)
то вследствие независимости случайных процессов мы имеем:

(36. 13)
причем R

n 
('t) можно по-прежнему писагь в виде (36.08), а

R
п
,(t) есть' ,функция, быстро спадающая к нулю при увели

чении 't; если даже причиной n
2
(t) является .чистый"

белый шум, то пря прохождении через линейные цепи _он
приобретает некоторую корреляцию во времеци, но во вся-
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ком случае он не обладает корреляцией между периодами 
повторения. Поэтому 

-

Rn ('с)= Rm(-c) 1· 1 (-с) т при /-cl >2.
(36.14) 

По аналогии с формулой (36.08) можно представить функ
цию Rn (-с) следующим образом 

где фу1-1кция 
т при /1:/< 2

периодически продолжается по закону 

R
P

(-c)= R
P 
(-с -+-kT), k = 1, 2 , ... , 

а функция r(-c) определяется так: 
т 

при /-cl < 2'

(36. 15) 

(36.16) 

(36. l 7) 

f (36.18) 

} 

Из последней формулы видно, что »подмешивание• шуиа 
к хаотическим отражениям формально сказывается в том, 
что увеличивается интенсивность помех R (О)= Rm

(O)+R
п 

(О) 
Р. ' 

и уменьшается междупериодная корреляция, поскольку 
вместо r1 (-c) появляется r (-c)<r,(-c). Поэтому полученные 
ниже результаты по обнаружению пачки сигналов на фоне 
хаотических отражений имеют более общее значение и при
менимы при наличии шумов. 

Заметим, что .чистый" шум можно формально рассмат
ривать как помеху от хаотических отражений, имеющую 
коэффициент корреляции r(-c) = О при /-с/> 2. Однако, сводя
с помощью формулы (36.18) смешацную помеху к одним хао
тическим отражениям, можно при R

т
"-'R

п
, получить резуль-
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таты правильные только качественно, так как функция r(-;) 
не будет уже медленно меняющейся, в частности, для им
пульсных сигналов она может заметно измениться за время 
порядка Т

0
• 

§ 37. ОБНАРУЖЕНИЕ НЕКОГЕРЕНТНОЯ ПАЧКИ СИГНАЛОВ

НА ФОНЕ НОРМАЛЬНЫХ ПОМЕХ 

Этот параграф посвящен оптимальнаму обнаружению 
некогерентной пачки сигналов * на фоне нормальной поме
хи, коррелированной самое большее в пределах периода 
повторения, но не коррелированной от периода к периоду. 
Как было у�казано в предыдущем параграфе, при такой 
постановке задачи мы учитываем лишь собственные шу.мы 
приемника, поскольку хаотические отражения удовлетво
ряют этим условиям толыко в ве,сьма частном случа-е. 

Пусть за время наблюдения мы делаем HL выборок, 
где Н - rчисло выборок в одном периоде повторения (вы
борки одинаковым образом ра,сположены в каждом перио
де), а L - число периодов. 

Будем обозначать выборки ,в одном :периоде индекса
ми g и h 

g, h=1, ... , Н; (37.01) 
выборки из разных периодов-индексами х и 1 

х, 1= 1, ... , L. (37.02) 
Обозначим через т , п и f g-ю выборку полезного сиг-

gх gx gx 

нала, помехи и принятого сигнала в х-м периоде повто;:,е-
ния. При этом мы считаем, что п = о: Функцию корреля-

gх 

ции помехи, коррелированной только в пределах периода 
повторения и некоррелированной от периода к периоду, 
можно записать в виде 

(37.03) 

В данном случае полезный сигнал зависит от L парамет
ров 6

1
, • • •  , 6

L
' причем фазы 6х независимы и равн1мерно рас

пределены по окружности 
1 Р

т
(6

,.
) = 2�, О,,;;;; е .. < 2'11:. (37.04) 

* Заметим еще раз, что под обнаружением некоrерентной пачки 
мы понИ1Маем обнаружение nри применении не�коrерентной п�mики 
11риема (см. § 36). 



Выборку полезного сигнала с индексом h из x-ro периода, 
учитывая периодичность функций eJt) и фJt), можно запи-
сать в виде 

,nhx (flx
) = eh COS [ (ill0 - �) thx - Чih - 6J. (37.05) 

Моменты t
h
•' в которые делаются выборки, равны 

thx=th +(x-l)T, f
h =t1 +(h-l)Лf, (37.06) 

причем в случае прямоугольных импульсов (длительность Т
0

) 

е h ,j= О только при условии 

О< hлt < Т0 , Т0 <'{ Т. (37.07) 

Предположим далее, что 

ст
0 

� 1, ,т> 1, (37.08) 

т. е. мы пренебрегаем изменением фазы вследствие эффекта 
Допплера за длительносrь импульса, в то время как ее 
измею�ние за период повторениiI учитываем*: Тогда не
когерентную пачку одинаковых импульсов можно записать 
в виде 

(37.09) 
где 

&.=6.+(x-l)д&+ill0
(x- l)T, д&=,т. (37.10) 

То же выражецие можно написать и в случае сигналов дру
гой формы, удовлетворяющих условиям (36.06), только 
вместо величины Т0 

в формуле (37.08) будет фигурировать 
время автокорреляции зондирующего сигнала. 

Коэффициент правдоподобия Л (&
1

, • • •  , &
L
) вследствие не-

зависимости фаз отдельных сигналов Ох (или, что то же 
самое, фаз &J согласно формуле (31.18) равен 

1 

! 'f(& ••..•• 11L)-2µ.(& ..... , 11L) 
Л (31 , . . .  ' &L)=--L е(21t) 

(37.11) 

* Заметим, что при отражении импульса от протяженного тела он
растягивается во времени. Растяжением импульса можно пренебречь, 
если размеры тела м.алы по сравнению с сТ0, где с - скорость света. 
Это условие мы будем предполагать выполненным. При рассмотрении 
пачки сигналов неявно предполагается также, что выполняется условие 
v,LT. «. сТ0• Последнее условие по существу означает, что.по,южение 
тела за вре�я .erc;> _наблюдения LT отJ1.осительно радиолокатор-а замет
но не меняет<;�; это_ условие .можеr в1>1nолвяться одновременно с ус.110• 
виями 1(37.08), относящимися к эффекту Допплера. 
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где 

и 

(37.13) 

Величину (37.12) можно представить в виде 

<p({}1,···• {}
L)=�<px (&.)=�Sx cos (Ф,. -&,.),' (37.14) 

где 
" " 

tfx(&x) = L Qghf gx eh COS {Фih -1\Jh -3.) = Sx COS (Фх - {}х), 
g,h 

Хх = $х COS Фх= � Qghf gx eh COS (Фih - Чih ), ' 
g,h t 

Yx =Sx sinФx=L Qghfgxeh sin ((J)ili -ч,h ), I 
g; h 

(37.15)

причем величины �" и Ф" имеют смысл огибающих и фаз 
для, величин rpx(3J, получающихся в результате оптималь
ной обработки данных, принятых за х-й период повто• -
рения. 

Величина 
(37.16) 

как мы видели в § 33, является отношением сигнал/помеха 
на выходе оптимального линейцоrо устройства за один пе
риод повторения. Как было показано выше [ см. формулу 
(33.09)], 1-1х практически не зависит от неизвестной фазы &х, 
поэтому величина (37.13), равная 

L 

11- = 1J\J-x (37.17) 
x=l 

и являющаяся эффективным отношением сигнал/помеха для 
некогерентной пачки из L сигналов, не зависит от фаз 
31, ... ' д,

L • 
231 



Для обнаружения некогерентной пачки существенен ко
эффициент правдоподобия 

2" 2" 1 L 

А = J ···' J А (31, ... '3-L) d31 ... dl}L = е- 2
1'-
П/о (�,J=

О О x=l 

1 L 

= е- 211-

ехр{Е ln /0 (Sx)} · 
x=I 

(37.18) 

В данном случае удобно принимать решение по величине 

а именно 

L 

S= �ln/0
(SJ, 

x=I 

если S;;;;,, S*' то считаем f = т + п,}
если S < S*, то считаем f = п, 

r де s. - порог решения. 

(37.19) 

(37.20) 

Для сигналов сильных(&/�>l) и слабых (�
x
�l) формула 

(37.19) упрощается. Применяя асимптотическую формулу 
е

Х 

!0 (х)� .r-• ln/0
(x)r:::x (при x>I) (37.21)

. r 21tx 

для сильных сигналов, получаем 
L 

S= IJ@x• 
х:,,\ 

Применяя приближенные формулы 

для слабых сиrналоо, получаем 
L 

S=¼ IJ &:. 

x=I 

(37.22) 

(37.24) 

Итак, оптимальный приемник обнаружения некогерент
ной пачки сигналов состоит из линейного оптимального
устройства (фильтра), обрабатывающего каждый период
повторения, нелинейного элемента (детектора) с характери
стикой ln/0 ({§), суммирующего устройства (накопителя) 
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и .решающей схемы. ·Как пока1зывают формулы (37.2,2) и 
(37.24), для сильных сигналов нелинейный элемент сво
дится к «линейному» детектору, для слабых -- к квадра
тичному детектору, 

Сравнивая правило решения для паЧJ�и неког-ерентных 
сигналов с правилом решения для одного сигнала -с неиз
вестной фазой, мы видим, что в первом случае детектор 
долж,ен и,меть характери,стику ln/0 , в то время как во вто
ром случае его характеристика могла быть произвольной. 
Отметим, что превосходство л.и.нейного дете:К1'0ра для пач
ки сильных сигналов и квадратичного - для па'Ч1Ки слабых 
сигналов полностью согласуется с результата.ми, получен
ными в § 18 для одиночного сигнала. 

§ 38. ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРИЕМНИКА, ОБНА,РУЖИВАЮЩЕГО
НЕКОГЕРЕНТНУЮ ПАЧКУ 

Перейдем к вычислению вероятностей F и D для при
емника, осуществляющего обнаруж,ение некогерентной 
пачки. Поаколыку в силу формулы (37.09) все ,сигналы 
пачки имеют одинаковую интенсивность, то выражение 
(37.17) прини.мает ВИ1д 

11=Lp, где p=!J- 1
= , .. =\J-

c.
, (38.01) 

Введем величину � по формуле 
L L 

& 1 =�св:= �(х:+У:). (38.02) 
,r.::I x=I 

и будем прицимаrь решение по �. что в силу соотношеция 
(37.24) дает оптимальные результаты для слабых сигналов. 
При отсутствии сигнала плотность вероятности величины � 
равна 

При наличии пачки из L некогерентных 
вероятности равна 

- Lp 1;2 

1;2L-le 2 - 2р / L-1(VLC) 
PmL (�) =

pL(V LC)L-1

(38.03) 

сигналов плотность 
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где / L-I (Х) есть модифицированная функция Бесселя с ин
дексом L - 1, при малых значениях своего аргумента х при
ближенно равная 

(f у-! 
/L-1 (Х)= (L-I)(' (38.05) 

Выведем формулу (38.04). Для этого прежде всего от
метим, что при L = I формула (38.04) принимает вид 

p•+g2 
g ---

Pm/d5)= ? 
е 2

Р /0(Ф), (38.06) 

т. е. совпадает_ с распределением Райса (33.41 ). Поэтому 
при L = l формула (38.04) справедлива. Будем теперь счи
тать, что формула (38.04) доказана для некоторого L и до
кажем ее для L + l. Обозначив аргумент функции Рт . L+I 

~ 

временно через Ф, будем иметь 

(38.07) 

Случайные величины d5 2 [она определяется формулой 
(38.02)] и Ф�+l' очевидно, независимы, поэтому функция 
Рт , L+/&5) вычисляется по формуле 

Рт , L+I(i)di = JJ PmL(Ф)Pm1((!; L +l)dd5dd5L+I= 

1t 

2 

= idi s PmL (� cos �) Рт � (& sin �) d�, (38.08) 

где введены полярные координаты по формулам 
~ 

& =& cos �, &L+i = & sin �, d& d&L+I = &d&d�, (38.09) 

причем мы интегрируем по � в пределах от О до i по той 

причине, что величины & и &L+i в формулах (38.09) не при-
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нимают отрицательных значений. В явном виде формула 
(38.08) такова: 

(38.10) 
Согласно второму определенному интегралу Санина (см. Ват
сон, ,, Теория бесселевых функций", стр. 410) мы имеем: 

" 

2 � 1 \" / - L 1..-1 J 1..-1(V L(!; cos �) /0 
((!; sin �) cos � sin � d� =

L 2 о 

11..(VI+l8) 
.!::.g • 

(L + 1) 2 

(38.11) 

поэтому формула (38. l О) дает 

81..+1 _ <L+I>p-+82 1 r.,(YT+1c)
Рт , L+1(G3) = --т+Т е 2Р · ..!::. , (38.12)

р 
(L + 1) 2 

что и требовалось доказать. Если ввести величину z=
Y

8
p, 

то распределение (38.04) можно также записать в виде
(ер. сноску на стр. 206) 

Lp+z• 
Рт1.. (z)= z�-1 е - -

2
-11..-1(✓ Lpz). (38.13) 

(Lp)_2_ 

Если линейная внутрипериодная обработка принятых дан
ных не является оптимальной, то формула (38.13) остается 
справедливой, но z и р определяются формулами (33.44), 
где согласно формуле (33.23) а2 есть интенсивность помех 
на выходе квадратурных фильтров, осушествляющих обра-
ботку за каждый период повторения, а f = V х� + у� - по
л�зный сигнал на выходе этих фильтров [см. формулы 
(33.32)]. Доказательство этого утверждения легко провести 
методом полной индукции, отправляясь от формул (33.41) 
или (33.45) и повторяя выкладки этого параграфа. 
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Таким образом, применение неоптимальных линейны)t 
фильтров в при�мнике эквивалентно уменьшению параметра 
р-эффективного отношения сигнал/помеха за каждый пе
риод повторения, т. е. увеличению уровня помех. Этот па
раметр становится меньше своего оптимального значения, 
определяемого формулами (37.16) и (38.01 ), но закон рас
пределения случайной величины z при этом не меняется. 

Если в формуле (38.13) положить р=О и воспользоваться 
выражением (38.05), то мы получим плотность вероятности 
величины z при отсутствии полезного ·сигнала 

z• 
· (z) - z2L-I 

е- 2 (38 14) PoL - 2L-1 (L -1)1 
. 

Это распределение соответствует распределению х. 2 (хн-квад
рат). Вводя величину 

получаем для нее шютность вероятности
zL-1 

Por (Z)= (L-l)e-z. 
Для интегралов 

оо z• оо 

z е z=-- е 
1 

J 
2r-1 -тd 1 

) zi-1 -zdz
2L-1(L - 1)1 (L-1)1 

z. z. 

(38.15) 

(38.16) 

(38.17) 
имеются подробные таблицы. Переходя от переменной z 
к величине 8, мы получаем формулу (38.03) 

Вероятность ложной тревоги и правильного обнаруже
ния можно вычислить по формулам 

и 

00 

F = s PoL (В)d{б= 2L(L � 1)1
с" 

оо z• 

S Z
2r.-,e-тdz с,,. 
• 

' z. = 

УР 

(38.18) 

QQr 
e-r: oos -f

D = . Pmi(B) d& = � z
L

e J L-I (V Lpz) dz, (38.19) 
8

,. (Lp) 
2 z" 

где В* есть пороговое значение величины в. При неопти
мальной внутрипериодной обработке нужно положить . 8 z* = .....!. в соответствии со сказанным выше. 

а 
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Вычисление F при заданном z* (или Z*) легко произ
водить по таблицам распределения z2 , составленным Е. Е. 
Слуцким и - для весьма малых F- Пейчерсом (J. Pacl1a
res). Однако вычисление вероятности правильного обна
ружения по формуле (38.19) является весьма трудоемким, 
поскольку соответствующие интегралы при L > 1 не табу
лированы. Поэтому вероятность правильного обнаружения 
приходится рассчитывать с по;-.шщью приближенных фор
ыу л. Так, например, в интеграле (38.19) функцию I 

L-I 

можно заменить степенным рядом, первый член которого
приведен в формуле (38.05), и произвести почленное инте
грирование; однако получаемое при этом выражение прак
тически пригодно лишь для вычисления малых D (точнее, 
при D"-'F). При больших D можно воспользоватьсн асимп
тотической формулой 

е
Х 

JL-1 (Х)= ;- ' 
} 2itX 

благодаря которой формула (38.04) принимает вид 
1 х• 

1 ( 
Х ) L- 2 - 2 fi -

РтL(сб) =-
v

21tp l + у; 
е , Х= V р- V !)о 

или 

где 

У' 1 --
РтL(сб)=,12 е 2

• r 7tp 

(38.20) 

(38.21) 

(38.22) 

(38.23) 

1 причем для вычисления членов порядка -, обозначенных
в формуле (38.23) многоточием, необходимо уточнить асим
птотическую формулу (38.20). Окончательно мы получаем
асимптотическое выражение для вероятности правильного
обнаружения пачки сигналов 

! OO

J 

- у2• 

D =,,- е dy, r 21t (38.24) 
У• 

где 

(38.25) 



При L = 1 это выражение переходит в формулу Бунимо
вича (см. конец § 33). 

В дальнейшем мы сведем интеграл (38.19) к интегралу 
вида (38.24) иным путем, а именно считая величину (!52 

нормальной, что при L-+ оо во всяко:vr случае справедливо 
в силу предельной теоремы теории вероятностей. 

Найдем среднее-значение и дисперсию величицы (38.02). 
Для этого вычислим интеграл 

оо - Lp оо [;2 &2k= s &2k PmL ст d(б = е 
L
-� i вL+2k е - 2р I L-1( VL&)d&.

о L 2 pL о
(38.26) 

Пользуясь первым экспоненциальным интегралом Вебера 
в обобщенной форме (см. Ватсон, стр. 430) 

мы получаем выражение 

где 

л 2k - Г (L + k) (2
p)k F (- k· L; - L

2
p )''rэ - Г (L) i i ' 

+ -k(-k+1)(-k+2) �+-·. 
L(L + l)(L + 2) 3! 

(38.27) 

(38.28) 

(38.29) 

есть вырождецный гипергеометрический ряд, в котором
отличны от нуля только k + 1 первых членов. Отсюда ца
ходим 
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так что среднее зцачение и дисперсия случайной величины 
g2 z2 

Z=2p
=2 (38.31) 

оказываются равными 

Z=L(i++)· Z 2 -(l) 2 =L(l+p) (38.32) 

и при р = О имеем 
z = L, Z2 

- (Z)2 
= L, (38. 33) 

так что среднее значение и дисперсия величины 2 Z соот
ветствуют распределению х.2

• 

Считая случайную величину Z нормальной, можно на
писать следующее приближенное выражение для вероят
ности правильного обнаружения 

l ooJ -f
D=,r- е dy, Ь 

, 2it 

Z*-L(r+f)
У L (1 + р) 

(38.34) 
ь 

Вероятность ложцой тревоги в зависимости от величины 

можно рассчитать с по-
g2 

нормированного порога Z 
111 
= 2;

мощью фор1мулы (38.1'7) 
и таблиц ра,спределения 
1.2 - На рис. 32 показана 
зависимость нормирован
ного 1порога Z * от . ве
•роят,ности ложной трево
ги ,F для различных L.

Вероятность [I1ра-виль
,ного обнаружения можно 
расс,читать по �прибли
женным формулам (38.24) 
и (3,8.34). При этом точ
ность формулы (38.24) 
будет уху�шаться с ро
•стом L, а точность фор
мулы (38.34)-улучшать- ·ID

ся. Это вид�но из т,ого, что 
асимптот.иче,с.кое выраже
ние (38.20), ис,пользован
ное 111ри ВЫIВоде формулы 

l·t.'8 IJO

·8

Рис. 32. Зависимость порога от ве
роятности ложной тревоги при раз
личном числе сигналов в некогерент-

ной пачке. 
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(38.24), имеет поправочные члены, возрастающие при ув·е
личении L, а нормальное распределение должно при L➔ oo 
л.авать в.се большую точность в силу предельной rеоремы 
теории вероятностей. На рис. 33-36 показаны характери
с11ики 'обнаружения некогерентной пачки сиrналов, по
строенные по обеим формулам. Ввиду появл,ения дополни
тельного параметра L мы строим характеристики, о"ГКла
дывая по о-си абсцисс L, а по оси ординат - отношение 
сиГ1нал/помеха р за один период повторения (для нижних 
кривых) ил.и отношение сигнал/помеха µ=Lp для всей 
пачки (верхние кривые). Вероятности F и D постоянны 
для каждой кривой, при L = 1 верхние и нижние кривые пе
ре-секаются, поскольку тогда µ = р. 

На рис. 33,а-36,а .в увеличенном масштабе изображе
на зависимость µ от L при фиксированных F и D. Сплош
ные кривые соответствуют формуле (38.34), пунктирные-
формул.е (38.24). l(ак правило, сплошные и пунктирные 
кривые либо очень близки на всем протяжении, либо 
сближаются в некотором интервале значений L. l(ривые 
на рис. 33,б-36,б, которые мы считаем наиболее точными, 
получены интерпо.11яцией пунктирных и сплошных кривых 
на рис . .З3,а-36а, причем при меньших значениях L пред
.почтение отдавалось •пунктирным, а при больших значениях 
L - сплошным кривым. Примерная точность результирую
щих кривых (рис. 33,б- 36,б) составляет 0,5 дб. 

Верхние кривые на рис. 33,6-36,б позволяют оценить, 
нас.колько нужно увеличивать полную энергию пачки, что
бы добиться заданных вероятностей F и D при увеличении 
числа сигналов в пачке (уровень помех ,предполагается по
стоянным). Соответствующее приращение tПолной энергии 
можно назвать потерями на некогерентность при «дробле
нии» сигнала. Если пачка когерентна, то такие потери от
су11ствуют, и характеристики обнаружения пачки однознач
но определяются ее полной энергией*. 

Если JtЛЯ грубой ор1:{ентиро1Зки положить, что величина 
(§2 .при наличии одного шума также подчиняется нормаль
ному закону, то вероятность ложной тревоги может быть 
вычислена по формуле 

(38.35) 

а 

"' Как уже отмечалось, когерентность или некогерентность пачК'I! 
означает, в сущност.и, когерентность или нек·оrерентность ее обработкя 
(см. стр. 225 и сноску на стр. 229). 
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Мы видим, что при условии р � 1, когда V L ( 1 + р ):::::: vr, 
можно во,спользоваться характеристиками простого обна
ружения, считая 1эффективное отношение сигнал/помеха 
равным 

Lpa 2 

,L -(b-a) 2 ---L 
Гэф- - 4 -4L (38.36) 

[ер. формулу (31.36) и конец § 351 Формуда (38.36) пока
зывает, чrо накопление после квадратичного детектора при 
малых отношениях сигнал/помеха на входе детектора 
дает ·отношение сигнал/помеха на выходе, пропорциональ
ное числу периодов повторения пол,езного еигнала и квад

рату отношения сигнал/помеха на входе детектора. 
В этом проявляет�ся уже изве,ст.ное нам (ер. § 18 и 33) 
подавление ,слабого· ,сигнала •сильной помехой при детек
тировании (или Э'К·вивалентной ему обработ.ке), необходи
мом для ,сигнала ,с неизвестной начальной фазой. 

Из формулы (38.36) ,следуют приближенные соотно
шения 

(38.37) 

определяющие накл,он кривых на рис. 33-36 при боль
ших L и малых р. Наобо,рот, при больших р 111араметр µ 
(при фиксированных F и D) слабо зависит от L, и потери 
на некогерентное дробление сигнала малы. По мере уве
личения L эти потери ра1стут, причем формулы (38.37) со
ответствуют наиболее быстрому росту потерь. 

Необходимо иметь в виду, что замена законов распре
деления (318.03) и (38.04) нормальными законами дает 
(при данном достаточно большом значении L) удовлетвори
тельные результаты лишь для «центральной» части кри
вой распр:едел.ения, но не для ее .«крыльев». Поскольку 
вычИJсление малых F и D (а также F и D, близких к еди
нице) связано с использованием именно «крыльев» ,кривой 
распределения, это вычисление необходимо производить, 
используя точные функции (38.03) и (38.04), а, на:пример, 
приближенное соотношение (38.36) справедливо лишь для 
не очень .малых F и D. 

В заключение отметим, что, хотя оптимальным детек
тором для сильных сигналов является линейный детектор, 
а для слабых__,квадратичный, характеристика детектора на 
самом деле существенного значения не имеет. В статье 
Ю. В. Поляка и В. С. Кельзона показано, что линейный 

24i 



детектор приводит к характеристикам обнаружения, от
личающимся от характеристик квадратичного детектора
при заданных L, F и D - менее чем на 1 дб (по отноше
нию сигнал/помеха). 

§ 39. ОБНАРУЖЕНИЕ КОГЕРЕНТНОЙ ПАЧКИ НА ФОНЕ
НОРМАЛЬНЫХ КОРРЕЛИРОВАННЫХ ПОМЕХ 

Рассмотрим оптимальный приемник, осуществляющий 
простое и сложное обнаружение когерентной пачки сигна
лов на фоне хаотических отражений и собственных шумов 
приемника. Смещение частоты сигнала, отраженного от 
цели, бу,ц,ем сч,итать изв,естным, а начальную фазу несущей 
в случае простого обнаружения - известной, а в случае 
сложного обнаружения- неизвестной. 

При когерентной пачке зондирующих сигналов помеха, 
состоящая из хаотических отражений и собственных шу
мов приемника, коррелированна как в пределах одного 
периода повторения, так и от периода к периоду [см. фор
мулы (36.08) и (36.15)). Имея в виду формулу (36.08) и 
замечания в конце § 36, можно написать 

(39.01) 

Матрица, обратная матрице Rgh,xл' имеет элементы Qghqxл ' 
r де Qgh 

и qхл суть элемецты матриц, обратных матрицам
IJ Rgh 11 и /J rxл 11 соответственно. Действительно, из соотно
шений 

(39.02) 

(39.03) 
а 

мы получаем 

� L Rgj r xaQjhqa'л = I; Rg8jh L 'хЛал = ogh
0

x),• (39.04)
j а j а 

· 

Выбо_;жу полезного сигнала в момент t
h
'л из л-rо пе

риода можно представить в_ виде 
тh'л = eh cos [(ш0 - �) th'л - 'fh - О]. (39.05) 

В силу формул (36.07), (37.07) и (37.08) можно написать 
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rде 
(39.07) 

В случае простого обнаружения коэффициент правдо
подобия А определяется выражением (31.18), rде теперь 
величина ер равна 

-�)) = L ах LAgfgx+ L Ьх L Bgf gx· 
х g " g 

(39.08) 

В последней формуле мы ввели следующие обозначения: 
коэффициенты A

g 
и В g равны 

A
g 

= L Qgheh cos (ш0
t
h - 'fh

), Bg = L Qgheh sin (ш/h - r.j;h), 
h h 

(39.09) 
а коэффициенты ах и Ьх опJ_:Jеделяются по формулам 

Величину ер можно представить так: 

r де величины 

хх = L Ag f gx = L Qghf g;eh cos (шih - q,h), 
g g ,h 

Ух = L Bg f gx = L Qghf gxe
h sin (шih - q,h

) 
g g,h 

(39.1 О) 

(39.11) 

} (39.12) 

можно интерпретировать как сигналы на выходе двух ли
нейных фильтров, оптимальным образом обрабатывающих 
данные, принятые за х-й период повторения. Эти фильтры 
были рассмотрены ранее в первой части книrи (ер. также 
§ 33).

Обработка за все L периодов повторения производится
по формуле (39.11), rде коэффициенты а. и Ьх опреде
ляются по формулам (39.1 О). 
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Величина \J. в выражении для коэффициента правдопо
добия может быть представлена в виде 

\J. = L qx). I: Qghegeh cos (00 (t
ll 

- ·j, g -8-.) cos (<o/h -фh - 3,._)= 
х ,л g,h 

, + � qхл � Qghe�eh COS [ш0 (fg - th ) - (фg - фh) - (&х - 3л)], х,л g,h 

(39.13) 
где мы пренебрегли суммой, содержащей cos (ш0 

(tg + th
)

- (фg + фh
)-(3,. + 3,._)], что обычно вполне допустимо 

из-за ее малой величины (малость обусловлена тем, что 
слагаемые в этой сумме быстро осциллируют). Иначе 
можно написать 

\J. =р I qx" cos (&х - 3,.
). (39.14) 

х,). 

где величина 

в случае одного периода повторения (L= 1) равна µ. Со
гласно § 33, р есть отношение сигнал/помеха за каждый 
период повторения при оптимальной обработке инфор1ма
ции за этот период. 

Оптимальный приемник простого обнаружения коге
рентной пачки работает по правилу, аналогичному (31.19). 
Нетрудно видеть, что характеристики обнаружения L ко
герентных сигналов в этом случае совпадают с характери
стиками простого обнаружения одного сигнала с •парамет
ром µ, определяемым формулой (39.14). 

При неизвестной начальной rфазе па•жи 6 для нахожде
ния оптимального способа обработки необходимо ра·ссмат
ривать коэффициент правдоподобия 

2" 1 

А= s А (O)dO=e-2 1

\(cS),
о 

поскольку величину ip можно представить так 
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х.л -х..л 

(39.16) 



=COS 6 � qiл [X"COS (1-1) д3+ Ух sin (1-1) д3) + 
� 

+ sin 6 � q,.,_ [- х" sin (1- 1) д3 + у" cos (1- 1) д&] (39.17)

или 
'Х,.л. 

. -

qi = � cos (Ф -6), 

где величины � и Ф определяются формулами 

(39.18) 

х,л 
(39.19) 

� cos Ф= � Q"x [х" cos (1- 1) д3+ y" sin (1 - 1) дlt],
} 

& sin Ф= L q,.,_ [-х" sin (1-1) д&+у"соs (1 :_ 1) д&]. 
х,л 

Оптимальное решение, очевидно, ,в этом случае можно 
принимать по правилу (33.13). Характеристики обнаруже
ния те же, что и ,для одного сигнала с неиз-вестной фа
зой, есл:и пара.метр µ определить формулой (39.14). 

Для дальнейшего -важна величина �. входящая в фор
мулу (39.16). Ее квадрат м·ожет быть представлен в виде 

где 

�• = � [а"ал cos (х -1) Д{) + �х�л cos (х -1) д&-
х,л 

a,. =Lq,.).x,. . �,. =Lq,.,.y).. л л 
(39.21) 

Анализ этих соотношений мы произведем в следующем 
параграфе. 

§ 40. ОПТИМАЛЬНОЕ ОБНАРУЖЕНИЕ КОГЕРЕНТНОR ПАЧКИ

ПРИ РАЗЛИЧНЫХ СКОРОСТЯХ ЦЕЛИ 

Полученный выше коэффициецт правдоподобия Л за
висит от приращения фазы д&=СТ, обусловленного дви
жением цели, т. е. от произведения смещения частоты на 
период повторения. В зависимости от значения этой фазы 
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мы получаем различные способы обработки принятого 
сигнала. Если приращение фазы рав_но 

д& = о, ± 21t, ± 41t, ... , ( 40.0 1) 
то скорость цели часто называют .слепой". Для такой
скорости 

&
2 ={LaJ+{L �J={� QxлxJ+(l: QxлY>J. (40.02) 

х. х. х,Л х.,Л 

Если приращение фазы равно 
д& =--1- 7t, -t- 31-, ± 57t', •.. 

то 
&2 = [� (- l)"+1a,J+ [L (- l)"+1 �J=

1t 1t 

(40.03) 

Рассмотрим подробнее формулы (40.02) и (40.04) для 
случая, когда междупериодный коэффициент корреляции 
равен r('с)=е-и 1 � 1, так что элементы матрицы /1 rхл 11 имеют
вид 

· -и \ х-л \ Т I х-л 1 ( -ит
) 'хл = е =r r=e . ( 40.05) 

Обратная матрица 11 qx"11 будет равна [ер. формулу (35.20 ) 
и следующие за нею] 

1 ...::..., О О О 

-r 1+r2 
-r 

О -r 1+r2 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

1+ r2 
-r 

-r 

(40.06) 

Согласно выражениям (39.21) имеем 
Xt - rX2 - ГХt + (1 + Г2 ) Х2 - ГХз (40.07) а.1 = 1 _ r2 , а.2 = 1 _ ,2 , • · • 

и аналогично для величин �х· 
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Исследуем также величину !1-, являющуюся отношением: 
сигнал/помеха на выходе оптимального приемника при из
вестных параметрах сигнала. Действительно, результирую
щий сигнал на выходе оптимального приемника может 
быть представлен в виде ( С;)- § 31) 

- - (;}2 
<p=11+v, <р=11, '1

2 =11, т=11• 
'1 

( 40.08) 

Согласно формуле (39.14) величина 11 зависит от д& (но не 
от fJ). Если коэффициент корреляции определяется фор
мулой (40.05), то по формуле (39.14) получаем 

L (1 - 2r cos Д{} + r2) - 2r (r - cos Д{}) 
11 = Р 1-,2 

Для слепых скоростей [см. фо;,мулу (40.01)] 
( 40. 02) равна 

причем 

[ L-1 

У1 +(i -r) �/х + Ут,

+ 1 +r 

L (1 - г)+ 2r 
f!- = P I+r . 

Рассмотрим два предельных случая: 

( 40.09) 

величина 

( 40.1 О) 

( 40.11 ), 

а) Если хаотические отражения отсутствуют и сигнал 
выделяется только на фоне «белых» шумов, то r=O и 

х х 

( 40.12) 

т. е. оптимальный приемник должен производить когерент
ное накопление по двум квадратурным каналам и образо
вывать огибающую & соответствующих сумм. Оптималь
ный приемник также может быть получен соединением 
согласованного фильтра и детектора огибающей (ер. § 20 
и 33). Отношение ,сигнал/помеха µ на выходе будет 
равно 

( 40.13) 

т. е. прямо пропорционально числу сигналов в пачке. 
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б) Если помеха в основном опреде.'lяется хаотическими 
отражениями и за .время наблюдения ее можно считать 
постоянной, то r� 1 и 

(40.14) 

В данном случае оптимальный приемник должен суммиро
вать лишь результаты оптимальной обработки входного 
сигнала за первый и последний периоды повторения по 
каждому квадратурному каналу. При этом отношение 
сигнал/помеха будет равно 

f1=p, ( 40.15) 

т. е. для сильно коррелированных помех и слепых скоро
стей когерентное сложение не ,приводит к улучшению на
блюдаемости сигнала. Это объясняется тем, что помеха 
увеличивается в тююй же степени, как и сигнал. 

Для фаз, определяемых формулой (40.0.З), коэффи
циент правдоподобия Л является функцией величины 

(40.16) 

причем 

Рассмотрим опять два предельных случая. 
а)_ Для помехи типа белого шума (r=O) имеем 

(52 =[1: (- l)x+l xJ+[�(-l)x+l yJ; (40.18) 
х х 

т. е. получаем когерентное накопление с учетом чередова
ния фаз полезного сиг.нала. При этом эффективное отно
шение сигнал/помеха для пачки равно 

f1= Lp. (40.19) 
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б) Для хаотических отражений, у которых r � 1, по
лучаем 

а при L=3 

(40.22) 

Таким образом, оптимальный приемник должен образо
вывать разности: первую разность при L=2, в-горую при 
L = 3, более сложную комбинацию разностей при больших 
значениях L. Мы пришли, сл�довательно, к известному 
способу подавления помех от хаотических отражений -
череспериодному вычитанию. Отношение сигнал/помеха µ 
в этом предельно.м случае _равно 

2(L-1) 

11-= р 1 -r , (40.23) 

так что 11---+оо при r--+1, т. е. вычитания освобождают при
емник от хаотических отражений тем лучше, чем ближе 
к единице между�периодный коэффициент корреляции r. На
блюдаемость сигнала резко возрастает при r-+ 1. 

Промежуточные значения Л-& при большом числе перио
дов повторения исследовать довольно трудно. Для двух 
периодов э·то можно сделать сравнительно просто. Следую
щий параграф мы и посвятим этому вопросу. 

_ § 41. ОБНАРУЖЕНИЕ КОГЕРЕНТНОЙ ПАЧКИ СИГНАЛОВ 

ЗА ДВА ПЕРИОДА ПОВТОРЕНИЯ ПРИ ИЗВЕСТНОМ 

И НЕИЗВЕСТНОМ СМЕЩЕНИИ ЧАСТОТЫ 

Прямая и обратные корреляционные матрицы fl r,,_..,_ 11 и 
11 q,,_..,_ 11 для двух периодов повторения (L = 2), очевидно,

-r

11 · (41.01)
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Из формулы (39.16) мы при L=2 получаем следую
щую общую формулу для коэффициента правдоподобия 
за два периода повторения 

(41.02) 
где величина & равна 

&2 = (1 � r")2 [( 1 - 2r cos Дf} + r2)(x; + х� +у;+ у�)+

+ 2 (cos д& - 2r+ r2 cos д&) (х1х2 + У1У2)-
- 2sin д& ( 1 -- r2) (х2у1 -Х1У2)] = 

(I � r2)2 {[х1 - r (х1 cos д& + у1 sin д&)-r х2 + Х2 cos д& + 

+У2 sinд&]2+ [у1 - r (у1 cos д&-х1 sin дlt)-ry2+y2 cos Д[}-
- x2sin М]2}. (41.03) 

Как уже было показано выше, при д& = О, -+- 2ir, 
-+- 41t, ... мы получаем формулу 

&2
=(1:r)2 [(х1+х2) 2 +(У1+У2) 2], (41.04)

соответствующую череспериодному сложению и дающую 
для пачки отношение сигнал/помеха, равное 

2р 5 t.L= Т+r. (41.О ) 

При д& = :::!.-: 1t, -+- 3п-, -+- 5ir,. . . мы получаем выра
жение 

(41.06) 

соответствующее череспериодному вычитанию, причем 
2р 

\J- = 1 _ r . ( 41. 07)

При некоррелированной помехе (r � О) и произвольной 
разности фаз д& формула (41.03) принимает вид 

&2 

= х� + х; +у�+ у�+ 2cos д& (Х1Х2 + У1У2) -

- 2 sin д& (Х2У1 - Х1У2) = / Х1 + iy 1 + (xi + iy�) е-iд& l 2, 
(41.08)
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так что оптимальный приемник должен производить коге
рентное накопление сигналов с учетом разности фаз д&, 
причем отношение сигнал/помеха для пачки равно 

р, = 2р. ( 41.09) 

Если, наоборот, помеха является сильно коррелирован
ной (r:::::: 1 ), а приращение фазы д& произвольно (но не 
равно О, -+- 21t, ... ; т. е. скорость не является .слепой"), 
то общая формула (41.03) принимает вид 

т 2 (1 - cos М) 
[( )2 

+ ( )2] С9 = (1 _ 2')2 Х1 - Х2 У1 - Уз · 

(41.10) 

Мы опять пришли к вычитанию, причем отношение 
сигнал/помеха !1 равно 

1- cos ЛD
!1 = 

р-"7"1-,-- (41.11) 

На рис. 37 показан вид оптимального приемника, обна
ружения на фоне сильно коррелированной помехи. Прием
ник должен производить следующие операции: оптималь-

fl 

f(t} 
Лорос 

/j 

Рис. 37. Схема оптимального приемника при сильно 
коррелированНЬJХ помехах. 

ную обработку принятой функции f (t) за каждый период 
повторения по форму лам (39.12) с помощью квадратурных 
фильтров А и В; оптимальную междупериодную обра-
ботку - вычитание в обоих квадратурных каналах и обра
зование огибающей V( х1 - х2)

2 

+ (у 1 - у2)2 , ее квадрата 
или любой другой монотонно возрастающей функции этой 
величины; принятие решения. 

При L=3, 4... оптимальные приемники становятся 
более сложными: математические операции, которые в этом 
случае FJеобходимо производить над входным сигналом, 
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зависят (даже при r ;-л--+ 1) от ДI}, от степени близости 
различных коэффициентов rхл к единице и т. д. Осуще
ствление такого приемника связано не только с усложне
нием схемы, но и с необходимостью иметь более полную 
информацию о сигнале и помехе в каждом конкретном 
случае. 

Весьма часто смещение частоты отраженного полезного 
сигнала неизвестно. В этом случае для нахождения опти
мального приемника обнаружения нужно дополнительно 
усреднить (!Проинтегрировать) коэффициент правдоподо
бия по неизвестному смещению частоты (или фазы) по
лезного сигнала, вызванному эффектом Допплера. 

Для пачки, состоящей из двух когерентных сигналов, 
это усреднение удобнее произвести в несколько ином 
порядке, а именно по фазе каждого сигнала. Запишем 
выборки полезного сигнала в виде 

(41.12) 

где фазы 

мы считаем равномерно распределенными в пределах 
окружности. Коэффициент правдоподобия 

1 
1 'Р (i>,, &,) - 2 µ (&,, &,) 

А (&1, &2) = (2т.)2 е (41.14) 

определяется ве.тщчинами ер (3· 1 , &2) 
гласно формулам (39.14) и (39.11) 
следующим образом: 

и 11-(&1 , &2), кото�ые со
выразятся через &1 

и &2 

1 
- -у 11-(&1 , f} ) = __ Р_+ pr (cos 1\ cos 62 + s!n D 1 s!n 1} 2) 

1 , 1. - r 1 - r
2 ' 

(41.15) 

(41.16) 
Очевидно, что после интегрирования по &1 

и &2 коэффи
циецт правдоподобия (при r::::; 1) будет зависеть только от 
величины 

(41.17) 
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характеризующей принятый сигнал. Действителыю, интег
рируя выражение ( 41.14) по &

1 
и & 2, получаем 

р 00 

Л=е- 1-,• \1 е-ik(Ф,-Ф,>/ (-p_r) / (�)/ (�) 
1.J 

k \ _ ,2 k I _ ,2 k I _ ,2 , 

k=-oo 

(41.18)
где

j31cosФ1= x1 -rx2, d52cosФ2
= x2-rx 1 ' } (41_19)

@1 sin Ф1 = У1 -ry2, &5 2 sin Ф2 = У 2 - 'У1 · 
Формула (41.18) выводится следующим образом: интег

рирование по &2 дает 
211: р 

. 

1 r _ 1 - t l _ r + (x,-rx,) cos &,+{y,-r у,) sln &, 
(211)2 JЛ({)-1, &2)d&2-211 

е /0(Z),

(41.20)
где 

Z=1 
1 ,2 ✓(prcos& 1 +x2 -rx 1)

2 +(prsin &1-y2 +ry1) 2=

(41.21)

Применяя теорему сложения для бесселевых: функций (ер.
Ватсон, стр. 392) 

00 

/ (Z)= \1 e ik <ft,+Ф•)J (-Р'-) / (-с-) (41.22)
о /,,,J k 1 _ ,2 k I _ ,2 

k=-oo 

и используя соотношение
2>t 

/ (�)=-1- 1 eik (ft,+Ф,J+C, cos (&,+Ф,) d& 
k 1 - ,2 211 } 1' 

о 

(41.23)

мы и получаем ряд (41.18) после юпеrрирования по &
1 • 

Для сильно коррелированной помехи (r :::=; 1) имеем:

$ 1
=$2=$, Ф2 -Ф1 =jt, е-i�(Ф,-'-Ф,J=(-1)\ (41.�4)

так что интересующий нас коэффициент правдоподобия
равен 

00 

Л=е -f'о �(-l}"/
k (11-0)/� (1 С ,2 ), ·(41.25)

k�-oo 
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(41.26) 

а Ф определяется формулой ( 41.17). 
Таким образом, при '""''1 -оптимальный приемник обна

ружения сигналов с неизвестной допплеровской частотой 
должен иметь такой же вид ( см. рис. 37), как и при из
вестной, но произвольной разности фаз Лit, отличной от 
значений ( 40.01). Этот результат· физически почти очеви
ден, поскольку «слепые» скорости, для которых такая 
схема не применима, имеют малый статистический вес и 
при усреднении по Лit выпадают. 

§ 42. ВЕРОЯТНОСТИ F и D ПРИ ЧЕРЕСПЕРИОДНОМ 

ВЫЧИТАНИИ 

Найдем вероятности ложной тревоги F и правильного 
обнаружения D для ,приемника, образующего величину 

(42.01) 
и принимающего решения ,по правилу (�* - некоторый 
порог) 

если Ф ;;;,. ds., то считаем f = т + п,

если J5 < J5., то считаем f = п.

j (42.02) 

Выше мы показали, что такой приемник является опти
мальным для сильно коррелированных помех (r :::=; 1) и лю
бых смещений частот, а при д& · ±п-, --+-3п-, ... -для про
извольной корреляции помех. 

Если в фо?муле (39.12) разложить f 
g.,_ на сумму m

g
,_+n

gx • 
то величины х

.,_ 
и у.,_ представляются так: 

r де 

я 

Х.,_=Хт.,_+хпх ' Ух=У
т

,+ У
п
-.' (42.03} 

у -'\:'Вт тх - LJ g gx 
( 42.04) 

g 

х =�А п
nx 1... g gx' 

(42.05) 
g 

Из формул (39.06), (39.09) и (39.12) следует, что 
хтх = р cos &.,_ , У

тх 
= - р sin &

,_
. (42.06) 



Случайные величины х
п
, и Уп

" являются нормальными, при

чем 
х = -у =0 х у О пх пх ' пх пл= ' 

} (42.07) 

r де х. и 1 принимают значения 1 и 2. 
При отсутствии полезного сигнала величина S равна

&5=J/"�2 +т/, �=Хп1 -Хп2 • "1j=Уп1 -Уп2· (42.08)

В силу формул (42.07) случайцые величины е и 'il имеют
следующие моменты: 

( 42.09) 

и являются нормальными. Поэтому для огибающей Ф по
лучается распределение Релея 

(42.10) 

[ер. формулу (33.27)] и вероятность ложной тревоги равна 
z2 

00 - *

F= s p0 ((!;)dlf;=e z,
е. 

При наличии полезного сигнала будем иметь: 

&= ✓ �
2 

+ "/j
2

, 

(42.11) 

� = р (COS ff 1 - COS &2 )+ Xnl - Хп2 = р' sin {t + Xnl - Х
п2, 1

71 = Р (s-in &1 -sin &2) + Уп 1 - Уп2
= Р' cos & + Уп1 -Уп2• 

( 42.12) 
где мы ввели обозначения 

1 2 .• д& 
р = рsшт

и 

17*

(42.13) 

( 42.14) 

259 



Из соотношений (42.12) видно, что при наличии полез
ного сигнала с фиксированным сдвигом фаз д& величина {f;
имеет распределение Райса (33.41), в котором надо счи
тать 

Поэтому

Обозначая

где

(р')Чl'2 

(П)- l' -4p(l-r)Г( p'l' ) 
Рт С9 - 2р (1 - r) е O 2р (! - r) ·

1 - cos д:1} 
11= Р 1 _ r 2110 

(1 - cos Д{}),

(42.15)

(42.16)

(42.17)

можно цаписать распределение для огибающей [§ при на
личии на входе сигнала и помехи в виде 

, е 2 

р ({!;)=' {; е-2
µ

- 4p(l-r) J ( J/;(; ) (42.18)т 2p(I -r) о V2p(l -r) 
. 

Тогда вероятность правильног9 обнаружения при фиксиро
ванном сдвиге фаз Д{} будет равна 

оо с:о µ+z' 

D(Л&)= I Pт (ll>) df!>=) ze --2-10 (✓;z)dz,
е. z. 

( 42.19)

Величина 11, определяемая формулой (42.16), есть отно
шение сигнал/помеха на выходе вычитающего устройства 
при фиксированном Д{}_ Действительно, формулы ( 42.08) и 
(42.12) дают 
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( 42.20)

� =Х - Х .,, =У -у 2 Еп2 ='У>
п

2 =2p(l -r).п nl п2' ·1п nl п ' ·1 , 

em =p'sin&, "flm
= p'cos&,

-2· 2 1 
ет = "1Jт =2(р')2 =р2 (1 -cos д&),



� 2 r де усреднение е
т
= "lm производится по фазе 3. Поэтому 

отношение сигнал/помеха (по мощности) действительно
равно 

е;, р (! - cosд&J 
1-1

= 

е� 
1-r (42.21) 

Полная вероятность правильного обнаружения (при лю
бых допплеровских сд�зиrах фазы) получается, если усред
нить функцию D(д&) по д&. Считап для простоты все зна
чения д& равнове;юятными, получим 

211: " 

D= ;
11 

)D(д&)dд&= + jD(д&)dд&. 
о о 

( 42.22) 

Величина D зависит (кроме порога &., связанцоrо с веро
ятностью ложной тревоги F) от параметра 1-10, определяе
мого форму лай ( 42.17), который является отношением 
сигнал/помеха на выходе вычитающего устройства при 
произвольном д3. Действительно, при произвольном bl} 
фазы 3

1 
и &2 статистически независимы; так что, пользуясь 

обозначениями формулы (4�.20), мы получим 
2 �т = р2 (cos 31 - cos &2)2 = р2,

7J: = р2 (sin &
1 -sin & 2 

)
2 =р1 , 

и отношение сигнал/помеха в д3нном случае равно 
2 

�т 
Р-о = =-

е2 
п 

р 

2(1-r)· 

(42.23) 

( 42.24) 

На рис. 38 сплошные кривые дают зависимость D (д3J
от 11, где 1-1 определяется формулой (42.16). Эти кривые
не отличаются от кривьiх оптимального обнаружения оди 
ночного сигнала с неизвестной высокочастотной фазой на 
фоне нормальных помех, только по оси абсцисс теперь от
кладывается эффективное отношение сигнал/помеха на вы
ходе вычитающего устройства. Заметим, что при заданных 
д& и r нетрудно вычислить по формуле 

1-r 

P=t-11-cos д8 ( 42.25) 
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соответствующее отношение сигнал/помеха за один период

повторения (но после оптимальной внутрипериоднои обра

ботки). 
На рис. 39 изображена зазисимость полной вероятности D

(при произвольном д&) от 1-1
0

; мы видим, что при увеличе

нии 1:1-0 
вероятность правильного обнаружения стремится

к единице весьма медленно (гораздо медленнее, чем, на

пример, на рис. 38). Это объяснr1.ется тем, что даже при

весьма больших 1-10 (скажем, при 1-10 
= 20 дб) обнаружение

целей со скоростями, близкими к слепым скоростям, не

D 
f,0.-----..--....,...,����-------�

-�;::-.;;,. 

!О 20 

.,,,- --- --::::--
------ --1 .,,. ,,, F=fO 

,,,. / ю-J 

зо 

Рис. 38. Сравнение двухканальной ( спдошные 
кризые) и одноканальной (пунктир) схем черес

периодного вычитания при известном Д!}. 

достоверно. Инте,ресно,
1 

что при cos Д{), =т' т. е.

Л&=-+- ___:___ - 3 '  
+ 21t -+- � и т и ее _ - З , д., м м: 

- р

!-1- 2(1-r) !-10,

и масштабы на рис. 38 и 39 совпадэ.ют.
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Мы •рас-смотрели выше оптимальный радиолокацион
ный приемник при наличии хаотических отражений и соб
ственных шумов. Полезно сравнить полученные на.ми тео
ретические результаты с более ,простыми схемами, в ча
стности с одноканальной когерентной компенсацией 
хаотических отражений. Расс-мотрим прежде всего обра
ботку принятого сигнала за один tпериод. 

!) 
l,Or----�-------�----r, 

-f=fO"' 

ш-з

0,41--�/,___-Н---f-f---+----+-------i 
I 

/О 20 зо 

Рис. 39. Сравнение двухканальной (сплошная 
кривая) и одноканальной (пунктир) схем черес

периодного вычитания при неизвестном дl). 

В оптимальной системе ,по сравне•нию с 1коге.рентной 
частотная характеристика определяется формулой (33.15), 
а частотная характеристика когерентного приемника обыч
но .ииеет форму, близкую к прямоугольной. .Выигрыш 
в отношеН:ии сигнал/помеха в оптимальной системе по 
сравнению с прямоугольной был рассмотрен в § 21. Этот 
выигрыш можно получить неопределенно большим, при
меняя фильтр У,рковица с достаточно широкой полосой 
частот, однако при этом большую роль начинают играть 
собственные шумы приемника. Соотношение метду мощ
ностью собственных шумов приемника и -мощностью хао-
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тических отражений определяют целесообразную ширину 
полосы филь-гра Урковица. Необходимо также напо,мнить, 
что если произведение ширины полосы пропускания на 
длительность импулыса Т0 удовлетворяет условию 
дш То� 4, то фильтр Урковица и прямоугольный фильтр 
дают на выходе при.мерно одинаковые отношения сиг
нал/помеха (с:м. рис. 25). 

Если обработка принятых данных в каждом периоде 
повторения производится неоптимальным образ-ом, то эrо 
приводит к уменьшенному значению р, но не препятст:вует 
использованию теории оптимального приемника в отноше
нии междупериодной обрабо11ки сигналов. Если когерент
ный метод компенсации хаотических отражений применяет
ся в упрощенном, «одноканальном» варианте, т. е. исполь
зует только величину 

( 42.27) 

по которой и выносится решение о наличии или отсут
ствии цели, то в этом случае используегст1 не вся возмож
ны информация. Так, наприме?, при д& � 1t и начальной 
ф ll 1t • 

б азе v = 2 полезныи сигнал не на людается, поскольку

он должен был появиться в отсутствующем канале � =
=У1 -У2· 

Найдем ·вероятность ложной тревоги F 1 и правильного 
обнаружения D 1 в одноканальном когерентном приемнике, 
работающем по пра·вилу 

есщr j � 1 ;;;,: С то считаем f = т + п,
} ( 42.28) если 1 � 1 < е., то считаем f = п,

где е. - порог решения. 
При отсутствии полезного сигнала распределение вели

чины е определяется формулой 

J 4p(l-r) 
Ро (е) = у 41tp (1 - r) е 

( 42.29) 

и вероятность ложной тревоги F 
1 

равна 
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Z=-::-;===;= • J/2p(I - r)

( 42.30) 



При наличии сигнала с неизвестным фазовым сдвигоМ' 
Л& распределение е определяется формулой 

211: 

Рт (z, Л&)=2�JР
т (z, Л&, &)d&= 

о 

l 
2

111: 

_ (Z - J/µ COS /t)2 

=-- е 2 

-V2тс 
о 

d&, 

Z= 
е 

У 2р (1 - r)' 

� (42.31)

так что вероятность правильного обнаружения D� (Л&) при 
известном Л& равна 

211: оо (Z - Vµcos lt)• 

D1 (Л&)=--¾=- 1 d& 1 е - 2 dz= 
(2.с )2 0 Z• 

11: 00 

=2- Гd&-1 r 
" J у' 2тс J о Z•-Vµ cos о 

а полная вероятность правильного о5наружения 
11: 

D1
= -½-jD 1

(Л&)dM. 
u 

( 42.32) 

(42.33) 

На рис. 38 пунктирными линиями изображена зависи
мость D

1 (д&) от параметра fJ-, который по-прежнему опреде
ляется формулой ( 42.16). Мы видим, что при ,одноканаль
ной" компенсаuии вероятность D1 (Л&) значительно меньше 
вероятносги, соответствующей компенсации в двух квадра
турных каналах. В частности, при fJ- "-' 15 дб мы имеем 
D(Л&)"-'2D

1
(Л&), а при больших fL функция D

1 (д&) чрезвы
чайно медленно стремится к единице. Это объясняется 
тем, что имеются по.':езные сигналы со .слепыми" фазами 
(&=О, -+- 2тс, ... ), котооые при одноканальной обработке 
полностью пропадэ.ют. Полезные сигналы, для которых & 
близко к этим значениям, наблюдаются с трудом и обус
ловливают медленность стремления D1 (Л&) к единице при 
fJ---+ оо. То же самое мы видим и на рис. 39, где сопо-
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ставляют,ся ха ра�кт,еристики двух·каналь-ноrо ( оптимально!)О) 
и одноканальноrо обна,ружения при неизвестном ,сдвиге ча
стоты. Заметим, что ввиду трудностей вычисления по фор
мулам ( 42.32) и ( 42.33) характеристики одноканальноrо 
прием1Iика, изображенные на ри-с. 38 и 39, раосчитаны до
-вольно грубо и ·поэтому не претендуют .на 1большую точ
ность. 

В заключение отме11им, что одноканальные коrер,ентные 
радиолокационные приемники, осуществляющие компенса
цию хаотических отражений, обычно содержат дополни
тельные нелинейные элементы, ввиду чего полученные 
выше теоретические результаты следует применять к ним 
с некоторой осторожностью. 



ГЛАВА VII 

РАДИОЛОКАЦИОННОЕ ОБНАРУЖЕНИЕ 

«МЕРЦАЮЩЕЙ ЦЕЛИ» 

§ 43. ФЛЮКТУАЦИИ ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА

Один из интересных вопросов статистической теории 
приема - это вопрос о радиолокационном обнаружении 
«мерцающей цели», т. е. об обнаружении полезного сигна
ла со случайной ампли1'удой и фааой или �пачки такис1е 
сигналов. Этот вопрос возникает в связи с тем, что объек
ты, отражающие радиолокационные сигналы, имеют обыч
но сложную форму, и при небольших изменениях их ориен
тации полезный сигнал на входе приемника флюктуирует. 
Сигнал, отраженный от сложного объекта, формируется 
в результате наложения полей от многих «светящихся то
чек», более или менее случайно расположенных по отно
шению к радиолокатору*, поэтому флюктуации сигнала 
происходят ,по нормальному закону, �параметры которого 
определяются отражающим объектом, характером его 
движения и зондирующим сигналом. 

Предположение о нормальных флюктуациях полезного 
сигнала является вполне естественным и обычно принима
ется при расчетах, хотя в ряде случаев оно справедливо 
лишь качественно. Сочетание теоретичес•ких результатов, 
относящихся к сигналам с фиксированной амплитудой и 
фазой и к нормально флюктуирующим сигналам, дает до
статочно полное теоретическое представление о проблеме 
радиолокационного обнаружения в целом. 

Согласно классификации гл. V, обнаружение флюктуи
рующих сигналов является сложным обнаружением, :ю
скольку имеются неизвестные случайные параметры -
амплитуда и фаза каждого сигнала пачки. Ниже мы рас-

* Поняти-е «светЯ11Цей,ся точки> ,разъяснено в приложении V.
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смоtрим оt1тимальный nрием�tик, обнаружива10щий мер• 
цающую цель по когерентной или некогерентной пачке при 
наличии коррелированных помех. 

Представим процесс на входе приемного устройства 
в •виде 

f (t)=m(t)+n(t), ( 43.01) 

где полезный сигнал т (t) ял;rется пачкой L сигналов 
m,(t)=G,e,(t)cos[w/-<fi,(t)-&.], x=l, .. . ,L, (43.02) 

а п (t)- помеха, являющаяся нормальным (гауссовым) слу
чайным процессом. Как и в гл. VI, заданные функции 
е, (t) и о/, (t) суть огибающая и дополнительная фаза, о:1ре• 
деляемые х-м излучаемым сигналом и расстоянием до цели, 
ro

0 
- несущая частота, G, и &, - случайная амплитуда (оги-

бающая) и фаза х,-го сигнала принимаемой пачки. Мы счи
таем, что для каждого сигнала G, и &, постоянны, но при 
переходе к следующему сигналу пачки они, вообще го
воря, меняются из-за движения цели. Предполагая опять, 
что радиолокатор излучает последовательность одинаковых 
сигналов, повторяющихся через промежуток времени Т 
(период повторения), и идеализируя свойства антенн (ер. 
стр. 224), мы можем написать 

e,(t)=e(t-(x- l)T), o/,(t)=t(t-(x- l)T), (43.03) 

и поэтому, переходя от непрерывного времени t к диск?ет
ным значениям функций в моменты 

fgx = f 1 + (g - 1) Лt + ( У. - 1 ) Т = f g + ( Х - 1 ) Т, 1
t

g 
=t

1 
+(g- 1) лt, (43.04) 

g= 1, .. . ,Н, х= 1, ... ,L,

мы будем иметь 

e,(t
g
J=e(t

g
)==e

g
, t,(t

g
,)=ЧJ(t

g
)=o/

g
, (43.05) 

так что значения полезного сигиала ·в момент t
g
, будут 

равны 
(4'3.06) 

[ер. формулу (37.09)]. Не ограничи·вая общности, можно 
считать 

(43.07) 
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Случайную фазу х-го сигнала в когерентной пачке можнu
представить в виде 

( 43.08)

где первое слагаемое обусловлено равномерным движе
нием цели в пространстве, а второе- ее мерцанием. 

Рассмотрим статистические свойства мерцаний, т. е.
случайных величин G

x 
и &х или величин 

Ux =Gx cosyx , Vx =Gx sinyx, ( 43.09) 

связанных с ними. Предполагая, что ме;:�ц,э.ние цели пред
ставляет собой стационарный случайный процесс, мы можем
ввести коэффициенты корреляции (ер. § 60) 

(1) (1) -- --

} 
Гхл =Глх =U/l,. = VxV,, 

(2) (2) 
- --

'хл = - 'лх = uxv, = - U1Px• 

(43.10)

зависящие только от разности x-.l и удовлетворяющие
соотношениям 

(43.11)

Первое из этих соотношений вытекает из формулы ( 43.07),
а второе-непосредственно очевидно. Вводя комплексные
случайные величины 

-i,x * + 
G 

;,х 
w = и - iv = G е w = и iv = е 

х. х х х ' х. х х. х. ' ( 43.12)

будем иметь

(43.13)

причем комплексные числа ,: образуют эрмитову матри
цу. Обозначая через q";,_ · элементы обратной матрицы,
можно записать распределение ве;юятностей величин wx
и wx в виде (ер. § 59)

p(w 1 , w;, ... , wu w�) =
1 

(4r.)r. D�t 11 r� 11 ехр{-+ � q��wxw:} ·
· х, л=l 

(43.14)
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Помеху п (t) мы считали в предыдущей главе стацио
нарным случайным процессом, имеющим моменты 

n
g
,=0, n

fi
,nы,=R

gh
r,,.; g, h=l, ... ,H; ')(, л=l, ... ,L, 

(43.15) 

где R
gh = RP 

(1 g - h / Лt) есть внутрипериодная функция 
корреляции, а r,,. = r (1 х - л \ Т) - междупериодный коэф
фициент корреляции. 

При исследовании обнаружения .мерцающей цели" по 
когерентной пачке сигналов формулу (43.15) нельзя счи
тать достаточно общей. Действительно, согласно форму
лам ( 43.1 О) и ( 43.13) мерцание цели характеризуется двумя 
коэффициентами корреляции r�� и r��J или одним комп
лексным коэффициентом ,·:, а в· формуле ( 43.15) статистиче
ские свойства помехи характеризуются только одним ве
щественным коэффициентом r,,.. Между тем с физической 
точки зрения очевидно, что помеха, обусловленная хаоти
ческими отражениями от многих рассеивающих центров, 
должна испытывать междупериодные флюктуации такого 
же характера, как и сигнал, отраженный от мерцающей 
цели. 

Поэтому для когерентной пачки мы будем в данной 
главе использовать более общее выражение 

(43.16) 

выведенное в конце § 69. Здесь 11 R
gh 

11 и 11 rJj-комплекс
ные (эрмитовы) матрицы, соответствующие внутрипериод
ной и междупериодной корреляциям, а дlj; - приращение 
фазы, соответствующее движению рассеивающих центров 
.в целом". 

Для некогерентной пачки, как легко видеть, формулы 
( 43.15) и ( 43.16) становятся эквивалентными-, поскольку 
для нее можно положить 

r,,.=0 при ')(=/=л, r
x
,_=l, (43.17) 

т. е. считать, что помеха междупериодной корреляцией 
не обладзет. При этом R

g
h в формуле ( 43.15) означает то 

же, что Re R
gh 

в формуле (43.16). 
Для собственных шумов приемника междупериодная 

корреляция всегда отсутствует, а для помехи, образован-
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ной. хаотически,ми отражениями, корреляция исчезает 
вследствие неза"Висим,ости фаз передаваемых сигналов 
(ер. гл. VI). Однако помеха, обусловленная хаотическими 
отражениями, при некоrерентных сигналах теряет с-вой 
нормальный характер; исключение ,составляет «быстро ме
няющаяся» помеха ( с•м. конец § 67). Поэтому �пр.и .иссле
до1вании обнаружения не,�огерентной пачки мы я,мее.м 
в виду, главным образом, помехи типа собственных шумов 
приемника. 

Как мы увищим ниже, оптимальная междупериодная 
обработка для некогерентной ,пачки становится более 
однообразной и менее эффективной, чем в случае когерент
ной пачки ·сигналов. 

§ 44. КОЭФФИЦИЕНТ ПРАВДОПОДОБИЯ

ДЛЯ НЕКОГЕРЕНТНОй ПАЧКИ 

Пачку из L некогерентных сигналов, приходящих в при
емник от .мерцающей цели", можно представить в виде 
(43.02), однако в отличие от когерентной пачки, для кото
рой справедлива формула (43.08), фазы 3

1
, • • • ,

1,&L незави-
симы, поскольку излучаемые сигналы имеют случайные 
фазы, которые при приеме не используются, т. е. счита
ются неизвестными. Что же касается аплитуд Gx, то они 
в общем случае статистически связаны друг с другом. 
Если их нормирозать по формуле (43.07), то одномерная 
функция распределения равна 

а2 
х 

p(GJ=Gxe-2 (44.01) 

а двухмерная функция распределения определяется фор
мулой (60.19). 

Коэффициент - правдоподобия, определяющий функцио
нирование оптимального приемника обнаружения, полу
qается в результате интегрирования функции 

1 
. <p-21'-

Л (G1,•··• GL; &1 ,···• D
L)=pm (G1,···• GL ; &1,···, &L)e 

(44.02) 
по всем возможным значениям Gx и &,. . Здесь 

1 Pm (G1,•·•,GL; &1,·•·, &
L}= 

(2т;)LPm (G1,·",GL) (44.03}
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есть плотность вероятности случайных величин G" и &., а 
в силу формулы (43.17) имеем: 

ер= �G" � Qgigxeh COS (0>ih - фh -3J,
" g, h 

!)- = L!G:� Qgh
e

g
e

h COS [0>0 (tg - /h)-(фg -ljlh

)
]= (44.04) 

х g, h 

где Qgh 
- элементы матрицы, обратной II R

g
h /1, _ а 

р = + �Qgh
e

g
e

h cos [ш0 (tg - th)-(IJig -;--Чlh )J 
q, h 

(44.05) 

есть эффективное отношение сигнал/помеха за один пе
риод повторения (при а.= 1 ), введенное в § 38. 

Интегрирование функции (44.02) по всем фазам 3-", 
являющимся независимыми случайными величинами, приво
дит к коэффициенту правдоподобия 

1 L 

А (G 1 , • • •  , Gr)= Рт (G 1 , • • •  ,GL) е -2 "П /0 (G/J.), (44.06) 

где величины 

&.= V х:+ у:. 

Х" = � Qghf gxe
h COS ( Фih - 'fh), 

g,h 

Ух =� Qghf gxe
h SiП (Ф//1 - o/h) 

g,h 

быди введены выше в формулах (37 .15). 

1 
(44

.

0

7
) 

) 

Дальнейшее усреднение по- G" при L = 1 дает 

( 44.08) 
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Этот результат мь1 уже имели·в § 34 [см. формулу (34.16)].
При L 

= 
2 в силу формулы (60. l 9) мы получаем интеграл 

00 

А= 1 
1 

P2S JGP2ex�-} Х

Х (Р+ 1 
1
:pz) (G� +а�) }10 (G1S1) /o(G2fl>2)/o ( f��22) dG1dG2,

( 44.09) 
где 

(44.10) 

Дважды применив формулу для второго экспоненциаль
ного интеграла Вебера (см. Ватсон, стр. 433), мы получим 
из формулы (44.09) выражение 

А= Q ехр {}r [l + р (l - p2)HSi + S�)}/0 (pQS 1S2 ), (44. l l) 

где 
�11 

Q = l + 2р + р2 (1- р2). 
(44.12) 

Рассмотрение пачки из трех и более сигналов при про
извольном законе мерцания наталкивается на серьезные 
трудности. Поэтому при L-;;,,, 3 мы ограничимся исследовани
ем предельных случаев, соответствующих независимым 
(или быстрым) и полностью коорелированным (медленным 
или одинаковым) мерцаниям. Для независимых мерцаний 
все Gx являются независимыми случайными величинами, 
и формулы (44.06) и (44.08) дают 

А---- ех --1 ( 1 Е 2} 
- (1 +P)L р 2 (l+p) х 

S,,. . (44.13) 

Наоборот, для полностью коррелированных мерцаний все Gx 
равны, и 

00 

А= .f o ехр{- ( 1 +/p)G
2

}�/0 (GS,,.) dG.

Если воспользоваться приближенным выражением 

( 44.14) 

(44.15) 
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пригодным при малых значениях аргумента х, то интеграл
( 44.14) вычисляется, и 

1 Л = 1 . (44.16)
1 + Lp- 2 }_] Ф�

х 

Формула ( 44.13) показывает, что оптимальный �прием
ник, обнаруживающий быстро мерцающую uель, должен
образовывать величину (3 по формуле

L 

Ф 2 = lJ Ф� = � (х� + у: ), 
X.=J х. 

( 44.17) 

т. е. производить оптимальную внутрипериодную обработ
ку входного сигнала (ер. § 33 и 38) и затем - накопление
после квадратичного детектора. Если мерцания происходят
более медленно, то коэффициент правдоподобия, как вид
но из формул (44.11) и (44.16) , выражается через величи
ну ( 44.17) при малых Ф

х
, т. е. 1при малых значениях пара

метра ( 44.05) . Тот же результат получается при отсут
ствии мерцаний, когда сигналы в пачке имеют фиксиро
ванную амплитуду (ер. § 37). При малых р потребность
в оптимальной обработке многих периодов повторения 
наиболее велика, поскольку тогда по данным одного пе
риода к достоверным решениям ,придти нельзя: по этой
причине мы будем исследовать приемник, образующий
величину ( 44.17). 

Из формул (44.11) и (44.14) следует, что при интен
сивных и сильно коррелированных сигналах оптимальное
накопление должно производчться после линейного детек
тора. Действительно, при р;;::; 1 и QФ 1 Ф 2 ?> 1 формула
( 44.13) П)Ш!ИМает вид

А =V 21tj1g2 

ехр{� (Ф 1 +Ф 2 )
2

}, (44.18)

причем предэкспоненциальный множитель на значение А 
влияет слабо. Заменяя в ин._теrрале (44.14) функции /0 

(GФ
х

)
асимптотическим выражением (37 .21 ), подобным же образом
приход.им к заключению, что коэффициент А в основном
определяется величиной

(44.19)
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u il получаемои в результате накопления после линеиного де-
тектора или, иначе говоря, линейного суммирования. 

В следующем параграфе мы вычислим вероятности F
и D для приемника, образующего величину ( 44.17), т. е.
производящего квадратичное суммирование и принимаю
щего решение по схеме 

если (?;;:;;,, (?;*' то считаем f = т + п,
}

если а<&*' то считаем t = п, 

где (?;* - порог.

(44.20)

§ 45. ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРИЕМНИКА, ПРОИЗВОДЯЩЕГО

КВАДРАТИЧНОЕ СУММИРОВАНИЕ 

Если полезный сигнал отсутствует, то нормальные
случайные величины х. и У. сводятся к величинам х11• 

и
у 11., опреде,л;�емым формулами ( 42. 05 ). Поскольку помеха
не обладает междупериодной коррел;щией, все 2L нор
мальных величин х11• 

и у11• 
независимы, причем их момен

ты равны 

х у О х2 == у2 

= р nx =.= nx == ' /ZX nx ' х= 1, . . . ,L. (45.01)

8 Величина z =--= имеет распределение х. 2 с 2L степен,1-
J/ р 

ми свободы (ер. § 38), а именно
z• Z2L-1 

PoL (z) = -2L�--1-(L
--

I)
-
! е 2 ' 

и вероятность ложной тревоги равна

оо оо z2 

F = PoL (z) dz = L I 
z е z,5 1 · 5 2L-1 -тd 

2 - (L- !)!
z* z. 

(45.02)

(45.03)

При наличии полезного сигнала следует в фо?муле
( 45. О l) заменить р нэ. р ( l + р ), как это видно из выраже
ний (34.28) и (34.29). Дл,1 некоррелирозанных (быстрых)
ме.рцаний, когда все G� независимы, формула (45.02) также 
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IJ /; применима, если заменить z= V p на z= J'p(l+p)' и ве-
роятность правильного обнаружения равна 

(45.04) 

Для полносгью коррелированных (медленных) мерцаний 
вс� G" в пачке равны, так что мы имеем пачку сигналов 
с одинаковой амплитудой G. При фиксированном G вели-
чина z = ;;. имеет функцию распределения 

р 
Lpa•+z• 

pL(G,z)-:- z\_ 1 e--2
.-/L-I (J/LpGz), (45.05)

(LpG2)2 

получаемую из формулы (38.13) заменой р на pG2 [ер. фор
мулы (32.03) и (44.04)]. Искомая функция распределения 
величины z равна (см. Ватсон, стр. 431) 

оо а• 

PmL (z)= i Ge-2 pL (G,z)'dG=
о 

z• 

Эту функцию можно представить так: 

(45.06) 

(45.07) 

и вь1числп:ть с помощью таблиц распоеделения х2
• Экви

валентность формул (45.06) и (45.07) нетрудно доказать 
повго;}Ным интегрированием по частям. 
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Вероятность правильного обнаружения получается пу
тем интегрирования по частям· в виде 

00 
D=J P

mL
(z)dz

z2 

е - 2(1-Lp) 1 v;; z. -� 
+--,-,,---• -,-,с--- 5 2L-з 2 dz

qL-1 2L-2 (L-2)! Z е 
о 

( 45.08) 

При L = l формулы (45.03) и (45.04) приводят к выра
жениям 

( 45.09) 

выведенным нами уже в § 34. При L;;;;. 2 квадратичное 
накопление сигналов от быстрой и медленно мерцающей 
цели приводит к различным вероятностям правильного 
обнаружения. 

Длi! пачки из двух сигналов (L = 2) можно вычислить 
D при любом значении коэффициента ( 44. l О), т. е. при 
любой корреляции мерцаний. Действительно, функция рас
пределения величин &

1 
и {6

2 
согласно формуле (60.22) 

равна 

где 

) 8 18 2 { 8f+ 8� } р(&1,С62 =p2(1+p)2(l-r") exp -2p(l+p)(l-r2) Х

I ( r818 2 ) 
Х о р (l + р) (! _ r•) , 

r = ____J_J!.__ 
1 +Р

(45. l О) 

( 45.11) 

есть коэффициенг коррелщии смеси сигнала и помехи. 
Фо_?мулэ. (45.10) обоснозываетсi! следующим образом. 

Для пачки из двух когерентных сигналов имеют место со
отношения 

) (45. 12) 
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вытекающие из комплексных формул (47.17), выведею1ых
ниже, причем 

(45.13)

и Л& есть приращение фазы, обусловленное движением це
ли. Очевидно, что для когерентной пачки Х 1, х2 , У1 и У2
являются нормальными случайными величинами, поэтому
обозначая 

х = 1, соsФ, у=& sinФ., Х С9х Х Х Х h 
( 45.14)

можно воспользоваться формулой (60.16), которая в данном
случае принимает вид 

Р (Х1, У1, Х2,У2) =
1 { 8f+8i-2rS16'2 cos (Ф2-Ф1+e+дO)}

(2т.)2 (1 - r2) 
ехр - 2 (1 - r2) 

(45.15)
Если теперь счигать все возможные значения Л& равнове
роягными и проинтегрировать по Л&, а затем по л.обой
из фаз Фх, го мы и придем к формуле (45.10). С д1угой 
стороны, пачка из двух когерентных сигналов при произ
вольном значении Л& в формуле (43.08) является по су
ществу некогерентной пачкой, откуда и вытекает приме
нимость формулы (45.10) в данном случае. 

Функциi! распределения величины & для двух сигналов
равна 

,с 

2 

р (65) = I р (& cos �. & sin �) d� - (45.16)

[ер. формулу (38.08)]. Подставляя в эту формулу выраже
ние ( 45.1 О) для функции р (& 1 , 63 2 ) = р (& cos �. & sin �). по-

8 лучим для величины z = Ур плотность вероятности 

p(z) 
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которая с помощью первого определенного интеграла
Сонина (Ватсон, стр. 406) приводится к виду 

z { z 2 } rz2 

p(z) = ,(l+p)exp -2(1 +Р) sh2(l+p)(I-,2). (45.18) 

Вероятность правильного обнаружения равна

D= f p(z) dz= ехр {
-2(1 + P��l _ ,2)} [ 

ch 2 (l + :;�1 _ ,2)+ 
z. 

I r z; ] 
+, sh 2(1 + p)(l-r2) .• 

При r=p=O эта фоi)мула дает выражение

D=exp { 2 (/�р)} (1 + 2 /t
p)
], 

согласующееся с формулой (45.04) при L= 2.
р= 1, получим 

D = ;Р [ (1 + 2р) ехр { 2 (lz� р) }- ехр { -1 } ] , 
что совпадает с фоi)мулой (45.08) при L= 2.

(45.19) 

(45.20) 

Полагая

(45.21) 

Заметим, что аналогичные формулы получаются, ecJiи
накопление импульсов производить после квадратичного
детектора при �произвольной линейной обработке ·входного
сигнала, в то время как выше мы предполагали линейную
обработку оптимальной. Неоптимальность линейной обра
ботки лишь уменьшает параметр р - отношение сигнал/по
меха за период повторения, но не преmя'Гствует рассмот
рению дальнейших преобразований смеси сигнала и поме
хи, КО'Горые происходят rак же, как и ,после оптимальной
линейной обработки, но с другим (уменьшенным) значе
нием р (-cip. § 38 и 42). 

На рис. 40 дана · зависимость L - числа сигналов
в пачке - от параметра р при заданной вероятности лож
ной тре·воги F-= 10- 10 и вероятностях правильного обнару
жения D =0,5 и D =0,9. Оплошные линии на рис. 40,а со
ответствуют быстрым (независимым) мерцаниям цели, на
рис. 40,6- медленным (одинаковым) мерцаниям. Пункти
ром на рис. 40,а и 40,6 нанесены кривые ,для це·ли, даю
щей пачку сигналов с постоянной (нефлюктуирующей) 
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амплитудой; эtи кривые одина�овы для обоих рисунк6в -
они позволяют судить, насколько приходи'Гся увеличивать 
энергию каждого сигнала, чтобы обеспечить обнаружение 
мерцающей цели при тех же L, F и D. 

Мы видим, что для быстрых флюктуаций необходимое 
прирсj.щение не.велико, причем при росте L и уменьшении D
это приращение· падает. Действительно, 1nри больших L 
появление серии сигналов с малой энергией мало вероят
но и согласно закону больших чисел энергия пачки будет 
испытывать тем меньшие случайные колебания о·коло 
:редней величины, чем больше 1L. Всл;и же L не�вели1ко 
(скажем, L<5), то ·вступает в силу обстоятельство, уже 
отмеченное ранее (см. 1§ 32 и 34), в силу которого уверен
ное обнаружение (D � 0,5) флюктуирующего полезного 
сигнала требует тем большего приращения р, чем ближе 
требуе�мая вероятность D к единице. 

При сравнении пачки постоянных сигналов с пачкой 
флюктуи�ующих сигналов нужно иметь� в виду, что для
одного флюктуирующего сигнала согласно формулам (44.04) 
и ( 43. 07) мы имеем: 

( 45.22) 

в то время как для постоянного сигнала \1 = р. Поэтому, 
чтобы достичь сближения кривых при L -+ оо, по оси 
абсцисс на рис. 40,а откладывается параметр 

р
'
= 

р
1 для 

флюктуирующих сигналов
.} 

(45.23)
р' 

= 2 р для постоянных сигналов, 

п,ричем для единообразия то же сделано и на рис. 40,6, 
41,а и 41,6. 

Рис. 40,6 показывает, что обнаружение медленно мер
цающей цели по пачке из L сигналов с вероятностью 
D;:;,,0,5 требует, как и обнаружение одиночного флюктуирую
щего сигнала, определенного увеличения р' по сравнению 
с постоянной целью (§ 34). Требуемое приращение р' в
децибелах почти не зависит от L и резко возрастает при 
стремлении D к единице. 

На рис. 41 дана зависимость вероятности правильного 
обнаружения D от р' для пачки из дзух сигналов с раз
личными коэффициентами корреляции р при F = 10- 10 и 
F= 10- 5

• Мы видим, что при больших р' вероятность 
правильного обнаружения зависит от коэффициента корре-
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ляции р, в то время как при р' < 10 дб эта зависимосrь 
практически отсутствует. Заметим также, что предполо
жения о некоррелированных (р = О) и полностью короели
рованных (р = 1) мерцаниях позволяют установить границы, 
в которых заключены интересующие нас характеристики 
приемника при промежуточных значениях р. 

Рис. 40 и 41 заимствованы нами из статьи М. Шварца, 
чем и объясняется их "fiестандартная• форма. Следует 
отметить, что в литературе под отношением сигнал/поме
ха часто понимают параметр р', определяемый формулами 
( 45.23). 

§ 46. РАЗЛИЧНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ В ЗАДАЧАХ

ОБ ОБНАРУЖЕНИИ НЕКОГЕРЕНТНОй ПАЧКИ

На основании формул, полученных в предыдущих 
параграфах, можно произвести ряд расчетов, относящихся 
к некогерентным радиолокаторам. Наиболее простые ре
зультаты при этом получаются, если рассматривать обна
ружение быстро мерцающей цели по величине 

z--=-=- -- х 
z

2 с2 1 Е 2 1 Е 2 2 

- 2 , 2р 2р {Jx - 2р ( х + Ух ),
х х 

(46.01) 

величина 2Z как при наличии, так и при отсутствии сигнала 
имеет распределение х2 с 2L степенями свободы. 

Напомним, что L есть число периодов повторения -
число импульсов или �ругих сигналов, по которым мы 
должны обнаружить цель. .Ясно, что •при увеличении L

распределение величины Z должно стремиться к нормаль
ному в силу центральной предельной теоремы теории ве
роятностей. Если воспользоваться нормальным распреде
лением при конечных значениях L как некоторой аппрок
симацией, допустимость которой затем проверяется более 
точным вычислением, то получаются, как правило, весьма 
простые соотношения, позволяющие легко разобраться 
в существе дела. 

В качестве примера мы ра·семотрим следующий вопрос: 
какое число L зондирующих сигналов являете.я оптималь
ным для обнаружения быстро мерцающей цели, при фик
сированной суммарной (полной) энергии всех еигналав? 
Иначе говоря, на какое число периодов повторения L наи� 
более выгодно распределить заданную энергию, чтобы 
наилучшим образом обнаружить цель? 
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Поскольку парамЕ:тр р пропорционален энергии полез
ного сигнала за один период повторения, полная энергия 
пачки пропорциональна величине 

fJ-=Lp, (46.02) 
которая по условию задачи фиксирована, так как уровень 
помех постоянен. Задана также вероятность ложной тре
воги F, и надо найти значение L, пrи котором вероятность 
правильного обнаружения D максимальна. 

Поскольку D есть, очевидно, монотонно возрастающая 
функция \J', можно поставить задачу несколько иначе: за
дать F и D и искать L, при котором необходимое значе
ние fJ- минимально. 

Нормальная аппроксимация распределения ( 45. 02) опре
деляется первым и вто;JЫМ моментами случайной вели
чины Z. При отсутствии сигнала имеем: 

Z=L, Z 2 -(Z)2 =L, (46.03) 
причем первое соотношение вытекает из формул ( 45.01 ), а 
второе-из тождеств 

-2 -2 "Тz з ,) ) 
Х, Хл Ух Ул � 

(П?И х=j=л., 
х2 

у
2 = Р2 х4 =у4 = 3Р 2 

х л ' х х ' 

(46.04) 

являющихся, в сущности, частными случаями формулы 
(35.30). Они дают 

Z2 =L(L+ 1), (46.05) 

откуда и получаегся вторая формула (46.03). 
отсутствие полезных сигналоз распределение Z

1 { (Z-L) 2 } 
Ро (Z) = J/211L ехр - 2L

так что вероятность ложной тревоги равна 

а 

а 

Поэтому в 
равно 

(46.06) 

(46.07) 

При наличии полезного сигнала в формулах (46.04) 
нужно заменить р на р (1 + р), так что формулы (46.03) 
принимают вид 

( 46.08) 
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и вместо функции распределения ( 46.06) мы получаем 

(z) 1 
J

[Z - L (l + r,)] 2 t 46 0 Рт 
= ]{2тсL(1 + р) ехр 1 2L (1 + р)2 / • ( • 9) 

Вероятность правильного обнаружения будет равна 

оо s• 

D=-=- е ds,
1 

\ 
-т 

У2тс (46.10) 

При заданных F и D пределы а и Ь также заданы, одна� 
ко в силу формулы ( 46.02) между ними существует сле
дующая связь 

откуда 
а-Ь 11= 

Ь 1 , 
-+-L �- L 

(46.ll) 

(46.12) 

что и дает нам зависимость 11 от F, D и L., Минимум !1 
достигается при 

д(Ь 1) Ь l
aL . L + vr - L2 + 2L•1• - о,

(46.13) 
т. е. при 

VL=-2b. ( 46.14) 
Мы видим, что экстремум достигается лишь при Ь < О,

1 т. е. при D > 2 , что мы и будем предполагать в даль-
нейшем. Соответствующее значение L, равное 

L=4b2 , (46.15) 
как легко проверить, действительно соответствует мини
мальному значению величины ( 46.12), равному 

11мин = - 4Ь (а- Ь), (46.16) 
так что если, например, взять 

D=l-F, а=-Ь,
то 

11мии 
= Ва• = 2L. 

(46.17) 

(46.18) 
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В предыдущих рассуждениях мы считали L цепрерыв
ным параметром; фактически, разумеется, в формулах 
( 46.14) и (46.15) нужно брать ближайшее целое значение. 

Наличие минимума у функции 11 = 11 (L) легко понять. 
Действительно, достоверное обнаружецие мерцающей цели 
по одному сигналу требует больших 11, поскольку всегда 
есть опасность получить малую амплитуду полезного сиг
цала (ер. § 32). Увеличение 11 при уменьшении L передает 
и формула ( 46.12), хотя при малых L она неприменима. 
Вероятность пон:вления малых амплитуд во всей пачке из 
L независимо флюктуирующих сигналов тем меньше, чем 
больше L, поэтому при увеличении L величина 11 сигнала 
умецьшается. Однако при слишком силыюм "раздроблении" 
энергии паuаметр р. опять начинает расти, так что согласно 
формуле (46.12) 

11 � (а - Ь) VI при L ➔ оо. (46. 19) 
Это объясняется тем, что при достаточно больших L ве, 
личица р = t для каждого сигнала в пачке становится ма

лой и наступает явление подавления слабого сигнала силь
ным шумом (ер. § 18, 33 и 38). Это подавление характер
но для нетсогерентного радиолокатора, в котором сигцалы 
со случайцыми фазами детектируются и лишь затем сум
мируются. 

Если Ь ➔ О (и, следовательно, D ➔ } ), то по формуле 

( 46.15) оптимальное значение L стремится к нулю и са
мо наше рассмотрение (правильное лишь при больших L) 

1 становится сомнительным. При Ь > О, когда D < 2, урав-
нение (46.14) вообще це имеет корней, так что, по крайней 
мере при больших L, величина 11 -есть монотонно возра
�тающая функция L. В этом случае оптимальньщ является 
_значение L = 1, поскольку недостоверное обнаружение мер-
цающей цели ( с вероятностью D<}) по одному сигналу 

требует согласно � 34 сравнительно малых значений 11· 
_ Если L достаточно велико (скажем, L > 50), то точ

ность распределения (46:06) является неравномерной: при 
уве,11ичении I Z-Lr формула (46.06) по отношению к точ
но-й-формуле ( 45.02) дает все большую погрешность. Это 
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видно хотя бы из того, что по точноА формуле должно
быть 

Ро (Z)=O при Z < О, ( 46.20) 
в то время как нормальная аппроксимация (46.05) приво
дит для отрицательных Z к малым, но конечным значениям 
р

0 
(Z). Поэтому вычисление весьма малых F и весьма близ

ких к единице D по фJрму лам ( 46. 07) и ( 46.1 О) приводит 
к весьма грубым результатам. Подобное обстоятельство
было уже отмечено в § 35. 

На рис. 42-45 изображена зависимость tJ. и р от L при
фиксированных значениях F и D, вычисленная по фо;:,му
лам (45.03) и (45.04) и таблицам распределения z2

• Мы
видим, что зависимость tJ. от L качественно саг ласовывает
ся с тем, что мы получили из нормального распределения,
однако количественное соответствие имеет место не всегда.

Для пачки сигналов с постоянной (нефлюктуирующей)
амплитудой согласно формулам (38.30) и (38.32) мы полу
чаем 

} 

1 
( 

1 
J 

(46.21) 

Сравнивая выражения (46.08) и (46.21), мы видим, что при
р ..:+ О они созпадают, если их выразить через параметр р',
опред�ленный формулой (45.23). Это совпадение объясняет 
сближение сплошных и пуцктирных кривых на рис. 40, а
при L - оо и р' - О, о чем мы уже говорили в предыду
щем параграфе. 

Пределы а и Ь в формулах (46.07) и (46.10) для пачки
сигналов с постоянной амплиту дай равны 

Z*-L (1 +}Р) 
Z*-L Ь = а

= -vr 
, --:V-;-;,L=(==l =

+
=

р
:;:::

) 
:--- (46.22) 

Исключая отсюда величину tJ.=Lp, получаем выражение 

( 46.23) 

которое в отличие от выражения ( 46.12) является монотон. 
но возрастающей функцией L. Таким образом, при по-
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стоянстве амплитуды наиболее выrодltо I{онцентрирова·rь 
всю энергию в одном сигнале, некоrерентное «дробление» 
энергии -всегда приводит к потерям (ер. § 38 и рис. 33-36). 
Заметим, что наиболее точные результаты формула (46.23) 
дает, если не считать величину а постоянной, а вычислять 
ее по первой формуле (46.22). Таким �путем и были рас
считаны сплошные кривые на рис. 33-36. 

Раосмотрим в заключение некоrерентную пачку сигна
лов от медленно мерцающей цели, т. е. сигналы, имеющие 
одинаковую, но случайную амплитуду G, рас1пределенную 
по закону Релея (44.01). При фиксирощшном значении G 
выражения ( 4-6.21) изменяются след!ующим образом: 

Z =L( 1 +} pG2
), Z2 =L[ L+ 1 +(L+ 1) pG 2 +}Lp2G4 J · 

(46.24) 
Производя дополнительное усреднение по G и пользуясь 
соотношениями 

G2 =2, G4 =8, 

мы получаем выражения 

(46.25) 

отличающиеся от соответствующих выражений: (46.08) ,и 
(46.27) тем, что диqперсия величины Z теперь содержит 
член, пропорциональный: L2

• Формулы (46.26) можно так
же вывести, исходя из функции распределения ( 45.07). 
Они показывают, что функция ра,спределения Р

т
(Z) явля

ется при больших L сравнительно «тупой:», и поэтому даже 
приближенно вероятность D с помощью нормального рас
пределения рассчитывать нельзя. 

Для расчета вероятности правильного обнаружения D

можно, однако, .воспользоваться аппроксимацией:, непо
средственно подсказываемой: рис. 40,6: при изменении, р' 
в определенной: пропорции (на 1 дб при D=0,5 и на 9 дб

при D =0,9) соответствующие сплошные и пунктирные 
кривые практически совпадают . .Благодаря этому обстоя
тельству ,из рис. 33-36 нетрудно получить характеристики 
обнаружения медленно мерцающей цели. Необходимые 
сдвиги по оси ординат, т. е. неизвестные изменения р и µ, 
легко найти, определяя сдвиг начальной: точки (L=·l) по 
рис. 31, относящемуся к одиночному сигналу с неизвестной 
амплитудой и фазой. 
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Данный рецепт приближенного построения характери
стик обнаружения медленно мерцающей цели основан, 
в сущности, на том, что потери на некогерентное «дроб
ление» энергии для !Постоянной и медленно мерцающей 
целей практически совпадают. Для проверки этого рецеп
та можно воспользоваться приближенной формулой 

z
2 

-�-*- z* 
- ec2(1+Lp) -(1 +Р- L-1 -l+;Jo 

D - L-1 - --J е ' 
q \ /J, 

(46.27) 

вытекающей из точного выражения (45.08) при условии, 
что параметр q= 1 i/J- близок к единице; тогд

а первое
слагаемое в правой части ·формулы (45.08) можl-!о заменить 
нулем, а во втором взять интеграл в пределах О< z < оо, 
и мы получим формулу (46.2'1), абсолютная погрешность
которой по порядку величины равна F - вероятности лож
ной тревоги. Логарифмируя формулу (46.27) и пользуясь 
приближенI-!ЫМ выражением 

ln-/J--=ln (1- --1 )=--1-
1 + µ 1 + µ1 

l + /1- ' 

мы получаем простую формулу 
Z*-L+l_I,

11- = 

l ln 75 

( 46.28) 

( 46.29) 

которая 
дующим 

в сочетании с формулой (46.07) упрощается сле
образом: 

1 + а li'"L
111- = 

1 
- .

ln 15 
(46.ЗО) 

Из последней формулы видно, что 11- есть монотонно 
возрастающая функция L, так что дробление энергии, как 
и в случае постоянной цели, всегда ведет к потерям. 

Для количественных расчетов целесообразно пользо
ваться формулой ( 46.29). На рис. 46-49 сплошными ли
ниями изображены характеристики обнаружения медленно
мерцающей цели, вычисленные по формуле ( 46.29),
а nунктирными - хар·актеристики, построенные· по указан
ному выше приближенному рецепту. Мы видим, что оба
способа приводят к достаточно близким результатам. 
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Рис. 46. Характеристики обнаружения медленно 
мерцающей цели по некоrерентной пачке при 
F = 10- •: сплошные кривые - по формуле 

(46.29), пунктирные - по рис. 33,б 
и 31. 

L 

2 4 д fб 32�8 L 

Рис. 47. То же при F = JО-э; пунктирные 
кривые-по рис. 34, б и 31. 
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Рис. 48. То же при F = I0- 5; пунктирные 
кривые - по рис. 35, б и 31. 
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Рис. 49. То же при F = 10-10; пун«тирные
кривые

:--
по рис. 36, б и 31. 



§ 47. КОЭФФИЦИЕНТ ПРАВДОПОДОБИЯ ДЛЯ КОГЕРЕНТНОЙ

ПАЧКИ 

Перейдем к исследованию оптимального приемника, об
наруживающего мерцающую цель по когерентной пачке 
сигналов. Учитывая в этом случае междупериодную кор
реляцию помех по формуле ( 43. 16), можно по § 59 ввести 
комплексные случайные величины Ng

,• соответствующие 
помехе и удовлетворяющие соотношениям 

ngx =ReNgx • 

-N -О N* N -2R · i(х-л)д,�, 
gx - 1 gx hл - gh 1 ХА е 

Если по аналогии обозначить 

(47.01) 

(47.02) 

(47.03) 

то согласно формулам (43.06) и (43.12) будем иметь 

(47.04) 

Обозначим через II Q
gh // матрицу,' обратную /IRgh /1, через

/1 qx, //--,- матрицу, обратную II r,л 11- Нетрудно показать, что 
матрицы 

(47.05) 

будут взаимно обратными, так как выполняется соотношение 

�� R . Q. r q еi(х-а+а-л) Л<j, _ ; (х-л) Л<j, 3 0 = 0 0
�� gJ jh ха ал - е 

gh хл gh хл" 
1 а 

(47.06) 
Поскольку комплексные случайные величины Ng

, пред
rюлагаютсiI нормальными, плотность вероятности для них 
равна 

P(N11 , N;1 , .  •., NHL ' N;L)= 

ехр {-½ �� Qgh qx). ei 
(х-л) д<j, N gx N;). } 

х,л g,h 
- ---(4_n_

i 
__ tL,_.

De
-=-t-f-!R_g_h_rx_>-_el�(x __ ..,.л.,...) д

'"'
<j,_1\ __ (47.07)

294 



Если ввесги Далее комплексные случайные велиqиньi 

F
g
,. =1И

g
,. +N

gx • f gx =Re F
gx ' (47.08) 

то коэффициенты правдоподобия будут равны 

( 47.09) 

где функция Р определяется формулой (47.07), а функция 
р-формулой (43.14). Коэффициент правдоподобия Л, опре
деляющий работу оптимального приемника обнаружения, 
равен 

Л = Н .. • Н .\ (w 1 w;, ... , w
L
, w�) dw 1dw; ... dw

L 
dw�,

(47.10) 

где интегрирование производится по всем возможным зна
чениям w

L
. Хотя вычисление интеграла (47.10) произво-

дится тем же методом, что и вычисление интеграла 
(59.15) (см. далее § 59), и приводит к формуле (47.25), 
мы используем ниже другой способ вычисления Л, веду
щий к цели более быстро. Здесь мы обращаем внимание 
читателя лишь на то, что формулу (47.09) можно более 
детально записать в виде 

где 

1 

,,--1' 
. � 

�L) е
(47.11) 

_!,_ '{1'{1 Q i <х-л) дq, (F м• + F м• )- )1 
'f- 2 i.J/.J gh qx, е gx h), h), gx -

х,л g,h 

-R V е1<х-•> д:�, F • i (л-1) м
- е ."-J qхл х w), е 

х,л 

F -- �Q F м•х� ,k,J gh gx h 
g,h 

} 

1 
J 

(47.12) 



и 
� i�л)(A<j,-A&) • � 

Q 
�,r м* 

\J. = р ,l.,J q"л е w,,, wл, р = L gh iп g 
h • 

-..,>. g,h 
(47.13) 

Поэтому из формул (47.10) и (47.11) следует, что вну
трипериодная обработка входных величин F gx 

в оптималь-
ном приемнике �должна заключаться в образовании вели
чины 

где 
м - -i(x-l)Ali 

N - �Q N м· х - pwx е И х - /.. gh gx h '

g,h 

(47.14) 

(47.15) 

Дальнейшая обработка величин F,,, зависит лишь от меж
дупериодной корреляции помех и полезных сигналов. Ве
личины .F" являются нормальными как в присутствии сиг
налов, так и при наличии одних помех, причем 

F =0. 

Формула ( 4 7 .15) показывает, что 

м• J\,f _ 2 а т i (х-л)) А& 
х iYJл - р Г хл е ' 

(47.16) 

(47.17) 

где усреднение производится по мерцаниям цели при фик
сированном значении д3. С другой стороны, мы для вели
чин Nx имеем 

N.N 
'\"1°\ 1 

Q Q i(x-л)A<j,
M 

м·
" л = i.-� hg ik Rgi 'хл е h k 

g,h j,k 

или в силу второго соотношения (47.13) 

N• N _ 2 i (х-л) Аф " л - Р'хл е • 

(47.18) 

(47.19) 

При наличии полезного сигнала, в силу незав�симости 
п;:юцессов т (t) и п (t), мы имеем 

F:Fл =2pr�л • где '�л=pr�ei(x-л)A&+,
x
лel(x-л)Arj, (47.20)

и плотность вероятности равна 
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Х ex;J {-}
Р 
"Е q�F,_F;}, (47.21)
х,л 

где q:
x 

суть элементы матрицы, обратной 11 r�
,. 

11· Если же
полезный сигнал отсутствует, то

и плотность вероятности для тех же величин Fx,

причем

* " 1 Po(F1, FI' ... ' FL, FL)=(41tp)LDetllr�,.llx

Х ех? {- �Р � q:л F" F:},
х,л 

qn 
- ei (х-л) дф 

,.x -q,.,. .

(47.22)

F: равна

(47.23)

(47.24)

Если в результате эксперимента реализовалась какая-то
последовательность значений F и F", то cor ласно общей

" х 

теории (ер. гл. V) вероятность наличия полезного сигнала
опр�дел;�ется коэффициентом П.Jаздоподобия 

Рт (Fi, F;, .. . , F L' F�) 

Л= ( * *)'р9 F1, F 1, ••• , F L' F L 

в данном случае равным

(47.25)

(47.26)

Коэффицчент правдоподобия (47.26) можно записать
короче так: 

(47.27) 

где о�ределители
Dп = Det 11 r�J = Det 11 r,.,. \\, D' = Det 1\ r�,. 11 ( 47.28)

зависят лишь от статистических свойств сигналов и помех,
а величина 
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S = 21р � (q;.._ - q�.._ ) FJ� (47.29) 
"• ... 

определяетсJ также данными на входе приемника. Поэтому 
оптимальныи приемник должен образовывать величину S
или какую-цибудь другую, с ней однозначно связанную. 

В заключение отметим, что в первоначальной постановке 
задачи мы предполагали известными f gx - выборки веще
ственной функции f (t) на входе приемника, а не комплекс
ные величины F g, - выборки некото;юй комплексной функ
ции F (t), связанной с f (t) соотношением 

f (t) = Re F (t). ( 47.30) 
Однако определение функции F (t) не представляет труда. 
Оно особенно просто в случае .узкополосных" сигналов, 
ширина полосы частот которых мала по сравнению с не-· 
сущей частотой - это условие всеr да выполняется на прак
тике. В самом деле, тогда f (t) можно записать в виде 

f (t) = Е (t) cos [roof - \J!' (t)], (47.31) 

где Е (t) и \J!' (t) - медленно меняющиеся функции времени, 
и комплексная функция F (t) равна 

F (t) = Е (t) е1 {a,.t-w uн. ( 47 .32) 

Вещественную функцию 

lm F (t) = Е (t) sin [ro0t - \J!' (t)] (47.33) 

можно практически осуществить, задерживая процесс (47.31) 
на четверть периода (2:J, поскольку за это время функции 
Е (t) и \J!' (t) практически не- успеют измениться. 

Таким образом, оперируя с комплексными случайными 
величинами 

F =Х +iy," " " ( 47.34) 

мы предполагаем, что щ:i'оизводится двухканальная обра
ботка входных данных - в более общем смысле, чем это 
предполагалось в предыдущей r лаве. 

Более простые формулы получаются, если не стремиться 
к общности и считать, что корреляционцЬ1е свойства помехи 
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определяются формулой (43.15) и что в частности, регу
лярное движение отражателей отсутствует. Тогда величины 
х" и У

х 
в формуле (47.34) определяются выражениями 

g 

Ag = � Qgheh cos (roalh - IJl1z),
g 

У.= 'f. B,f ,., 1 

Bg= � Qgheh sin(o,/h -ljlh)
g 

(47.35) 

-такими же, как и в предьrдущей главе. Все остальные
результаты этого параграфа оста.отся в силе.

В дальнейшем мы будем использовать общее определе
ние компл�ксных величин F" до тех пор, пока это не при
водит к сильному усложнению фа ;мул; в § 49 мы исполь
зуем уже более простую формулу (43.15). 

§ 48. ОПТИМАЛЬНЫЙ ПРИЕМНИК В ЧАСТНЫХ СЛУЧАЯХ

Формула (47.29), описывающая междупериодную обра
ботку входных д3.нных оптимальным приемником, довольно 
сложна, поэтому мы рассмотрим наиболее интересные част
ные случаи. Начнем с пачки, состоп:щей из двух сигналов 
(L = 2). Если обозначить 

(48.01) 

то будем иметь 

и 
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Величина S равна 

s =+,{[D'-( 1 +r)Dn] ( IF1J 2+ IFal 2) +2 Re [r (Dn -2pD D 

-D1) F1F;e_;,. +rPDn�p; е-iБ]} (48.04) 

В предельных случаях имеем следующие результаты. 
1. Некоррелированные мерцания, р=О. Фаза о=е+ да.

из формулы (48.04) выпадает, и когерентность пачки бла
годаря мерцзниям исчеззет; в частности, когерентного на
копления производить нельзя. Выражение 

S 
= (l+ r2 + p)(IF1 i 2 + IFal 2)-2r (2 + р) Re { F1F2 e-io:}

2 (l - r2) (1 - r2 + 2р + р 2 ) 

(48.05) 
при некоррелированных помехах (r= U) принимает вид 

S=-\F1l a +IF2 l 2 (48.06) 
2 (l + р) ' 

т. е. оптимальный приемцик должен производить накопле
ние сигналов после квадратичного детектора. Наоборот, 
при сильно коррелированных помехах (r::::: 1, �:::: О) имеем 

1 
iдф 12 

S- F1-F2
e . 

- 2p (l -r
2) ' 

( 48.07) 

так что оптимальный приемник должен образовывать черес
периодные разности с учетом набега фаз дljl, в результате 
чего сильно коррелированцые помехи почти полностью вы
читаются. При дф = О, когда отражающие частицы в целом 
неподвижны, 

s-lF1-Fal 2 <х1-х2 >2 +<У1-У2Р (48.u8) - 2 p(l'- r') 2р (1 - r2 ) 

приемник должен' производить череспериодное вычитание 
по обоим каналам, а затем суммировать квадраты этих 
разностей. 

2. Полностью коррелированные мерцания, р = 1 и s =0.
Этот случай наиболее близок к рассмотренному в гл. V 
приемнику для пачки постоянных сигналов, однако здесь 
амплитуда обоих сигналов в пачке хотя и одинакова, но 
случайна. Выражение 
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J 2 

- 2 ( 1 - r') { 1 - r2 + 2р [\ - r cos (М - а:)]} (48.09)



для СйЛьно коррелированньtх. помех (r-::::; 1, � ::::: О) опять 
переходит в выражение (48.07), а для некоррелированных 
помех- (r = О) дает 

( 48.1 О) 

т. е. оптимальная обработка заключается в когерентном 
сложении сигцалов с учетом набега фазы д&. 

Если коэффициент корреляции помех r любой, а= О и 
д& = о, -+- 27С, -+- 47С, ••. , то 

(48.11) 

ecJIИ же а= О и д& =-+- 'lt', -+- 3'1t', ••. , то 

(48.12) 

Таким образом, оптимальный приемник при этих значениях 
а и д& должен производить когерентное сложение (т. е. 
простое сложение· или вычитание). Заметим, что при r::::::: 1 
формулы (48.08) и (48.12) становятся эквивалентными. 

3. Некоррелированные помехи, r = О. Обозначая q 2 
=

= 1 - р2, будем иметь 

(l+pq 2) [ 1Р1 1
2 + \ f 2 \

2 + 2р Re (F1F; e-i&)]S= 2(1 + 2p+p2q2) 
• (48.13)

Это выражение применимо при любой корреляции между 
последовательными сигналами; для некоррелированных и 
полностью коррелированных мерцаний оно переходит в фор
мулы ( 48. 06) и ( 48.1 О) соответственно. 

4. Сильно коррелированные помехи, r :=::: 1 и �:::::: О.
В силу того, что D"==l-r2::::::0, можно в фигурной скобке вы
ражения (48.04) пренебречь членами, пропорциоцальными vп ,

и тог да полу'чается 
S = \ F t - р 2 е

iд
·� 1 2 

2p(l-r2) ' (48.14) 

как в формуле (48.07). 
Ряд полученных выше соотношений нетрудно обобщить 

на случай любого числа L сигналов в пачке. Мы ограни
чимся случаем сильно коррелированных помех (rx,_;::::, 1 ), 
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korдa элементьt qхл велики и вьtражение (47.29) можно 3а• 
писать в приближенной форме 

S= 2
1
Р � q:,.FJ:. (48. 15) 

х,л 
Если матрицу 11 r.,. 1\ задать в виде 

1 х-л 1 ; (х-л> � ( < 1. , l L) r хл = r е r , х, л. = , . . .  , , ( 48.16) 

то элементы матрицы /1 q:,. 11 будут равны (ер. § 35 и § 40) 

п п 1 п 1 + r2 
( 1 < < L) ) q J 1 = q LL = 1 - r2 ' q хх = 1 - r2 х ' / (48.17)п -( п )* - r 

-io. (1 . L 1) t qx, x+J- q x+l, x --l-r2 e ,,;;;;t,,;;; - • / 
J 

а остальные q: будут нулями. Формула (48.15) принимает 
вид 

S= 1
1 

r2[/F 1 /2 +(l+r2)(/,Fa/ 2 + ... +/FL-1l 2)+

+IF Ll 2- 2r Re { (F
1F; + · • • + F L-J F�) е-1"'}] �

1 [/F F щ, / 2 +/F F щ,1 2 +� 1 _ r2 1 - 2 е 2 - з е т • • • 

+JFL_J -FLe
iдФ / 2

], (48.18) 

поскольку r,.::::;; 1, ��О. В данном случае оптимальный
приемник должен П?Оизводить квад;Jатичное накопление
последовательных разностей. 

Если корреляционные коэффициенrы заданы формулой 
(х-л)2 r.,. =r , ( 48.19) 

то при L = 3 и Лljl = О имеем 

Dn 
= ( 1 + ,2) ( l _ ,а )з 

1 -r(l+r2) r2 

1/ q;,. jj=(l +r2)�I-r2), -r(l+r2

) (l+r1)(1+r4
) -r(l+r2

) 

r2 
- r ( l + r2

) 1 , 
( 48.20) 
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и вместо форму льt ( 48.18) получаем выражение 

S=(l + r2)�1 _ ,2)2 [/ F112 +(1 + r2)(l + r4) /F2l2 +

+ \F
3
j 2 

- 2r (1 + r 2)Re(F
1
F; +F

2
F;) +

+2r 2 Re(F1F; ) ] ,.;:::; 2(1 � ,2)2 jF 1 - 2F
2 +Fsl2.

(48.21) 
содержащее разность второго порядка. Можно показать, 
что при L·=4 появляется разность третьего порядка, а при 
l. =б-чет-вертого; по-видимому, ·при любом L полу,чим раз
ность L-·1-ro порядка.

В гл. XI показано, что формулы (48.16) и (48.19) опре
деляют законы спадания коэффициента корреляции помех, 
обусловленных отражениями от хаотически движущихся 
частиц, в предельных случаях больших и малых ,; (по 
сравнению с временем корреляции для скоростей частиц). 
Мы видим, что в этих предельных случаях формулы для 
оптимальной обработки получаются совершенно различ
ными. 

Появление разности второго порядка в формуле (48.21) 
можно понять так. Обозначим 

( 48.22) 

и зададим вторые моменты случайных величин ех с по-
u ' мощ-ъ_ю соотношении 

считая r = r 12 = r 23 
и r' = r 

13 
вещественными 

В случае ( 48.16) мы должны положить 
r'=r2

, 

а в случае ( 48. 19) 

Из соотношений (48.23) вытекают формулы 
(е1 - е2

)2 + (�2 -ез
)2

= 4(1 - r)
и 

При r' = ,
2 мы имеем 

( 48.23) 

числами. 

(48.24) 

( 48.25) 

( 48.26) 

( 48.27) 

(e l - 2е2 +е з
)8 =(1- r)[8- 2(1 +r)] Z 4 (1 - Г) ПРИ f,;:::;:, 1' 

(48.28) 
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так что в данном случае образование квадрата разности
второго порядка и квадратичное накопление простых раз
ностей приводит к практически QДинаковым результатам.
Полагая r'=r4 , мы, однако, получаем 

(�1-2e2 +ea) 2 =2(1-r)2(З+2r+r2
)� 12(1-,)1

, 

( 48.29) 
так что при ,� 1 разность второго порядка дает значитель
ное ослабление интенсивности помех по сравнению с фор
мулой (48.26). 

§ 49. ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРИЕМНИКА, ОБРАЗУЮЩЕГО
ЧЕРЕСПЕРИОДНУЮ РАЗНОСТЬ 

Оптимальный приемник, дающий положительный ответ
о наличии цели при превышении коэффициентом nравд:о
подобия некоторого порогового значения, характеризуют
вероятностью ложной тревоги F и вероятностью правиль
ного обнаружения D. Эти вероятности зависят как от
порога, так и от эффективного отношения сигнала к по
мехе. 

Вычислим F и D для приемника, образующего раз
ность ( ер. § 42) 

[&= 1 F1 ·- F2 / = V(xi - Х2)
2 +(У1 - Уа)2 (49.01)

и принимающего решения по схеме:
если & � <.16*' то считаем, что f = т + п. } если & <&*' то считаем, что f = п. 

( 49· 02)

Как видно из формул (48.08) и (48.12), такой приемник
при некоторых условиях близок к оптимальному, по край
ней мере, при �=О и д,� = О. 

Случайная величина ( 49.01) имеет плотность вероят
ности 

/]2 

8 - 2',• р(&)=а2е 
где по формулам (47.20) и (47.22) при дljl=O и·
венном r = r 12 =, 21 мы получаем 

1 -
-

(49.03) 
вещест-

0
2 = 2 {3

2 
= 2р ( l - r) при отсутствии сигнала, 1

0
2 =-½-& 2

= 2р [1 - r_+P (1 - р cos 8)) = (49.О4)

= 2р (1 - r) (1 + 11) при наличии сигнала,
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причем величина
1 - р cos д 

1-'- = Р 1-r ( 49.05)

играет роль эффективного отношения сигнал/помеха в дан
ной задаче. 

Действительно, при отсутствии полезного сигнала а3
= 

2 2 + 2 2 
= "

п
, а при его наличии а2 = а а , где а - интенсив-

т п т 

2 ность полезного сигнала, а "п - интенсивность помех после

вылитания. Поэтому естественно опJеделить 

(49.06)

чтjО в силу �Выражений (49.04) как раз и дает формулу
(49.05). Вычисляя F и D, мы получаем обычную связь
между ними 

1 

D=F 1+1'- , ( 49.07)

характерную для флюктуирующего сигнала на фоне нор
мальных помех {ер. § 34 и формулу (45.09)]. 

Напомним, что ком,плексные величины Fx образуются
в результате внутрипериодной обработки входного процес
са двумя каналами, находящимися в квадратуре (ер. ко
нец § 47). Поэтому наряду с рассмотренным выше слу
чаем .приемника, образующего «двухканальную» раз
ность ( 49.01), ,исследуем более простой приемню<,
работающий по схеме 

при I е j ;;.e* считаем, что t = т + п,
}при I е 1 < е* считаем, что f = п,

где [ер. формулы (42.27) и (42.28)]

(49.08)

( 49.09)

есть .одноканальная" разность, плотность вероятности'ко·
торой равна 

20-463

�· 

(�) 
1 - 2а• 

р � = .. r- е '
у 211:а 

( 49.1 О)
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причем а• вычисляется по формулам (49.04). Вероятности 
F и D равны 

00 %1 

) 

2 
1 

-
т 

е 

1 F=,
1

- е dz, z* = * ,
r. 21t ')/2р (l - r) 

1 
оо z• 

2 r -т D=
J/2

'/tJ е dz, 
) 

(49.11) 

Эти формулы были уже получены в § 32, по ним по
строены пунктирные кривые на рис. 28, которые, следова
тельно, дают характеристики обнаружения .приемника, об
разующего одноканальную разность ( 49.09). Если прием
ник образует двухканальную разность ( 49.01), то его ха
рактеристик;и соот.ветствуют пунктирным кривым на 
рис. 31; сам 1этот рисунок позволяет сравнить обнаруже
ние постоянной и мерцающей цели таким приемником. 
Преимущества двухканального приемника, работающего 
по формуле ( 49.02), над одноканальной схе·мой (49.08) 
м,ожно оценить, сравнивая пунктирные кривые на рис. 31 
и 28. 

Предыдущие результаты справедливы при условии, что 
фаза 8 = s + д& имеет какое-то определенное значение, 
т. е. цель движется с фиксированной скоростью. Параметры 
11 и D зависят от д&, и лишь для некоррелированных мер
цаний (р=О) эта зависимость ·отсутствует. Если скорость 
цели является случайной величиной, то для вычисления D

необходимо произвести дополнительное усреднение по, раз
ности фаз д& (ер. § 42), для чего необходимо при�леч_ь 
численные методы. Из формулы (49.07) без численн,ых 
расчетов получается лишь двойное неравенство 

1 1 
�---

F 
1+21-'-о (l+p)

,;;;;; D,;;;;; р 1+21-'-o(l-p)
, (49.12) 

позволяющее довольно точно оценить D при малых р. Роль
отношения сигнал/помеха при неттзвестной скорости играет 
параметр 

2 (1 - r) ' (49.13) 

введенный ранее в § 42. 
Заметим, что лишь в случае медленных мерцаний (p=l, 

а= О) параметр ( 49.05) равен параметру 
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введенному в § 42 для посrоянной цели (см. формулу 
(49.16)]. В цротивоположном случае р=О формула (49.05) 
даеr 

••=-p-=2u 
г 1 _ r го• 

(49,15) 

причем_о_гношение величин (49.14) и (49.15) равно 1- cos д&. 
Эrо значиr, что при д&=---+--т:, :±:Зir, ... величина (49.14) 

30 ФО !01.§л 

Рис. 50, Характеристики обнаружения приемника, 
образующего .двухканальную• разность (49.01), 

при F = 0,37. Ю- 5
, 

Сплошная кривая - быстро мерцающая цель, 
пунктир - постоянная цель. 

лишь вдвое больше величины ( 49.15), в то время как при 
скоростях, близких к .слепым" скоростям (д& = О, -+- 27t', 
--1- 4т:, ... ) величина ( 49.14) во много раз меньше величины 
(49.15). 

Эrи соображения показывают, что обнаружение медленно 
мерцающей или постоянной цели при произвольном значе
нии д& из-за слепых скоросrей происходит с б6льшим 
трудом, чем о5наружение бысrро мерцающей цели, 
для кото;юй р = О и слепых скоростей нет. Рис. 50 иллю
стрирует это положение: сплошная кривая есrь характе
рисrика обнаружения бысгро мерцающей цели (р= О, 11= 
= 2110

), построенная по формуле (49.07) или (49.12), пунк-
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тирная кривая соотаетствуе-r пос-rоянноft целн н взята из 
рис. 39 (где она дана сплошной линией). Вследствие того, 
что постоянная цель не наблюдается при слепых скоростях, 
для ее обнаружения требуются б6льшие значения \J-o (на 
2-6 дб), чем для обнаружения быстро мерцающей щ�ли.
Ясно, что при увеличении коэффициента корреляции р у 
мерцающей цели также появятся слепые скорости, и ве
роятность ее обнаружения при заданном \J-

o 
упадет, а вся 

характеристика обнаружения сместится вправо 



ГЛАВ А VIII 

ИЗМЕРЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПОЛЕЗНОГО СИГНАЛА 

ПРИ НАЛИЧИИ ПОМЕХ 

§ 50. ИЗМЕРЕНИЕ ПАРАМЕТРА ПО МАКСИМУМУ

АПОСТЕРИОРНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ 

В предьщущих главах мы рассматривали различные 
случаи обнаружения полезного сигнала на фоне !Помех. 
Задача рб измерении параметров полезного сигнала при 
наличии помех исследуется в рамках той же статистической 
схемы, изложенной в главе V, но имеет ряд особенностей. 
Чтобы не создавать лишних трудностей, мы отделим сна
чала проблему измерения от проблемы обнаружения и 
будем считать, что полезный сигнал т присутствует, так 
что априорные вероятности наличия и отсутствия полезно
го сигнала равны 

P(m)=1, Р(О)=О, (50.01) 

и требуется измерить параметр -с сигнэ.лэ. т (t, -с). 
Эта постановка зэ.дачи соответствует "чистому" изме

рению, для кото;:юго формулы (29.28)-(29.30) принимают 
вид 

(50.02) 

где 

А ( ) _ ( ) Рт<�> (f)"С -Рт 'С Po(f) 
(50.03) 

есть коэффициент правдоподобия, отличающийся от апо
стериорной п:71отности вероятности Р, [т (-.)] только множи
телем А, не зависящим от -с. 
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Согласно гл. V опгимальный приемник, производящий 
измерение параметра 't, должен образовывать апостериорную 
плотность вероятности р

1 
[т ('t)] или же коэффициент прав

доподобия А ('t) (явлilющийся при .чистом• измерении не
нормированной плотностью вероятности). На основании 
этих вероятностных д1нных приходится принимать решение 
и указывать какое-то определенное значение параметра ,: 
как результат измерения. Схему, принимающую это реше
ние, можн:о считать включенной в оптимальный приемник 
(ер. § 30). 

Наиболее вероятное знаЧ,ение 't, т. е. такое зна:
ч.ение 't, при котором плотность вероятности р, [m('t)] 
и коэффициент правдоподобия А ('t) максимальны,
естественно определить ка,с результат~ измерения 
и сЧ,umать .измеренным" значением 't. 

Рассмотрим простейшие следствия, вытекающие из это
го определения. 

При нормальных помехах коэффициент правдоподобия 

Легко показать, что отыскание наиболее вероятного значе
ния -t приводит к некоторому обобщению метода наимень
ших квадратов. Действительно, пусть сначала помеха яв
Лilется некоррелированной, так что Q

gh 
= О при g =1= h и, 

кроме того, все элементы Q
hh 

равf!ы. Тогд1 максимум A('t} 
достигается (при Pm('t) = const), когда выражение 

н 

i

2

:::::- � [f h - ,nh ('t)] 2 

h-,\ 

(50.05) 

минимально. В общем случае вместо выражения (50.05) 
нужно брать квадратичную форму, учитывающую ко;:>реля
цию помех 

е 2 
= �Q

gh [f g-m
g ('t)] [f h-mh

('t)], (50.06) 
g, h
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а также учитывать и априорное распределение Р
т

(,:) (при
Р

т
('•) =1=- const). Если имеется еще неизвестный параметр О,

то коэфф:щиенr правдоподобия Л (,:) вычисляется по фор
муле (29.34). 

В качестве примера рассмотрим измерение неизвестной
амплитуды а сигнала известной формы s(t) 

т (t, а)= as (t). (50.07)
Пусть амплитуда а распределена по нормальному закону

1 
Рт

(а)
= ,r- е

f 21ta
0 

(50.08)

Если перейти к выборкам функций f (t) и т (t) в моменты
t h• обозначая 

и считая выборки помех n
h 

в моменты t
h 

независимыми,
причем

(50.10)

то можно написать плотность распределения случайных
величин п

1
, • • •  , п

н 
в виде 

(50.11)

Поэтому коэффициент правдоподобия А (а) равен [ер. (32.03)]

о:(а)-�(а) 
Л(а)=р,,,

(а)е 2 

где величины rp(a) и i1(a) равны

tf (a)=�Q
ghfg

mh = а� rf hsh,
g, h h 

(50. l 2)

(50.13)
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Учитывая формулу (50.08), запишем коэффициент прав-
доподобия в виде 

Л (а)=�ехр{ � �fhsh - а2
2 (�+� {"'s� )} . (50.14)

У 21t ао а I.J а а i,, 
h 

О 
h, 

Наиболее вероятное значение параметра а обозначим через 
а. в соответствии со сюзанным выш�. при а= а функция 
А (а) максимальна, поэто�rу а определится из уравнения 

откуда 

д)nЛ(а)
да 

(50.16) 

Важным свойством величи!-fы а по формуле (50.16) являете;� 
то, что она является линейной функцией входных дан
ных f 1' • • •  , f н· 

В данной задаче роль отношения счrнал/помеха играет 
параметр 

(50.17) 

Если он велик, то формула (50.16} принимает вид 
• �fhsh
а=,, 2 � sh 

(50.18) 

так что наиболее вероятное значение а не зависит от па
раметра а

0
, · характеризующего априорное распределе

ние (50.08). 
Представим А (а} в виде 

А(а)= ___!_ ехр{- {а-:)
2 +(�) 2 !+р l. 

1 21ta0 а0 а0 
2а2 } 

2 1 +Р

(50.19) 

Формула (50.19) показывает, что апостерио;_Jное распреде 
ление величины а также явлn:ется гауссовым, причем сред
нее значение этого распределения является случайным и 
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равно а, а дисперсия от случайных вели�tин не зависит 
и рав:-1а 

(50.20) 
Исследуем статистические свойства случайной величины 

а. Усредняя f h по помехе, мы получим 

(50.21) 
и поэтому 

Сл�довательно, а является (при фиксированном а) нормаль
ной случайной величиной, распред�ление которой равно 

Ра (а)= 
1 

+ Р ехр
V 2пр ао 

(�-�у 
. 2 
рао 

2 (l+p)2 

(50.23) 

Таким образом, величина а имеет математическое ожи-
А 

дание а, смещенное относительно истинного значения неиз
вестного параметра а на величину 

А а

a-a=- i+p , (50.24) 

зазис :�щую от самого параметра а. Дисперсия а опреде
л;�етс;� второи формулой (50.22); она не зависит от изме
ряемого параметра а. Удобно вместо двух дисперсий 

(а- а,)2 и Ь ввести понятие средней квадратичной ошибки 
измерения Л 2, определяемой формулой 

д 2 =(а- а)2. (50.25) 

В силу формул (50.2�) и (50.25) имеем 
,_ А ,.. ,.. "'" ,._ ра� + а2 

д 2 =[(а-а)+(а-а)] 2 =(а-а)2 +(а-а)2 = (l+p)2.

(50.26) 
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Формула (50.26) покаэываеr, Что средняя квадратичная 
ошибка измерения в общем случае больше дисперсии 

(а- а)2 и только при а= О, достигая своего минимума, 
становится ей равной. У средняil д а по случайному пара
метру а, получаем 

(50.27) 

т. е. средний квадрат ошибки, усредненный по всем воз
можным значениям параметра а, равен дисперсии (50.20) 
апостериорного распределения. 

Рассмотрим апостериорное распределение (50.19) при 
больших и малых значениях отношения сигнал/помеха р. 

При р --э- оо имеем 

а=а, (50.28) 
и дисперсия 

(50.29) 

не зависит от неизвестного параметра а и от а
0

, 

т. е. от априорного распределения (50.08), а определяется 
лишь интенсивное гью шумов а2 и энергией сигнала �s�. 

Апостериорное распределение при р ► 1 гораздо острее 
априорного, при этом его дисперсия равна 

аБ а2 

Ь,:::;., -p-=�si' 
(50.30) 

т. е. также не зависит от априорного распределения (50.08) 
и равна дисперсии (50.29). 

Средняя квад?атичная ошибка измерения, определяемая 
формулой (50.26), будет равна 

а2 

д2 _ _о_ 
- р . (50.31) 

Таким образом, все три средние квадратичные величины 
(50.29), (50.30) и (50.31) в этом случае совпадают между 
собой и апостериорное распределение характеризуется двумя 
параметрами а= а и ь.
314 



При р -+ О мы получаем

а=О (50.32)

при любом значении а, о тку да

а-а=-а, (50.33)
а дисперсия

(50.34)

Дисперсия же апостериорного распределения при р-+ О
будет равна 

(50.35)

т. е. апостериорное распределение имеет ту же дисперсию,
что и априорное. Легко видеть, что в этом случае все
апостерио;)Ное распределение воспроизводит априорное
распределение практически без изменений, так что ника
кой новой информации процесс измерения не дает. 

Средняя квадратичная ошибка измерения в этом случае
равна 

(50.36)

а ее усредненное значение

(50.37)

Формулы (50.36) и (50.37) также характеризуют плохое
качество измерения. 

В принципе можно было бы использовать при любых р
А 

в качестве измеренного значения а величину а, опреде
ляемую формулой (50.18), которая, как уже было указано, 
не зависит от параметра а

0
• Тогда при любых р и фикси

рованном значении а распределение случайной в�личины 
а, определяемой формулой (50.18), будет равно

А 1 { (�-а)2 ) 
Ра

(а)= 
{ 

ехр ---2 ' 
а2 ао 

21t .....o.. 2-
р р 

(50.38)
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так как величина а имеет следующие статистические свой
ства 

(50.39) 

Недостаток величины �. определяемой формулой (50.18) 
при любых р, состоит в том, что при р -+ О дисперсия 
(а - а)2 неограниченно возрастает. Кроме того, дисперсия 
по формуле (50.37) больше средней дисперсии Ь по фор
муле (50.27). В дальнейшем мы буд�м считать, что изме
рение производится по максимуму апостериорной вероятно
сти, поскольку преимущества других способов измерения
ни в коей мере не компенсируют их недостатков. 

§ 51. ВЫДЕЛЕНИЕ СЛУЧАИНОГО СИГНАЛА НА ФОНЕ
СЛУЧАИНЫХ ПОМЕХ 

В этом параграфе мы разберем простейший случай из
мерения нескольких неизвестных параметров, а именно, из
мерение элементов случайной последовательности. 

Пусть mh и nh суть выборки двух независимых случай
ных процессов т (t) и п (t) нормального типа, у довлетво
ряющих соотношениям 

m,h 0, m/nh = �;h , 1 
nh= О, n

g
nh = Rgh' 

(51.01)

Будем считать т (t) полезным сигналом, п (t)-помехой,
причем поставим задачу об измерении каждого элемента
mh при наличии помех n

h
. 

Априорная Н-мерная плотность вероятности полезного 
сигнала равна 
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а априорная Н-мерная плотность вероятности помех равна 

Коэффициенr правдоподобия можно записать в виде 

P(f1 - т1, · · ·• f н-тн) 
Л(т1,···, тн) = р(т 1,···• тн) P(f f) 

1, ■ • •  , н 

= V (2it)н �et 1/R;ih
\l 

ехр{-} �(Q;h + Q;,.) mgm
h +

+� Q;hf gm
h } • (51.04 

g_, h 

Найдем наиболее ве;юятные значения m
g
, длп чего ре

шим систему уравttений 
д!nЛ 
-д- =0, g=l, .. . , Н. (51.05) mg 

Учитывая симметрию м
:
триц IIQ;h // и j/Q;h /j, мы получим

для искомых величин mg уравнения 

(51 .06) 

так что эти величины являются линейными комбинациями 
входных данных f h 

Для коэффициентов kgh получаются уравнения 
'\""' IJ т IJ 
l.J (Qgj + Qgj ) kjh

= Qgh " 

(51.07) 

(51.08) 

Эти уравнения пугем дозольно у гомиrельных преобразо
ваний п;жводятся к уравнени,1м (26.1 О). Чтобы сократить 
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эти преобразования, введем матричные обозначения 

k = 11 kgh \\, Rf = 11 R�hll = 11 R;h + R;h11 = R
m 
+ R

п
, )

R'" = 11 R;, 11• R" =IJ R;,11, f (51.09) 

Q
m 

= 11 Q;h 11• Q
n
= 11 Q;h 11• Q

f 
= 11 Q�hll• J 

так чт 

где Е- единичная матрица. Тогда уравнения (51.08) запи
шутся так: 

(51.11) 

и умножение на R
n слева дает 

(51.12) 

откуда получаем 

(51.13) 
и окончательно 

(51.14) 

Э-го уже совпадает с соотношениями (26.12) и (26.10). 
Таким образом, операция выделения случайного сигна

ла из случайной помехи по максимуму коэффициента 
правдоподобия является линейной операцией. Она точно 
совпадает с оптимальной линейной фильтрацией последо
вательностей, изложенной в гл. IV и основанной на кри
терии минимума 'средней квадратичной ошибки. В частно
сти, величины (51.07) совпадают с величинами (26.05). 

Полученные результаты устанавливают с.вязь между 
теорией оптимальной фильтрации случайных последова
тельностей и процессов, изложенной в первой части книги, 
и теорией оптимальнь1х приемников. Эту связь можно бы
ло бы исследовать более подробно, однако мы ограничим
ся этимIJ краткими указаниями и перей.дем к более слож
ным вопросам, относящимся к измерению параметров 
сигнала в присутствии помех. 
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§ 52. ИЗМЕРЕНИЕ ПАРАМЕТРА СИГНАЛА ПРИ СЛАБЫХ

И СИЛЬНЫХ ПОМЕХАХ 

В двух предыдущих параграфах мы рассмотрели про• 
стейшие случаи измерения параметров сигнала при нали
чии помех. В этих случаях выполнены следующие усло
вия: 1) измеряемые параметры имеют распределение. 
Гаусса; 2) полезный сигнал линейно зависит от измеряе
мых параметров. При невыполнении этих условий задача 
сильно усложняется. Теоретическое исследование опти
мального !Приемника, производящего измерение при нали
чии помех, было впервые проведено В. А. Котельниковым 
в 1946 г., !Причем предложенный им метод является весьма 
общим. В настоящем параграфе мы рассмотрим проблемы 
измерения параметра сигнала, следуя, в основном, рабо
те Котельникова и лишь применяя иные обозначения; не
которое обобщение по сравнению с этой работой будет за
ключаться в том, что мы будем считать 1nомехи кор·рели
рованными. 

Если полезный сигнал т (t, -.), кроме времени t, зависит 
только от одного параметра t, который п одлежит измере
нию, то для нормальных помех коэффициеf!т правдоподобия 
равен 

где Рт (-t) - априорная плотность вероятности параметра t, 
а величины cp(t) и 11(t) имеют обычный смысл 

ер (t) = � Qghf gmh (t) (52.02) 
g,h 

и 
_ fJ. (-.) = I Qghmg (t) mh (-t). 

g,h 
(52.03) 

Здесь f g = f (t g) - выборки процесса на входе приемника, 
m

h 
(t) = т (t

h
' t) - выборки полезного сигнала с парамет

ром -t, а 11 Qgh 11- матрица, обратцая корреляционной мат:
рице помех, элементы которой равны 

(52.04) 

Оптимальный приемник должен образовывать коэффици
ещ правдоподобия Л (-с) или какую-нибудь монотонно воз-
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расrающую функцию от этого коэффициента (в дальнеАшеl\-1 
удобно брать ln Л ('t)), на основании чего он выдает ; _ зна
чение 't, измеренное по максимуму коэффициента правдопо
добия. Ясно, что если от приемника требуется определен
ный оrвет в виде числа, то ничего'-- лучшего он дать не 
может, и нам ос rается только рассчитать характеристики 
такого приемника. 

Расчет характер,истиlК оптимального приемника,- произ
водящего измерение параметра сигнала в присутствии по
мех, связан с некоторыми трудностями. При слабых по
мехах, когда ошибки измерения мал�r и измеряемый пара
метр, t распределен, как и в рассмотренных выше случаях, 
по закону Гаусса, качество иэмерения можно характери
зовать его средней квадратичной ошибкой (см. далее). 
При сильных помехах качество измерения удобно характе
ризовать вероятностью ошибки, превышающей некоторое 
заданное значение. 

Начнем со слабых помех. Из соотношения (52.01) имеем 

ln Л (-.) = rp (-.) - � р. (,:) + ln Р
т

(-.). (52.05) 
.. 

Величина._ есть ко)ень уравнения 
d 

do;, ln Л ('t) =0,

в котором вторая производная отрицательна 
d2 " 

dt• ln Л (-.)<О при 't='t.

(52.06) 

(52.07) 

Если есть несколько значений ,:, удовлетворяющих ус�о
виям (52.06) и (52.07), то следует выбрать то, для кото-
рого Л'(;) максимально, поскольку мы считаем, что присут 
сrвует один полезный сигнал. 

При 't::::::: � можно разложить ln Л (1:) в ряд Тейлора 

(52.08) 

отбрасывая члены порядка (1: - �)3 и выше. Положительная 
величина д 2 определяется соотношением 

1 d2 
" 1 .. .. dJ " 

-=- -;- lnЛ (t)= .y- p." (1:)--rp" (1:)--.. lnp (1:). (52.09)
д а 

d-.2 
-

dt2 т 
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причем мы использовали симметрию матрицы II Qgh 11- Окон
чательно 

(52.l l) 

и коэффициент правдоподобия при ,: ::::::; ,: имеет вид 

(52.12) 

Интересно отметить, что в рассмотренных ранее простых 
случаях эта формула была точной, и мы получали распре• 
деление Гаусса при любых ,: - ,:� Формула (52.11) при э;ом 
упростилась бы: второе слагаемое обращается в нуль 
(т; (,:)=О, так как полезный сигнал линейно зависит от из
меряемого параметра), а третье есть константа (гак как 
распределение Р

т
(,:) является нормальным и ln Р

т
(,:)

квадратичная функция ,:). В общем случае формула (52.12) 
имеет ограниченное применение, однако при достаточно сла
бых помехах или, что то же самое, при досгаточцо боль
ших отношениях сигнал/помеха формула (52.12) определяет 
нам практически весь апостериорный закон распределения 
величины ,:. Это закон Гаусса со средним (и наиболее ве• 
роягным) значением � и дисперсией д а , которую при сла
бых помехах можно вычислять по формуле 

д а = 
1 

• (52.13) 
� Qghm� (;) т� (;) 
g,h 

При уменьшении интенсивности помех и при увеличении 
мощности сигнала эта величина неограниченно уменьшается 
и гауссово распре.целение (52.12) становится все более 
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.острым• и поэтому более точньlм, поскольку отброшенные 
члены играют все меньшую роль. Величина, стоящая в зна
менателе формулы (52.13), всегда положительна [см. далее 
формулу (52.26)] и монотонно возрастает с увеличением 
амплитуды сигнала, поэтому остальными слагаемыми в пра
вой части (52.11) можно пренебречь при достаточно 
больших отношениях сигнал/пом�ха; для слагаемого 

d2 

л 

--л lnp
m

('t) это вернопотому,что оно не зависит от этого 
d,; 2 

отношения, а для суммы 

1 � Qgh [f g - mg (�)] т� ({) (52.14) 
g,h 

потому, что при, этих условиях разность f g - m
g 

(;) практи
чески определяется помехой и, следовательно, дает мень-

u 1 шии вклад в величину Л2 . 
Предположим, что истинное значение 't равно ,:

0
, так 

что на входе приемника имеется функция 

f (f)= т (f, 't0) + n (f), 
выборки которой равны 

fg
=mg(,:0)+n

g
.

(52. 15) 

(52.16) 

Какая связь существует между истиннь1м значением ,:
0 

и 
измеряемым значением 't? 

где 

и 

Функцию (52.02) можно представить в виде 

q> (,:) = !L (,:, 'to ) +У(,:),

fL('t, 't o)_:_ LQ
ghm

g
(,:o)mh

('t) 
g, Fi 

"(,:) = L Q
ghngmh 

('t),
g,I, 

(52. 17) 

(52.18) 

(52.19) 

причем функция (52.18) обладает следующими свойствами: 

13-(,:, ,:o)=fL('to, 't) v('t) v('to),} 5 2 ) ( 2. О 
fJ-('t)= !L ('t, 't)=v 2 (1:), 

доказательство которых не представляет труда. 
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Можно ожидать, при слабых помехах разность -с - 't
0 

мала, поэтому в выражении для производной 

:'tln А (-с)=дµ.(;� 'tо) +v'(-c) - ; tJ,'('t)+:'tln Рт (-с) (52.21)

при -с= -с можно ограничиться нулевым и первым членом раз
ложения Тейлора для функций 

дfl('C, 'to) =� Q т ('t )т' (-с)= д-с .l.J gh g о h 
g,h 

,- �Qghmg
(-co) т' (-со)+(,: ---со) L Qglimg (-со) т� (-со), 

; 11'(-с)=� Qghm11 (,:)m�(-c)=� Qghmg (-c0)m�(-c0 )+
g,h (52.22) 

} 

и заменить v' (-с) на v' (-с
0

). Приравнивая выражение (52.21) 
при 't='t нулю, по.лучаем для разности -с - ,:0 

выражение 
d 

где 

'1' ('to)+ d-.o 
ln Рт ('1'о) 

,: - 'to = --------=------=d=--2 ---, 
� Qghm� ('to) т� ('t0) - d't2 ln Рт (-.о)
g, h О 

(52.23) 

(52.24) 

В данном приближении случайная величина� является 
нормальной, ее среднее значение и дисперсия равны 

(52.25Э 
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поскольку 
[v' (t0)]� = � Qghm� (1: 0) m�('t0 )- (52.26) 

g,h 
При достаточно большом отношении сигнал/помеха про

изводны:ми ln Рт ('t) можно пренебречь по сравнению с вели
чиной (52.26) и мы имеем 

где величина 

практически совпадает с величиной (52.13). 
,. 

(52.27) 

(52.28) 

У славное распределение величины t определяется по
этому нормальным законом 

(t--s
0
)• 

,. 1 -�

P0,('t)= }/ z1tд 
е (52.29) 

с той же дисперсией, что и в формуле (52.12). 
При уменьшении отношения сигнал/помеха точность вы

веденных выше соотношений будет падать, и при достаточ
но сильных помехах они будут давать резу ль таты, непра
вильные даже качественно. При сильных помехах целесо
образно характеризовать качество измерения вероятцостью 
того, что измеренное (любым способом) значение ._ отли
чается от истю1ного ,:

0 
по абсолютной величине больше, 

чем на в. Эта вероятность равна 

P(\ t,. - 't 0 1 > в)=Р (;> 't0 
+в)+ Р (�< t 0 -в)= 

= 5 Р,.(� > tо+в) Рт ('to) d,:o + I Р,, {; < 'to - в) Рт ('to ) d'to , 
(52.30) 

где Р,,(;>'С
0

+в) есть вероятность события ;>t
0

+в при 
условии, что истинное значение параметра ,: равно 'С

0
, При 

написании формулы (52.30) мы использова�и выражение 
(29.04) для полной вероятности. Переходя в первом инте
грале к переменной 't = 't

0 
+ в, а во втором - к переменной 

1;='t0 
- е, мы получаем 

P(J�-,:0 J>в)= f [Р_
1
(�>1:)р

т
('t-_в)+ 

(52.31) 
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В дальнейшем ограничимся случаем, когда априор-
ное распределение Р

т
(,:) имеет прямоугольную форму 

Рт (т.) =) при
(52.32)

Этого всегда можно добиться надлежащей заменой пе
ременных. Функции Рт('•), Рт (-.-в) и P

m ('t+s) изображе
цы на рис. 51. Если мы в интеграле (52.31) ограничимся

Рис. 51. Прямоуголь
ное распределение па
раметра-. (априорное). 

/7,,, {[-1- t) 1 
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1 
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1 
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1 

1 
: 

1 

с о t 

-, 
: 1 P,,,(l-

lin (r) 
1 

1 

f) 

1 

1 

1 

1 

1 
1 

интервалом в<-.< Т - в, то в виду положительности
подынтегральных функций мы можем только уменьшить
значение интеграла, и поэтому 

Т-Е 

Р (\; - '1:0 \>в)� f 1 [Р,-• (; > t) + Р,+е (; < t)] d-.. (52.33)
Е 

Для подынтегральной функции в последнем выражении
можно вывести следующее неравенство 

где
; [Р,_. (; > t) + Р�+• (; < -.)] � F (; V !L.(-c)), (52.34)

оо z• 

F (z*)=/
211
5 e- 2dz
z. 

(52.35)

есть вероятность ложной тревоги при простом обнаруже
нии, соответствующая цормированному порогу z* [см. форму
лу (31.34)], а 

11-. ('t) = � Q
gh [mg 

(т.+в)- ,n
g 

(-.-s)] [тh (-.+в)- ,nh ('t-s)]=
g.h 

= tJ.(т. + s)+ !L (,: - s) - 211- (t + s, т. - s) (52.36)
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есть отношение сигнал/ помеха в задаче об обнаружении
разностного полезного сигнала 

m,(t, t) = т (t,-. +s)- т (t, t -s),
m,h (t) = mh (1:+ в)- mh (-с - в)

на фofie нормальных коррелированных помех.

} (52.37)

Неравенство (52.34) доказывается следующим образом.
Пусть на фоне помех производится прием од1-юго из сигна
л ов m(t,1:+s) или m(t,1:-s), причем априорная вероят-
ность каждого из них равна 2. Оптимальный приемник,
пр оизводящий различение двух взаимно исключающих слу
чаев 
f(t)=m(t ,-.+в)+n(t) и f(t)=m(t,-c-s)+n(t) (52.38)

есть по существу оптимальный приемник обнаружения
разностного сигнала (52.37) в известной нам разностной 
функции 

f (t) = f (t) - т (t ,,: - s). (52.39)
Такой 1nриемник однозначно определяется, например, зада
нием вероятности ложной тревоги F или 'порога z... в фор
муле (52.35), вероятность правильного обнаружения D за
висит еще от п араметра (52.36). П олная вероятность при
нятия правильного решения определяется формулой
(30.11), а п олная вероятность ошибки V при равновr.роят
ности обоих сигналов равна 

1 V.=1-W=
2

(1-D+F). (52.40)

Она зависит от F. Производная
дV 1 ( дD ) дР =2 - дР + 1 (при 11. (t) = const)

обращается в нуль при условии
дDдР =Л* = 1

(52.41)

(52.42)

[ер. формулу (31.39)], что, как легко видеть, соответствует
.минимуму V. Учитывая, соотношение 

(52.43)
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мы виАим, что для Аостижеnия минимального значения V
надо в формуле (31.34) положить 

и формула (31.35) принимает вид 
со z• 

D = ,r- е 2 dz 
= 

1 - ,/-
1 J --

1 

r 2п r 2п 

1 v---2 .... (<) 

откуда окончательно 

V мин = F ( � V 11. (._)).

(52.44) 

(52.45) 

(52.46) 

Левая часть соотношения (52.34) равна полной вероятности 
ошибки для приемника, осуществляющего различение сигна
лов m(t,-.-s) и т(t,'t+е)спомощью измерения пара
метра ... При этом считается принятым первый сигнал, 

.. 

если ,: - измеренное значение параметра - меньше 't, и вто-
рой сигнал - при ; > 't. Поскольку такой способ различе
ния двух сигналов является неоптимальным и во всяком 
случае не может приводить к вероятности ошибки, мень
шей чем вероятность (52.46), мы и получаем неравенство 
(52.34)*. 

Формулы (52.33) и (52.34) приводят к выражению 

(52.47) 

связывающему вероятность ошибки при измерении пара
метра ,: с вероятностью ложной тревоги при обнаружении 
разностного сигнала ( 52.37). 

* Фо,р.мул.а (52.46) соответствует та,к 1Н1авы1ваем,ому 1идеалыюму на
блюдателю, который обеспечивает максимум W и минимум V=l - W. 
В гл. V указ811Ю (см. м�ий шрифт ·в �юнце § 30), что �идеалыный 
наблюд,атель эювиqJалеи,тен оптималыному приемнику о§наружен,ия 
с вероя111Юстью F, соответс11Вующей ·маJКсимуму W. Строгое доказа
телЬС11Во то.го, ·что та,кой оптимальный пр,иемнИJК дает абсолютный ма
к�имум W, дано в приложеюии 1. 
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nри достаточно малых в можно положить 
mh 

(-i:--t-в)- mh ('t- в)= 2вт� (,:) 

и поэтому величина (52.36) приближенно равна 
4е 2 1 v-- s 

!'-.(-.)= д"(-.) • Т 11,(-i:)= д('r) ,

(52.48) 

(52.49) 

где д 2 (,:) определяется формулой (52.28). Поэтому правая
часть формулы (52.45) равна 

Т-а Т-г Т 

; s F о V 11-. ('t)) d't =; j F ( д (�)) d-i: �} s F ( д �"С)) d"C. 
Е Е 0 

(52.50) 
Если помехи доста rочно слабы и измерение произво

дится по максимуму коэф:рициента правдопJдобия, то с по
мощью расп;>еделения (52.29) можно вычислиrь условную 
вероятность ошибки 

оо z• 

2 
s 

-2 
( s ) =r 2п е dz=2F д(�аJ ,

• 

д (<о) 

и полная вероятность ошибки равна 
т 

Р(\;-,:0 \>в)=; S F(д;'to)) d-.0• 

(52.51) 

(52.52) 

Сравнивая последнее выражение с формулами (52.47) и 
(52.50), мы видим, что если измерение производитсJI по ко
эффициенту п;>авдоподобия, то при малых ошибках в и ела· 
бых помехах знак_ неравенства в сооrношении (52. 47) можно 
заменить на знак равенства. Приемник, осущесгвляющий 
такое измерение, является оптимальным в том смысле, чrо 
обеспечивает минимальную вероятность ошибки Р (\ -с-1:

0
\>в ). 

В других случаях фо;>мула (52.47) дает, вообще гово;щ 
лишь односrороннюю оценку погрешности измерения и ве-
роятносгь ошибки Р (\; _ -.

0 
\>в) можег значительно пре

восходить минимальное значение (ер. конец § 56). 
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§ 53. ПРОСТОЕ ИЗМЕРЕНИЕ ВРЕМЕНИ ПРИХОДА СИГНАЛА

ПРИ СЛАБЫХ ПОМЕХАХ 

Одним из наиболее ча,сто используемых в радиолокации 
способов измерения неизвестных координат цели является 
измерение момента прихода сигнала, отраженного от цели. 
В этом и следующих параграфах .мы рассмотрим измере
ние времени прихода сигнала ,:, от которого полезный 
оигнал зависит следующим образом 

m(t,-c)=m(t-,:), (53.01) 
причем мы пренебрегаем возможной зависимостью ампли
туды сигнала от ,:. Априорное распределение параметра т 
для простоты �предполагается прямоугольным (с,м. фор
мулу (52.32)). 

Вводимый таким образом параметр ,: обладает рядом 
особенностей, которые облегчают как практическое осуще
ствление оптимального приемника, производящего изме
рение, так и теоретическое исследование возможностей 
измерения. 

Действительно, функцию (52.02) в данном случае мож
но записать так: 

где 

ер (,:) = L k g (,:) f g, 

g 

k
g 

(,:) = L Qgh
m

h 
(,:) = L Q

gl,m uh - ,:). 
h h 

(53.02) 

(53.03) 

Последняя формула эквивалентна вычислению коэффициен
тов k

g 
(,:) из системы линейных алгебраических уравнений 

LR
g
i

h
(,:)=m(t

g
--c),g,h=1, ... , Н, (53.04) 

причем для стационарных помех 

(53.05) 

Поэтому коэффициенты k
g 

(,:) могут быть записаны следую
щим образом: 

k
g 

(-c)=k (,:- t
g
) Лt, 

и выра.щение (53.02) приобретает вид 
'f (-с)= Лt � k (,: - t g) f g' 

(53.06) 

(53.07) 
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что по ,суще,ству ,совпадает с формулой (,26.47). Если про
межуток наблюдения бесконечен, то функцию <р ( t) 
можно получить в виде процесса на выходе фильтра 
с частотной характеристикой (27.10), причем параметр 't 
играет роль физического времени. Результаты получатся 
практически те же, если наблюдение 1производится за ко
нечный промежуток времени, охватывающий s,ce сигналы
от самого раннего аиrнала т (.t) до самого позднего сигна
ла т(t-Т)- и, кроме того, имеющий на �юнцах дополни
тельные промежутки, продолжительность которых опр•еде
ляется временем 1юрреляции помех ( ер. конец § 27). 
В других случаях приходится решать систему уравнений 
(53.04) ,или соответствующее интегральное уравнение, но 
формула (53.07) остается в силе, так что <p(t) воспроиз·во-
1дится (в- виде функции времени) некоторым линейным 
фильтром. 

Случайную функцию v (,:), определенную формулой 
(52, 19), можно представить в аналогичном виде 

'1 (,:) = лt � k (,: - t g) п ( t g) (53.08) 
g 

и рассматривать как результат прохождеция помехи п (t) 
через рассмотренный выше фильтр, в котором k (,: - t) есть 
реакция на единичный импульс. Легко видеть, что '1 (,:) есть 
стационарный случайный процесс, автокорреляционная функ
ция которого 

(53.09) 

есть четная функция разности ,: - ,:
0

• Поэтому в данном
случае

(53.1 О) 

причем выполняется соотношение 

(53.11) 

Параметр 1-1 =µ,(О) есть эффективное отношение сиг
нал/помеха (не завис,1щее от ,:), которое было введено еще 
в § 31. Введенная в формуле (52.36) величина 1-1. (,:) также 
не зависит от ,:, и мы будем ее просто обозначать как 

(53.12) 
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Считая разность -с - -с
0 

достf;!точно малой и учитывая, 
что р, (-с - -с

0
) есть четная функция, можно написать разло• 

жение 

(53.13) 

где параметр 3ш, имеющий размерность частоты, определяется формулой 

(53.14) 

или в развернутом виде 

� Qgh т' (tg) m' (th)
(8ш)2 = =--�:,'---h ______ _ 

1 Qghm (t
g

) m (th
) (53.15) 

g,h
Введенная в§ 52 величина д равна 

д=�-
oro-V 1-1 (53.16) 

Она не зависит от -с и определяет дисперсию случайной
величины -с - значения параметра -с, измеренного по максимуму коэффициента правдоподобия [ер. формулы (52.28) и(52.29)]. 

Выясним смысл параметра 8ш, Для некоррелированныхпомех имеем 

� [т' (th)) 2 

(8ш)2 = _h ___ _ 

� m• (th)

" 

ы 

� ro�jM(ro)j 2 d(J) 
" 

-ы

" 
(53.17) 

ы 

I I М (ro) J 2 dro 

" 

-At

так что 8ш определяется формой полезного сигнала и характеризует полосу частот, занятую сигналом. Параметр Sшотличается·, однако, от ширины полосы доо, которую мыопределили формулой (3.30). Оба параметра по порядку
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величины часrо одинаковы, тогда параметр аш по порядку 
l равен То 

, где Т
0 

- длительность полезного сигнала [см.

ниже формулы (53.23) и (53.25) для колоколообразноrо и 
треугольного импульсов]. Однако в некоторых случаях ош 

l может значительно превосходить ЛФ и То 
[ер. ниже форму-

лу (53.29)]; эти случаи имеют важное практическое значе
ние. 

Поскольку выражения (52.22) или (53.13) для 1-1(1:, 1:
0

) 
справедливы лишь при условии 

8:о(,::--,:
0
)"-'8ФЛ� 1, (53.18) 

то и полученная выше формула (53.16) справедлива лишь 
при условиях 

(53.19) 

так что сказанное выше относится к точному измерению 
параметра ,: при слабых помехах. По мере умеI:1ьшения 1-1 
величина Л растет, и, начиная с некоторого значения 1-1, фор
мула (53.16) становится непригодной. Можно считать, что 
применимость формулы (52.22) или (53.13) при /,: - 1:0 I "-' Л
определяет нижний предел для .больш:с1х• значений пара
метра 11-, при которых еще справедлива формула ( 53.16). 
Во всяком случае эта применимость есть необходимое ус
ловие того, что помехи можно считать слабыми. 

Если помехи коррелированы, то вмесго формулы (53.17) 
мы имеем 

" 

-дt
(ow)2

= ------

,. 

(53.20) 
дt 

s 
" 

так что оФ зависит от формы спектра помех. Величину ОФ 
можно называть .средней квад1Jатичной" шириной полосы 
полезного сигнала на выходе оптимального линейного филь
тра, рассмотренного нами ранее ( см. § 27). 
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Рассмотрим в заключение некоrорь!е часнще случай 
измерения момента приход:� -с полезного сигнала на фоне 
некорреляров1нной помехи (белого шума) по функции f (t),
известной в некотором интервале времени. В этом случае 
величину аш можно вычислять по формуле 

� [т' (t)]2 dt 

(o:u )2 = --:----

5 т2 (t) dt 
-00 

Для колоколообразного (гауссова) импульса 
t' 

т (t) = ae-w, 

(где а и � - постоянные) мы получаем 
1 

am= -v2�

Для треугольного импульса 

т (t) = а ( 1 - 2 j: 1) при I t 1,,;;; �• ,

m(t) =0 

:v1ы имеем 

т при /tl>-1 

Для прямоугольного импульса 
т т (t) = а при I t \ < i ,

т 
т (t) = О при I t 1 > 2° 

) 

(53.21) 

(53.22) 

(53.23) 

(53.24) 

(53.25) 

(53.26) 

величина om получается бесконечной, поскольку производ-
ная т' (t) при t =-+- 2° бесконечно велика. Поэтому вели-

чина д во формуле ( 53.16) получается равной нулю, что 
свидетельствует о неприменимости рассуждения § 52 к 
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прямоугольному импульсу, являющемуся чрезмерной идеа•
лизацией реальных радиолокационных сигналов, имеющих
крутые (но не бесконечно крутые) склоны. В самом деле,
функция р. (,: - ,:

0
) для прямоугольного импульса равна 

(ер. § 20) 

_ [ 1 -с - 'Со 1]
I r 11(,:-,:0)-r, 1- То при 1,:-,:о '¾ о• ! (53.27)

так что разложение (53. l 3) для такого сигнала несправед
ливо. 

----То---

Рис. 52. Т рапецо
идальный импульс. 

Чтобы разобраться в этом вопросе более детально, рас-
смотрим трапецоидальный импульс (рис. 52) 

т (t) = а при I t 1 < � , 
2 1 t 1

1+1-т; 
m(t)=a--

1
--

m(i)=O 

для которого 

т т 
при 2° < 1 t 1 < ( 1 -f:- у) j ,

т при I t 1 � ( l + у) 2° ,

1 (53.28) 

(53.29) 

Вычисляя функции 11 ( 1: - ,:0) для взятых импульсов, 
можно оценить применимость приближенной формулы 
(53.13). Колоколообразному импульсу (53.22) соответствует 
функция 

(53.30) 
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а треугольному - функция 

f1 (,: - '1:0) = 11- Г 1 - 6 (,; - ;•)• + 6 I 't - ;• 1' ]

I_ То То 

а2Т 
1t-

о 

г-з:s-• 
п 

при /-с - -.0 / .:;;;; �• , 

(53.31) 

так что выражение (53.13) справедливо лишь пр_и условии 

(,:--с0 )
2 

� 4�2 (53.32) 

для колоколообразного импульса, и при условии 
/-с-,:о /�То 

(53.33) 

для треугольного импульса. Поскольку параметр � для ко
локолообразного импульса определяет его эффективную 
длительность, оба условия (53.32) и (53.33) по сущестзу 
равнозначны и приводят к соотношениям (53.18) и (53.19). 

Для трапецоидального импульса (53.28) мы получаем 

f1('t-'t)=f1
[

l- 2('t-'to)2 + 41't-'tol 3 j) 
0 r ( 1 + 1 ) тg 312 

( 1 + п т� 1 

при 1-. - ,:о 1 ,;;;;; у ; о ' 

f1 (-с_ 't
o
) = µ [! + � _ \ • � 'to 1 ]

1 +3 (1 + 3 )т. 

. . . . . . . . . . . . . . . .

при 1
;

0
,;;;;; /,:- ,:0),;;;;; Т0 , 

при l���o l� (
0

I-t�)-T0 , 1 

1 

J 

(53.34) 
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так что выражение (53.13) применимо лишь при условии

/ 't - 't0 J <�(У;о, (53.35)

а при 1; 0 
� / -с - -с0 1 � Т O и у � 1 функция (53. 34) практиче

ски совпадает с выражением (53.27) для примоугольного
импульса. 

Теперь мы можем оценить возможности, имеющиеся
при измерении момента прихода трапецоидального импуль
са с достаточно крутыми склонами, т. е. с достаточно ма
лым у. Поскольку согласно формулам (б3.16) и (53.29)
погрешность в измерении момента прихода определяется
величиной

д=__!_,, /i Т = у� (при у� 1),2 V fJ- 0 2а (53.36)

то, действительно, д - О при у - О. Однако формула ( 53.16)
справедлива лишь при условии

д - __!_ .. / у т о ,то -2r 1-1 о� 2'

которое можно записать в виде
1 а2 1 

11 � - или - � - ,
1 S

п ,То

(53.37)

(53.38)

т. е. чем круче фронт зондирующего сигнала и чем боль
ше величина ош, тем при больших значениях параметра 11
(отношения сигнал/помеха) необходимо производить изме
рение, чтобы получить среднюю квадратичную ошибку
(53.36). 

Из этого примера видно, что применение длительных
1 сигналов, удовлетворяющих условию ош ► тO 

, позволяет

повысить точность измерения момента прихода, определя
ющего в радиолокации дальность цели. Однако чрезмерное
увеличение ош (при данных Т

0 
и 11) может не прю:ести к

желаемоиу увеличению точности, так как формула (53.16)
справедлива лишь при определенных условиях. 

Полученный результат является частным случаем поло
жения, установленного В. А. Котельниковым на основании
рассмотрения различных способов модуляции сигнала. Чем 
меньше вероятность малых ошибок при слаб1>1х (малых)·
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помехах, «тем при меньшей интенсивности помехи насту
пает граница между «большой» и «малой» помехой. При 
«большой» же помехе выведенные формулы становятся не
верными. В пределе изложенные здесь способы позволяют 
свести погрешность, получаемую от воздействия «малых» 
помех, к нулю, но при этом «малыми» помехами должны 
будут считаться помехи, интенсивность которых также 
равна нулю. Таким образо:-.,1, этими способами совершенно 
уничтожить действие помех, как и следовало ожидать, не 
удается, можно лишь получить уменьшение их влияния. 
Такое уменьшение бывает целесообразно ·в случае помех 
с достаточно малой интенсивностью и необходимости 
иметь очень малые ошибки при передаче». 

§ 54. СЛОЖНОЕ ИЗМЕРЕНИЕ .ВРЕМЕНИ ПРИХОДА СИГНАЛА

ПРИ СЛАБЫХ ПОМЕХАХ 

В предыдущем изложении мы не учитывали того об
стоятельства, что полезный сигнал т (t - -.), время прихо
да -с которого мы должны измерить, имеет характер высоко
частотного сигнала и может быть записан в виде 

m(t-,:)=e(t--.)cos [w0 (t-,:)-ф(t--c)-6], (54.01) 

где ш
0 

- несущая частота, е (t)- огибающая, ф (t)- мед
ленно меняющаяся (дополнительная) фаза, 6 -начальная
фаза. Такой же характер имеет и функция

rp (t) = L Qgh f gmh (,:) =
g,lz 

= L Q
gh f g е (th --с) cos]w0 (th 

- ,:) - ф (t - ,:) - 6], (54.02)
g,h 

которую можно написать в виде 

rp (,:) = cf5 ( t) cos [ ш0
-. - Ф (-с) + Ь], (54.03) 

где 
& (,:) cos ф (,:)= ) 

= L Q
gh f ge (th - ,:) cos [ш0-.h - ф (th - ,:)],

g,h 

� (54.04) & (t) sin Ф (,:) =
1 

= L Q
gh f ge (th - ,:) sin [шih - � (th - -с)],

g,h 
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причем d5 (-.) и Ф (1:)- медленно меняющиеся функции (по
сравнению с высокочастотной фазой w

0
1:). 

Оптимальное устройство точного измерения позво
ляет в принципе измерить время прихода с точностью до
долей периода несущей, равного 2

1t • Для этого необходимо
с.>о 

измерять начальную фазу 6 полезного сигнала. Однако в
большинстве случаев детальная информация о времени за
паздывания, связанная с фазой 6, является излишней, так
что 6 можно считать неизвестным параметром, равномерно
распределенным в пределах окружности (О,,;;;; 6 < 21t).
Тогда мы приходим к проблеме сложного измерения пара
метра 1: при наличии случайного (неизвестного) параметра 6,
причем коэффициент правдоподобия А (1:) оказывается рав
ным (ер. § 33) 

1 

--µ. 

A('t)=P
m

(1:)e 2 I
0

(d5(1:)). (54.05) 

При прямоугольном априорном распределении (52.32) и
независимости \.1. от -., оптимальный приемник сложного изме-

.. 

рения должен выдавать -. - измеренное значение 1:, соот
ветствующее максимуму функции 

f!J2 
( 't) = { � Q gh f ge ( t h - '1:) cos [ mi h - ф ( t h --:- '1:)] } I +

(54.06) 

Пусть данные нам значения f 1! равны

f g = е (t g - -с0) cos [ Ф0 (t g - -.0) - ф (t g - -.0 ) - 6
0 ] + ng, 

(54.07) 

где 1:
0 

есть истинное время прихода полезного .сигнала,
6

0 
- его фаза, ng - значения помехи в моменты tg. Пре

небрегая, как в § 33, суммами быстро осциллирующих
слагаемых, пропорциональных 

COS [Ф0 (t
ll 
+ th)-ф (t

ll
-'1:0) - ф (th - -с)] И
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мы без каких-либо других пренебрежений можем преобра
зовать формулу (54.06) к виду 

�
2 (t) = { М COS (m0 ,:0 - W + 60 ) + 

+ L Qgh nge (th - ,:) cos [mofh - ч, (th - t)] }' +
g,h 

+{ М sin (ш0
't

0 
- \lJ' + 6

0
)+ 

+ � Qghnge (th - ,:) SiП. [ш0 fh -tji (fh -t)]}
2

, (54.09)
g,h 

где величины 1И и W определяются соотношениями

М cos W=; 1] Qghe(tg-'to) е (th-,:)cos [ш0 (t
g
-th)-)

g,h 
1

-lj,(t
g

-'t
0
)+ч,(t

1
,-t)], i 

М sin \!J'= � 1]Q
gh e (tg -'t 0 ) е (th

-'t) sin [ш0 (ig
--t

h ) - 1
g ,h 1

-t(tg--.o)+t(th -,:)j._ )

(54.1 О)

Нетрудно показать (ер.§ 53), что M=M('t-t
0

) и W=
= W ( 't - 't

0
), причем М есть четная, а чr - нечетная функ

ция ,: - ,:
0 

и, кроме того, 
11.= 1И (О). (54.11)

Если параметр \.1. велик (т. е. помехи достаточно сла
бые), то первый член в каждой из фигурных скобок (54.09), 
как правило, значительно больше второго (т. е. суммы, 
обусловленной значениями помехи ng), и поэтому при обра
зовании квадратов сумм в фигурных скобках можно прене
бречь квадратами этих членов. В результате получаем 

где
N (,:, ,:о)=

= � Q
gh ng

e (th - ,:) cos [m0th - lj, (th - ,:)- ш0 ,:0 + W-60
]. 

g,h 

22* 

(54.13)
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Пренебрегая при вычислении квадратного корня из пра• 
№ вой части (54.12) членами порядка м 2 

по сравнению с удер-

жанными, т. е. делая то же приближение, что и при на
писании самой формулы (54.12), ,:получим 

&(-.)=M(1:-,:0 )+N(,:, 1:0 ). (54.14) 
Можно сказать, что при достаточно больших отношениях
сигнал/помеха выражение для огибающей & ( ,:) . как бы
.линеаризуется", т. е. представляется в виде суммы полез
ного сигнала М и помехи N. Чтобы избежать усложнений, 
ограничимся наиболее простым случаем, когда помеха
является белым шумом 

Q 
1 � 

gh = Rп(О) ()gh" 

В этом случае формулы (54.10) дают 

(54.15) 

Jl1(,:-,:o)=2R�(O)� e(,:h-,:O)e(th -,:), (54.16)
h 

если к тоиу же сделать предположение, что частотная и 
фазовая модуляции отсутствуют (<jl (t) = О). Из формулы 
( 54.13) легко находи_м 

l дN �: ... ) J 2 = 2R
� (О)� [е' (th - ,:0)] 2 при ,: = ,:о · (54.17)

Пользуясь приближенным выражением 

M(1:-1:o)=tJ-[l- t (ош)2 (-.--.0)2 ], (54.18) 

где 

(54.19) 

мы, как и в § 52 и 53, получаем для дисперсии Л 2 изме
ряемого значения ,: выражение 

1 

Л=аы -Vµ' 
по существу эквивалентное формуле ( 53.16). 
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В предыдущем naparpaфe мы с11итали, что полезный 
сигнал является видеоимпульсом-колоколообразным, тре
угольным или трапецоидмьным импульсом без высоко
часrотного заполнения. Выведенные выше соотношения по
казывают, что если полезный сигнал явля�тс,r высокочасrот
ным импульсом без фазовой и частотной модуляции, то при 
больших значениях р. измерение момента его прихода 
сводится к измерению момента прихода видеоимпульса 
е (t- ._) 

-V 2 
, где е (t- ,:)- огибающая высокочастотного им-

пульса. Тем самым результаты § 53 распространяются на 
случай радиолокационного измерения дальности и азимуrа 
по времени прихода радиоимпу лъсов. 

§ 55. ИЗМЕРЕНИЕ МОМЕНТА ПРИХОДА СИГНАЛА

ПРИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОМЕХАХ 

Неравенство (52.47), выведенное ранее для простого из
мерения любого параметра, упрощается в случае, когда ,: 
есть время прихода полезного сигнала, поскольку тогда 
величина !1-. не зависит от ,: и определяется формулой 
(53.12) 

(55.01) 

Интеграл в правой час_ти неравенства (52.47) тогда выqисля
ется элементарно, и мы получаем 

(55.02) 

где 

(55.03) 

есть минимальная вероя гность ошибки в оптимальном при
емнике, различающем дза равновероятных сигнала т (t, ,:+ 
+е) и m(t, '1:-е) [т. е. обнаруживающем разностный сиг
нал (52.37)].

В § 52 мы показали, что при малых е и слабых помехах 
в соотношении (55.02) можно знак не1Jавенства заменить 
знаком равенства, если просrое измеJение производится по 
коэффициенту правдоподобия. При сильных помехах, когда 
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отношение сигнал/помеха достаточно мало, F =::: + и А;:;::; 
·.:::::; 1, мы, очевидно, имеем

(55.04) 

так как вероятность получить 't в данном интервале опре
деляется априорным распределением (52.32). Следовательно, 
и в этом предельном случае в соотношении (55.02) можно 
взять знак равенства. Однако в промежуточных случаях 
коэффициент А лишь определяет нижнюю границу вероят
ности ошибки при оптимальном измерении. 

Величину А мы изобразили на рис. 53. Ее можно на
звать коэффициентом неопределенности (или ненадежности) 
при измерении. При \L, - оо коэффициент А -О, вероят
ность ошибки исчезает, и мы получаем при измерении 
определенный результат. При f1, - О коэффициент А-1; 
это значит, что наблюдаемые максимумы (пики) коэффи
циента правдоподобия А ('t) или апостериорного распреде
ления P

r 
[т ('t)j никаким сигналам не соответствуют и явля

ются лишь случайными выбросами помехи, полностью 
маскирующей полезный сигнал. 

Коэффициент А и рис. 53 допускают различные интер
претации. Пусть мы измеряе vr положение сигнала на фоне 
белого шума по входному процессу f (t), причем продол
жительность сигнала равна Т

0 
и вне соответствующего 

интервала сигнал равен нулю. По формулам (52.03) и 
(31.27) мы получаем: 

f1 ('t - 'to)= Rn\0)
� m (th - '"о) m (fh - 't) = 

h 

или при лt- О 
00 

(55.05) 

(55.06) 

так что для сигналов, имеющих полную продолжитель
ность т

о 

(55.07) 
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и 

т 

11-. =211- при е;;;;;. Т. (55.08) 

Беря посл�днее значение f-L., мы получаем коэффициент 
неоднозначности А в узком смысл� этого слоза, который 
мы будем обозначать через А 0 • Величина А0 

определяет
вероятность принять за полезный сигнал ложный пик ко-

А,/-А 

,--�-----,.----!,От-----.....--,-.-----. 

1------1----��1r'-тт----+-----t 

1/ 
'] / / 
L// 

1-----��..,,,�-о.г+--------+----� 
.,,,, 

-го -{О о 20 
IOljPE 

Рис. 53. Коэффициент неопределенности А

(и величина 1-А) как функция р..: 
1 - для сигнала с язвестноi! амплитудой; 2 - для сиг

нала со случайной амплитудой, распределенноil 
по закону Релея. 

эффициента правдоподобия Л ('t), вызванный шумом и не 
т имеющий никакого отношения к сигналу. При е <-f

вместо формулы (55.08) нужно применять общую формулу 
(55.01), которая, вообще говоря, приводит к меньшему 
значению 11. и большему значению коэффициента неопреде
ленности А. Это объясняется сложением вероятностей 
ошибок двух типов: ошибки принять ложный пик за сиг-
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нал (вероilтность этой ошибки дает А0) и ошибки в точном 
определении момента прихода сигнала по правильному пику 
вследствие того, что шум смещает максимум этого пика 
и получается 1 � - 't

0 1 > в. 
Формулу (55.02) можно обо5щить на случай сложного 

измерения, когда полезный сигнал зависит от дополнитель
ного параметра О, который не измеряется и принимает не
п;:�ерывную совокупность значений. Для этого нужно вос
пользоваться формулой полной вероятности (29.04)

Р ( 1 � - 'to 1 > з)= f Рт (6) Р8 ( J; - 'С0 1 > в) d6, (55.09)

где р
т 

(О) есть плотность вероятности случайного пара
метра О, а Р8 (1�-'tо l>в)-вероятность ошибки при из
щ�рении параметра 't при условии, что парам�тр 6 имеет 
определенное значение. Последняя вероятность не отли
чается от вероятности ошибки при простом измеоении, 
поэтому для нее спразедливы формулы (55.02) и (55.03),
причем параметр !·\, вообще говоря, зависит от О. 

Если параметр 6 является фазой полезного сигнала, то 
согласно § 33 параметр !-'-, от 6 не зависит, так что для 
измерения момента прихода сигнала с неизвестной фазой 
справедливы формулы (55.02) и (55.03), выведенные выше 
для простого измерения. Результаты § 54 показывают, что 
при достаточно слабых помехах в формуле (55.02), как и 
при простом измерении, следует взять знак равенства. 

Если дополнительный параметр является случайной 
амплитудой (огибающей) G, то 

l-'-.(O)=G2
tJ,

0
, где 1-'-.=11-

1
(1), (55.10) 

и формула (55.09) приводит к соотношению 

Р ( 1 ; - 'to 1 > Е) = f Рт 
( G) Р а ( 1 � -- 'С0 

1 > г) dG ;;а,

2е µ, 
--8-

( ) , - r 00 fl-s х• 

=\ 1 - т V � 
J 

P,,/G)dG .r е (1,х.

101 

(55.11) 



Если считать, что амплитуда сигнала распред�л�на по за
кону Релея 

а• 
Pm(G)=Ge-2

Pm (G)=O 
при а;:;;..о, t 
при G< О f 

(55.12) 

(ер. § 34.), то дзойной интеграл можно преобразовать с 
помощью формулы -Дирихле следующим образом 

00 а• 00 µ х• { ;: J Ge-
2 

dG� е--;.-dx=

о а 
00 11-. х• Х о• 

=V �: S e--8-dx)Ge-2dG=
о о 

= { ;; S[ е - ••;• - е - ( '+ '; i '}
х 

= 

о 

v;:--2-
=l---====1----1--

у1+� у1+� 

так ч то мы опять получ а ем неравенство (55.02),
коэфф ициент неопределенности 

(55.13) 

в котором 

(55.14) 

характеризует изм ерение времени прихода сигнала с неиз
вестной амплитудой или же с неизвестными амплитудой и
фазой. 

Величина (55.14) также изображена на р ис. 53 как
функция 11"· Мы видим, что при больших 11 к оэффициент

' 
. 

А для с игнала со случайной амплитудой гораздо больше, 
чем для сигнала с постоянной амплитудой. Отметим, что 
при измерении ,параметра 't' у сигнала со случ айной ампли
тудой, могущей принимать  сколь угодно малые значения, 
помеху сколь угодно малой интенс ивности нельзя считать 
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сла'6ой в смысле § 52-54. Поэтому в настоящее время 
тоЧJiость (или, скорее, надежность) измерения момента 
прихода флюктуирующего сигнала можно количественно 
оценить только с помощью коэффициента А.

При использовании полученных .в этом параграфе ре
зультатов следует помнить, что коэффициент А определяет 
не саму ошибку измерения, а ее нижнюю границу, так как 
нера,венство (55.02) лишь ,в предельных случаях перехо
дит в равенство. Это значит, что если коэффициент А
близок к единице, то измерение может дать лишь неопре
деленный результат, но из малости А (скаж,ем, из значе
ний А =0,1 или А =0,2) какие-либо количественные выводы 
сделать трудно. В конце ,следующего параграфа мы рас
смотрим этот вопрос более детально. 

§ 56. ЗАДАЧА О РАЗЛИЧЕНИИ М ОРТОГОНАЛЬНЫХ

СИГНАЛОВ 

Выше ,мы исследовали измерение непрерывного пара
метра при наличии нормальных помех. В этом параграфе 
мы рассмотрим аналогичную задачу для дискретного па
раметра. Последняя задача является более про,стой и по
этому позволяет получить более полное решение, которое 
имеет самостоятельный интерес и вместе с те,м дает воз
можность выяснить некоторые ·вопросы, относящиеся к из
мерению непрерывного параметра. 

Пусть опять мы знаем заранее, что полезный сигнал 
присутствует, но его дискретный параметр k, могущий 
принимаrь М значений 

k=l, ... ,.M, (56.01) 
неизвестен и требуется его определить. Иначе говоря, из
вестно, что на входе присутствует какой-то из М сигналов 
m

k 
(,t) =m(t, k) и нужно различить, какой именно сигнал 

присутствует в принимаемой функции 
f (t) = m

k 
(t) + n (t). (56.02) 

Если мы интересуемся обнаружением каждого из сиг
налов m

k 
(t) в отдельности, то мы должны исходить из 

соответствующего коэффициента правдоподобия Ak . Если 
сигцалы m

k 
(t) имеют неизвестную случайную фазу, то 

согласно § 33 коэффициент Л
k 

равен 
1 

-21'-k 

.Лk = pke 1
о (Фk ), (56.03)_ 
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и если амплитуда mk 
(t) также случайна и распределена 

по закону Релея, то согласно § 34 

g� 
(56.04) 

При написании выражений (56.03) и (56.04) мы воспользо
вались формулой (29.38), несколько изменив обозначения. 
Здесь pk 

- априо;Jная веро;пносr.ь появления k-ro сигнала 
mk 

(t), а µk - эффекгив�юе отношение сигнал/помеха для 
него, причем для простоты мы будем далее считать, что 
все pk 

и µk 
равны 

1

Рk
= -д, f-Lk =f1 (k=l, ... ,M). (56.05) 

Величина Фk -· 
огибающая, вычисляемая по формуле (33.07):

она-то в сущности и определяет коэффициент правдоподо
бия Лk , являющийся монотонной функцией 1/;k или же
безразмерного параметра 

(56.06) 

При измерении дискретного параметра k естественно 
образовать все 1И коэффициентов правдоподобия Л k и при-
нимать решение по максимальному Л

k 
(ер. § 50). Таким 

путем мы приходим к схемам }И-канальных приемников, 
на выходе каждого канала которых образуются величины 

(56.07) 

�
k

, z
k 

или Л
k

. Второе соотношение (56.05) означает, что 
случайные величины 'lk во всех каuалах имеют одинаковые
статистические свойства, в частности, 

-
? 

'lk = 0 И '17, = \1, (56.08) 

причем мы дополнительно примем, что величины 'lk в раз
личных каналах статистически независимы 

v
k
v

1
=0 при k-=f-l. (56.09) 
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Более подробно условие (56.09) можно записать в 
виде 

'1/1 1 = � Qghm
g 

(k) mh (l) = О при k =f: l,
g,h 

(56.10) 

где, например, m
g 

(k)- значения сигнала т (t, k) в мо
менты t g • Образовывая в еличину 

r.p1 = � Qghf g mh (l) (56.11) 
g , h 

в 1-м канале по принятым значениям f g, мы будем иметь 
на выходе /-го канала одну помеху 

Cf11
= '11 = � Qghng

mh (l), (56.12) 
g, h 

если только 
(56.13) 

Это значит, что каждый сигнал ,проходит только по своему 
каналу, ничего не давая на выходе остальных. Поэтому 
в литературе данную задачу часто называют задачей 
о системе М ортогональных сигналов. 

Данную схему можно применить, например, 'В задаче 
о си·гнале с неизвестным временем прихода т ( см. § 53-
55). В качестве примера в озьмем импульсы прямоугольной 
формы, время прихода которых может принимать лишь 
дискретные значения 

-r = kд-r, k = 1, ... , М. (56.14) 
Если помеха представляет собой: белый шум и если выпол
няется условие 

(56.15) 
где Т

0 
есть длительность импульсов, то в силу соотно

шения 
� mh 

(k) mh 
(l) = О при k::f=l

h 

(56J6) 

мы имеем задачу об М ортогональных сигналах, причем 
т 

М= т- , (56.17) 
L,'t 
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где Т- длина интервала времени, в котором исследуется 
появление сигнала. 

В случае сигналов произвольной формы корреляционная 
функция 

1-1 (1: - ,:о)=-.. (-с) '1 (-с
0
)=� Qghmg (-с

0
) mh (-с) (56.18) 

g,h 

стремится к нулю при \ 1: - 't
0
1-+ оо. Если при условии 

\-с- 'С0 \;;;, д-с (56 19) 

функция f1 ( -с - 't0) принимает малые значения, кото%1ми 
можно пренеб;:,ечь, то при дискретных значениях (56.14) 
опять можно считать, что выполняется условие ортогональ
ности ( 56.1 О). 

Задача об М ортогональных сигналах имеет и другие 
интерпретации и применения. Например, сигналы могут 
быть разн·есены не по времени прихода, а по ча-стот,е и 
вследствие �этого удовле11ворять условиям (56.10). 

Рассмотрим М-канальный приемник, принимающий ре-
шение о наличии сигнала т (t, k) при условии 
А А> Лk [при всех k = 1, ... , М, отличных от' k]. (56.20) 

k 

Вычислим вероятность того, что такое измерение д_ает 
правильный результат, т. е. что отобранный по максимуму 
A

k 
(или z

k
) параметр k равен истинному значению k

0
• 

Обозначим эту вероятность чеuез Р (z); она, очевидно, за
висит от значения z=z

k0 
Пусть F(z) есть вероятность 

ложной тревоги в каждом канале при пороге z ( если этот 
канал использовать для обнаружения каждого из сигналов 
m(t, k) в отдельности). Тогда вероятность P(z) в силу не
зависимости случайных величин "k в М - 1 канале (k ==1= 
=1=- k0 ) равна 

Р (z) = [1 - F (z)]м-i • (56.21) 
Если плотность вероятности величины z в k

0
-м канале, где

действительно имеется сигнал т (t, k
0

), обозначить через 
р (z}, то вероятность Рт - вероятность произвести правиль-
ное измерение k при любом значении z- будет равна 

00 00 

Рт=� P(z)p(z)dz= � [1-F(z)]M-J p(z)dz (56.22) 
о о 
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или 
M-l оо M-l 

р,п = � с�-1 ( -1)kspk (z) р (z) dz= 1": (- l)kC�_lFk, 
k=O О k=O 

где С�_1 есть биномиальный коэффициент 
(56.23) 

Ck = (М-1)1 _(M-l)(M-2) ... (M-2-k) (56_24) М-1 kl (М - 1 - k)I k! 

В случае сигнала с неизвестной фазой, когда 
z• p.+i• 

F (z)=e-2, p(z)=ze- -2-10 
(Vi;:-.z),

пользуясь тождеством (33.46), имеем 
� с,о р. + (k+l) z• 

pk = е-2 = f ze - 2 /о (f;z) dz=

kp. 
e-2(k+I)

k+I ' 

(56.25) 

(56.26) 

откуда из формулы (56.23) получаем следующее выражение: 
М-1 - __!!L_ 

t°l k k е 2 (k+!) 

Pm=�(-I)CM-1 k+I 
k=O 

(56.27)

В случае флюктуирующего сигнала с неизвестной фазой, 
когда 

мы получаем более щ�осrое выражение 
М-1 

350. 

� k 'k 1 
Рт= �(-l) СМ-!\ +k(l +11-)'

//=;О 

(56.28) 

(56.29) 



nоскольку тогда 

k \ 1+µ. 2
d 

1 cos - ( k+ _1_) � j 
F =1+1-t ze Z=l+k(I+µ.)· 

о 

(56.30) 

При двух сигналах (М =2) формула (56.27) nринимает 
вид 

1 _
!:._ 

Р =1--е 4 

т 2 ' (56.31) 

а формула (56.29) дает 
1 

Pm=l-2+µ· (56.32) 

При любом М в обоих случаях имеем предельные соотно
шения 

(56.33) 

которые, разумеется, можно было ожидать заранее. Вто
рое соотношение (56.33) является следствием тождества 

М-1 М-1 1 

� (-l)kC�_1 k � 1 =1J (- l) kC�_ 1 S xkdx= 
k=O k=O О 

1 М-1 1 

= S dx � (- l)kC�_ 1 x
k = 1 (l -x)м-1dx= � . (56.34) 

О k=O О 

При больших М расчеты по формулам (56.27) и (56.29) 
становятся громоздкими, поэтому целесообразно вывести 
асимптотические формулы, пригодные при 1\11-+ оо. Для 
этого можно аппроксимировать функцию (56.21) следую
щим образом: 

P(z)=O при z<z0, } (56_35)
P(z)= 1 при z>z

0
, 

причем z
0 

будем определять из требования, чтобы при 
z=z

0 
точная функция (56.21) была равна 

или 
Р (z

0
) = [1 -F (z

0
)] M-I =+ (56.36) 

z� 1 

F (z0) = е - 2 
= l -2- ----.:И::-Т- (56.37) 
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Отсюда

z
0
=V -21n(l-2-м�i). (56.38)

1 

Действительно, при увеличении М переход функции 
Р (z) от значений Р (z);:::;:; О к значениям Р (z) � 1 стано
вится все более резким, поэтому аппроксимация (56.35)
дает все более точные результаты. Подставляя выражение
(56.35) в выражение (56.22), получаем 

00 

Р
т

=� р (z)dz= D (z
0
), (56.39)

Zo 

т. е. вероятность правильного измерения равна вероят
ности правильного обнаружения одного сигнала при
использовании порога (56.38), зависящего ог lИ, для которого
можно написать приближенное выражение

z
0

= 2 ln ln2 (при М ► l).
V

I М-1 (56.40)

На рис. 54 и 55 приведена зависимость вероятности Р
т 

от отношения сигнал/помеха µ, вычисленная для М =2, 4,
8 и 16 по точным формулам и для М = 16, 200, 2 ООО
и 20 ООО - по приближенным. На рисунках видно, что уже
при М = 16 расчеты, произведенные по приближенным фор
мулам, дают достаточно удовлетворительные результаты.
Из предыдущих формул ,следует, что разность 1-Р при
увеличении µ уменьшается для сигналов с постоянной
амплитудой гораздо быстрее (экспоненциально), чем для
сигналов с флюктуирующей амплитудой. Таким образом,
правильное измерение дискретного параметра нефлюктуи
рующего сигнала с большой надежностью произвести го
раздо легче, чем такое же измерение для флюктуирующе
го сигнала, а для мало надежного различения сигналов
с постоянной ам,ттлитудой требуется, наоборот, большее
отношение сигнал/помеха. Это обстоятельство мы уже
обсуждали раньше в теории обнаружения. 

Из рис. 54 и 55 и формул (56.39) и (56.40) видно, что
необходимые значения µ возрастают ,с увеличением М, од
нако, довольно медленно, лоскольку число ,сигналов М вхо
дит под знаком логарифма. 

В § 55 мы вывели для вероятности измерения непре
рывного параметра -. неравенство (55.02), в правой части 
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Рис. 54. Зависимость вероят
ности правильного раздиче
ния Р

т 
от отношения сиг

на.1/помеха в одном канале 
при неизвестной фазе 

сигнала. 
Сплошные кривые - по точнои 

фор'l!уле (56.27), пунктирные - по 
приближенной формуле (56.39). 
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Рис. 55. Зависимость вероят
ности правильного различе
ния Р

т 
от отношения сиг

на.1/ помеха в одном канале 
при неизвестной фазе и не• 

известной амплитуде' 
сиl'нала. 

Сплошные кривые - по формуле 
(56.29), пунктирные - по прибли

женной форму.1е (56.39). 

которого фигурирует полная вероятность ошибки при раз
личении двух сигналов т(t, 't-j-s) и m(t, 1:-Е). Эти сиг
налы при достаточно большом в можно считать ортого
нальными, и тогда по формулам (55.02) и (55.08) мы по
лучаем 

где 

23-483

оо z• А 2 s e-2dz. о =-v21t
_!__ V§'µ:2 

(56.41) 

(56.42) 
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В данном параграфе мы показали, что различить .NI 
ортогональных сигналов при весьма большом М труднее, 
чем при М = 2 или М = 4. Поэтому ясно, что при боль
ших значениях М, получающихся по формуле (56.17), 
вероятность ошибки Р ( / � - 't

0
1 > е) должна значительно 

превышать величину, стоящую в правой части неравенства 
(56.41). 

В настоящее время лишь рассмотрение .системы М

ортогональных сигналов• позволяет получить какие-то ко
личественные (хотя и приближенные) результаты о воз
можностях измерения параметра сигнала в широком интер
вале значений этого параметра. Только при вероятности 
Р

т
• достаточно близкой к единице, можно считать, что 

грубое измерение непрерывного параметра -с достаточно 
надежно и что данный максимум коэффициента правдопо
добия связан с сигналом, а не является случайным выбро
сом. Если при разби�нии априорного интервала О< -с< Т
на М частей в соответствии с формулами (56.14), (56.15) и 
(56.19). получается вероятность Р

т
• достаточно близкая к 

единице, то можно ставить вопрос о дальнейшем уточнении 
значения -., т. е. более точном измерении. 

Теоретические возможности, связанные с точным из
мерением проиЗ�вольного параметра 't', были рассмотрены 
в § 52 и конкретизированы в § 53-55 для измерения вре
мени прихода сигнала. Если сигнал имеет постоянную 
амплитуду и помехи достаточно слабы, то измеренное 

,. 

значение ,:- являет,ся нормальной случайной величинои:, 
среднее значение которой равно то - инстинному значе
нию т, а дисперсия определяется фармулой (53.16) . Также 
можно пользоваться неравенством (55.02) и рис. 53, ко
торые должны давать приближенную оценку ошибки при 
«точном» измерении, проводимом вслед за грубым изме
рением, поскольку тогда при «точном» измерении интервал 
измерения ,:- достаточно узок. 

На практике из�ерение параметра сигнала при наличии 
помех естественно разбивается на две различные опера
ции: грубое измерение и точное, причем резудьтаты точно
го измерения должны приниматься в расчет только при их 
согласии с результатами грубого. Заметим, что экспери
ментальное исследование функций Л ( т), <р ( т) или &5 ( т) для 
непрерывного параметра часто возможно лишь в резуль
тате построения этих функций по отдельным точкам 
(56.14), полученным в результате разбиения исходного ин-
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тервала на большое число малых ин11ер,валов Лт, -причем 
помехи в разных интервалах являются приближенно 
независимыми. Таким образом, задача об М ортогональ
ных ,сигналах отображает свойства реальных технических 
устройств. 

Задача о ,системе М ортогональных сигналов была 
В!первые поставлена и решена (·в более частных предполо
жениях) В. А. Котельниковым. 

§ 57. ОБНАРУЖЕНИЕ СИГНАЛА С ДИСКРЕТНЫМ ПАРАМЕТРОМ

И ИЗМЕРЕНИЕ ЭТОГО ПАРАМЕТРА

В предыдущих параграфах мы рассматривали лишь
«чистое» измерение, т. е. предполагали заранее известным 
присутствие полезного ,сигнала, причем только одного -
е�некоторым неизвестным значением параметра а, 't' или k, 
которое требовалось измерить. Обычно измерение прихо
дится сqчетать с обнаружением, ввиду чего �вопрос нужда
ется в дополнительном исследовании. 

Обнаружение сигналов m
k 

(t) =m(t, k) с дискретным 
параметром k (k=,1, ... ,M) и измерение этого параметра 
можно производить с помощью различных М-канальных 
приемников, которые мы будем условно называть прием
никами 1, 11 и 111 типов. 

Приемник I типа производит ,обнаружение по коэффи
циенту правдоподобия 

(57.01) 

а именно, 
при А;;;, Л" решает, что сигналы имеются, ! 
при А <А. решает, что сигналов нет 

(57.02) 

и, кроме того, при А;;., л. принимает решение о наличии 
сигнала с максимальным A k

. Этот приемник нуждается в
модификации, если сигналы могут, например, появляться 
попарно. 

Если сигналы m
k 

(t) других неизвестных параметров не 
имеют, то каждый канал приемника должен образовывать 
величину 

23*

(57.03) 

355 



где p
k 

есть вероятность появления k-ro сигнала при усло
вии, что какой-то полезный сигнал присутствует, а cp

k 

определяется формулами (56.07). Таким об;:,азом, осуществ
ление приемника I типа являетсг1 с ц::,актической точки 
зрения дозольно громоздкой задачей, поскольку после
линейной обработки входных данных (при получении cp

k 
)

требуется образовывать величины (57.03) и затем их сум
мировать по формуле (57.01). Однако �приемник I типа
является оптимальным приемником обнаружения в смысле
гл. V, так что характеристики всех других приемников
должны уступать характеристикам приемника I типа. По
скольку вычисление характеристик приемника I типа свя
зано с определенными трудностями ( r.м. далее) , детально
изучить преимущес11ва этого приемника не удается, одна
ко ,можно считать установленным, что преимущества эти
невелики. 

Приемник II типа производит предварительное испы
тание всех М каналов по правилу 

при Ak � '),, k сигнал mk (t) может быть, 
}при A k <'),,k 

сигнала mk (t) нет, 
(57.04) 

где '),,k - порог в k-м канале приемника. Если во всех
каналах Ak < lk , то выносится решение об отсутствии сиг
налов, если хотя бы в одном канале Ak � '),,k

, то выносится
решение о наличии сигналов. Если за]анее известно, что
может быть не больше одного сигнала, то в качестве
такового предлагается сигнал с максимальным Л k" Если
число сигналов не ограничено, то испытание по формуле
(57.04) является окончательным. 

- Приемник III типа сначала производит измерение,
т. е. выбирает из всех Л,1 величин А 1 , • • •  , Л м наибольшую,
а затем, испытывая выбранное значение Л k' 

при A k
�'),,

k 
решает, что есть сигнал m

k (t),
}при Л k < '),,k решает, что сигналов нет, 

(57.05) 

где l
k 

- те же пороги, что и в формуле (57.04). Этот
приемник можно применять только при условии, что появ
ление двух или более полезных сигналов m

k
(t) а priori

исключено. Если же может появиться только один сигнал,
то прие-мники II и III типов, как легко видеть, эквивалент-
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ны, поскольку они производят те же самые операции, но 
в другой последовательности. 

Можно сказать, что в приемнике I типа сначала произ
водится обнаружение, а затем измерение, 1В приемнике 11 
типа обнаружение и измерение проводятся параллельно, 
а приемник III типа сначала измеряет параметр k, а потом 
проверяет наличие сигнала с измеренным параметром «на 
обнаружение». Приемники II и IH типов осущест.вить на 
практике гораздо проще, чем приемник I типа, поскольку 
вместо отдельных А k в каждом канале приемника можно об-
разовывать любую монотонно возрастающую функцию A

k 
• 

При исследовании характеристик введенных IВЫII!e при
емников мы ограничимся системой М ортогональных рав
новероятных сигналов - с одинаковым отношение,м 
сигнал/помеха (см. § 56), причем одновременное появле
ние двух или более сигналов будем считать исключенным. 
Ясно, что .в силу равноправности всех сигналов [см. фор
мулы (56.05) и (56.08)) в•се пороги l

k 
в формулах (157.04) 

и (57.05) следует брать одинаковым.и, и тогда вероятности 
ложной тревоги и правильного обнаружения .во всех кана
лах приемника II типа будут одинаковы. 

F=F1 = . . .  =F
м

,_ D=D
1
= ... =D

м
· (57.06) 

Вычислим вероятность ложной тревоги в приемнике 
II типа. Случайные величины vk Jз различных каналах не-
завffсимы в силу формулы (56.09), поэтому вероятность 
правильного необнаружения. ,в М-канальном приемнике 
II типа по формуле умножения вероятностей независимых 
событий равна 

(57.07) 
и вероятность ложной тревоги F' получается равной 

F'= 1-(1-F)м. 

Вероятность пропуска сигнала приемником II типа, оче
видно, равна 

(57.09) 
поскольку приемник II типа может обнаружить сигнал и 
за счет ложной тревоги в одном из М-1 «пустых» кана
ЛОiВ. Вероятность правильного обнаружения равна 

D' = 1 - ( 1 - D) ( 1 - F)м-i _ (57.10) 
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Формулы (57.08) и (57.10) связывают вероятности F' 
и D.' в М-:к1анальном приемнике с вероятностями F и D

в отдельном канале, производящем обнаружение одного 
сигнала. Заметим, что F' и D' характеризуют лишь «обна
руживающие» функции приемника II 1'Ипа и не касаются 
его «измерительных» функций. При достаточно малом F мы 
можем пользоваться приближенными формулами 

F'=MF, D'=D. (57.11) 

Особенно простой результат эти формулы дают для 
сигналов с неизвестной амплитудой и фазой (§ 34). Дей
с11Вительно, в силу формул (34.25) и (57.11) мы имеем 

1 

( F' I+µ. 
D

'= м) (57.12) 

где µ есть отношение сигнал/помеха в каждом канале. Эта 
формула позволяет в явном виде найти значение µ, необ
ходимое для обеспечения заданных F' и D': 

1lnp+lnM 
t-t= 1 -1.

'"u 
(57.13) 

В одноканальном приемнике обнаружения, т. е. при 
М = 1, соответствующее значение t,t равно [ер. формулу 
(34.24)] 

1 
_\n Т, 

t-t'=--1--l,ln D' 

так что формулу ( 57 .13) можно переписать в виде 
'+ InM t,t=µ --1 .

ln D' 

(57.14) 

(57.15) 

Мы видим, что для достижения заданных F' и D' в .Л,f
канальном приемнике требуются тем большие значения t-t, 
чем больше М, причем необходимое приращение 11 пропор
ционально ln М.
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Для сигналов с неизвестной фазой из формул . (33.48) 
и (57.11) получаем 

z.=v 2 (111 ;, +1nм), (57.16) 

где z,. - нормированный порог решения в М-канальном 
приемнике. 

Подставляя это выражение в формулу (33.49) и считая 
в последней 7/ =О, получим выражение 

где 

00 .У"

D'=D= 1_ [ e-2dy, (57.17) 
}'2it J 

У. 

- r 
( 

1 
) Y.=z.-V11 =·v 2 ln т,+lnM -�. (57.18)

Разрешая последнее соотношение относительно 11, прихо
дим к выражению 

(57.19) 

которо� при У,.=0 (т. е. при D' =+)· упрощается сле
дующим образом: 

где 
11 =11' +21n ivl, (57.20) 

(57.21) 

есть отношение сигнал/помеха, обеспечивающее те же 
1вероятности F' и D' =т в одноканальном [Iриемнике об-

наружения, описанном в § 33. Формулы (57.19) и (57.20) 
опять приводят к логарифмической зависимости 11 от числа 
каналов М, которая получается и для си�:·налов с друr�ми 
свойствами, а также при измерении (см. § 56). 

Характеристики приемника II и III типов при сделанных 
предположениях совпадают, поэтому нам остается иссле
довать только приемник I типа. Если сигналы т k (t) от 
дополнительных случайных параметров не зависят, то при 
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отсу гствии с11rнала mk (t) коэффициент правдоподобия 
(57.03) равен 

(57.22) 

Вследствие того, что случайная величина vk является нор
мальной и имеет моменты 

(57.23) 

нетрудно написать распределение vk и вычислить среднее 

(57.24) 

r де q - любое число. -отсюда негру дно найти моменты 
случайной величины (57.22) 

-А _ 1 -Л2- 1 µ -\2 (-А )2_ 1 ( µ l) k-M, k-Me, 1 k- k -м2 е - ·

При наличии сигнала mk (t) мы имеем rpk =f"+vk и 
1 

1 •k+ 211· 

Ak =
M e 

так что 

(57.25) 

(57.26) 

- 1 µ -А 2 _ 1 з 1, -А 2 (-А 2 _ 1 2µ ( µ l ) А k = м е ' . k -м• е , k - k) -м е е - . 
(57.27) 

Если �:еперь учесть, что помехи vk в различных кана
лах приемника, r де образуются велич.ины А k в соответст
вии с формулой (56.10) статистически независимы 

vkv 1 = О при k =р !, (57.28) 

то при отсутствии полезного сигнала получаем 
- - - 1 а

0
= Л=l, Ь

0
= Л 2 -(А)2 =ж(е 1

"- l), 

а при наличии одного полезного сигнала 
- 1 а

1
= Л=l+м(еµ. -l), 

(57.29) 

Ь 1 = л 2 -(Л)2 = � (еµ. - 1) [ 1 + � (е21'- - 1) l · (57.30) 
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До сих пор рассуждения были совершенно строги, 
однако они не дают еще возможности вычислить вероятность 
ложной тревоги F' и вероятность правильного обнаружения 
D', так как распределение величины А неизвестно, а из
вестны лишь моменты (57.29) и (57.30). Поскольку А яв
ляется суммой М независимых случайных величин А k' то 
при больших 1\11 естественно считать, что случайная вели
чина А приближенно расп!)еделена по закону Гаусса. 
Отсюда вероятность ложной тревоги получается равной 

оо z• I 

S
-- А -а ,_ 2 _ • о F - .. ,- е dz, z -

11
_ , 

r� • 
�� 

z* 

а вероятность правильного обнаружения 
оо z• 

1 ) -- Л -а1 D' =-= е 
2 dz, у=---'*;,_.._ 

Jf2,;,; • Vbt 
У" 

(57.31) 

(57.32) 

1 Если для простоты положить у*= О и D' = 2 , то мы
получим соотношения 

- а 1-а ✓ 1 " 1 iJ. + lz =Vt-1'=----°-=· -м (е"" - ), е =Mt-1' , * V Ьо 
(57.33) 

в которых согласно формулам (31.34) и (31.35) 1-1' означает 
отношение сигнал/помеха, которое при простом обнару-

1 женин обеспечивает те же вероятности F' и D' = 2 .
Соотношения (57.33) приводят к выражению 

1-1=ln(Mp. 1 +1)�ln1-1'+lnM (при Мр.' ► 1). (57.34) 
Прежде чем анализировать этот результат, рассмотрим 

еще сигналы с неизвестными фазами, Моменты соответст
вующего коэффициента правдоподобия 

1 
1 -2\J,A k

=
M e l0 (S k) (57.35) 

[ер.-- формулу (56.03)] при отсутствии полезного сигнала 
mk (t) равны 

- 1 2 1 -2 - 1 1 
А 11

= м· A k =м = Ioit-1), Alt -(Ak) =ма {/0(1-1)- l], 
(57.36) 
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r:де мы использовали формулу для так называемого второго 
интеграла Вебера (см. Ватсон стр. 433) и учли, что функ
ция распределения величины @

k 
согласно § 33 равна 

-
8� 

8k 

� 
p(f!Jk)=- е , (57.37) 

/J, 

Поэтому вместо выражений (57.29) мы получаем 
- - - 1 a

0
=A=l, Ь

0
=Л 2 -(Л)2 =м[/0

(f1)-l], (57.38) 

а при наличии одного полезного сигнала 
- 1 а1 = А= 1 + м [!0 

(f!-) - 1 ].

Формула (57.33) изменяется следующим образом: 

V
., а1-ао • f 1 [! ( 1 z.= f!, =

-v
ь.=v м of'-)- ],

(57.39) 

(57.40) 

где мы воспользовались приближенной формулой (33.49) 
из которой следует, что z = V 11' при 11=0 и у =0, при-* * 
чем 11' имеет смысл отношения сигнал/помеха при одноканаль-

1ном обнаружении с теми же вероятностями F' и D' = 2 
Связь между 11 и 11' дается выражением 

I O (11) = М f!-' + 1, 
причем из неравенства 

(57.41) 

(57.42) 
следует, что по уравнению (57.41) µ будет больше, чем 11, 
вычисленное по формуле (57.34). Однако из асимптотиче
ского выражения 

el'-
1o (!-'-)= ,1 -r 2itµ (57.43) 

видно, что при больших µ, получаемых по формуле 
(57.34), разница сравнительно невелика, так что в качестве 
грубой оценки можно использовать формулу (57.34) и для 
сигналоs с неизвестной фазой. 

Сравнивая формулу (57.20) и (57.34) при больших М,
мы еще раз убеждаемся в том, что приемник I типа пре-
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восходит приемник 1i типа, поскольку при достаточно 
большом значении ln М последний требует вдвое большего 
отношения сигнал/помеха для достижения тех же F' и D'. 

К сигналу с флюктуирующей амплитудой предыдущих 
рассуждений применить нельзя, поскольку �получается 

(57.44) 

Исследование асимптотического (при М -+ оо) закона рас
пределения случайной величины Л требу,ет -более тонкого 
математического метода. Приемник I типа для сигналов 
с неизвестными амплитудой и фазой рассмотрен в ,статье 
Р. Л. Добрушина, причем автор получает для этого прием
ника при малых Р формулу (57.13), выведенную выше 
для приемника II типа. Таким образом, при данных усло
виях приемник I типа не имеет какого-либо заметного 
преимущества перед приемником II типа. 

В заключение отметим, что вероятность получить пра
вильный результат при совместном обнаружении и измере
нии раLВна 

P=D'P
m

, (57.45) 

где D' - вероятность правильного обнаружения, исследо
ванная в этом параграфе, а Рт - вероятность правильного
измерения при условии, что сигнал присутствует (см. § 56) 



ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ* 

ГЛ А В А IX 

СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ И СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

НОРМАЛЬНОГО ТИПА 

§ 58. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ НОРМАЛЬНЫХ
(ГАУССОВЫХ) СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

В данной главе мы выв-едем основные формулы, отно
сящиеся к нормальны:v1 случайным ,величинам и исполь
зуемые 1на протяжении всей книги. Изложение удобно на
чать с понятия характеристической функции случайных ве
личин. 

Для Н случайных величин х
1

, Х
н 

характеристиче-
ской функцией называется функция от Н вспомогатель
ных параметров и 1

, • • •  , и
н

, определяемая с помощью со-
отношения 

н 
'/.. (и 1 , ... ' и

н
)= e i (и,х ,+.' '+r,нхн) = ехр {i� 

h=I 

(58.01) 

где черта сверху означает образование среднего (т. е. ма
тематического ожидэ.ния). Если считать, что .Н-мерная 
плотность вероятности случайных величин. х

1
, • • • , х

н 

"' Данная часть книги содержит вспомогательный материал, отно
сящийся к математическим и физическим свойствам случайных величин 
и случайных процессов, которые при исследовании оптимальных филь
тров и оптимальных приемников играют роль помех, а иногда являют
ся и полезными сигналами. Третья часть книги должна, по мысли авто
ров, обJ;егчить читателю пользование всей книгой. 
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равна р (.х 1 , ... , хн), то формулу (58.01) можно перешt
сать в виде 

z (и 1 , ... ' и
н

)= 5· . · J ei(u,x,+ ... +инхн) Р (.х 1 , ... 'х
н

)d.х 1 ... dх
н

, 
-оо

(58.02) 

г. е. функция х. получается из функции р с помощью 
Н-мерного интегрального преобразования Фурье. Обраще
ние этого преобразования дает формулу 

р(х1, ···, Х
н

)= 

(58.03) 

позволяющую вычислить распределение вероятностей р,

если изаестна характеристическая функция Х.· 
Из определения (58.01) вытекают следующие свойства 

характеристический функции 

(58.04) 

т. е. моменты случайных величин х1
, • . •  , Х

н 
непосредст

венно выражаются через производные их характеристиче
ской функции в начале координат, т. е. при и

1 
= . . . =

=U
н

=О. 
В дальнейшем мы ограничимся рассмотрением случай

ных величин х
1

, • • •  , х
н 

со с;:�едними значениями, равными 
нулю 

(58.05) 
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что ни в коей мере не умаляет общности, поскольку при 
X

h 
ф O ВСеГ да МОЖНО ввести Новые случайные веЛИЧИНЫ 

(58.06) 

удовлетворяющие условиям (58.05), и в окончательных вы
-ражениях перейти к величинам xh . 

Величины х
1

, • • .  ,, Хн, удовлетворяющие условиям 
(58.05), называются нормальными или гауссовыми, если 
их ха;:,актеристическая функция равна 

- н

х (и 1 , • • • , ин)= ехр {-+ � Rghug uh }, (58.07) 
g ,h=I

где коэффициенты Rgh соответствуют положительно опре
деленной квадратичной форме, удовлетворяют условию 
симметрии 

(58.08) 

и согласно третьему соотношению (58.04) имеют следую
щий смысл 

(58.09) 

поскольку при дифференцировании функции (58.07) мы по
лучаем 

(58.10) 

Используя четвертую и пятую формулы (58.04), нетрудно 
также вывести соотношения 

x
g

xhxk = О, 
t . 

xg
xhx kxl = RghRk1 + RgkRhl + Rg 1Rhk' J 

последнее из которых было использовано в § 35. 

(58.11)

Выше мы неявно предполагали, что случайные вели
чины х11 • • •  , хн являются вещественными, т. е. прини• 
мают только вещественные значения. Иногда целесооб-
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разно вводить и комплексные случайные величины. Пусть 
мы имеем 2Н вещественных случайных величин х1, ••• , 
Х

н
; у

1
, • • •  , У

н 
нормального типа, имеющие моменты 

xg=O, YJi. О, 

} --_--_R(!) R(l)_R(!) x
g
xh -YgYh - gh , где 

gh - hg • 
-- --- R(2> R(2> R<2> xgyh= -xhyg

= 
gh ' где ' gh

= - hg " 

(58.12) 

Характеристическая функция этих величин, как непо
средственно следует из определения (58.07), равна 

V (и и , 

V V )- ei (и,х,+., • +инхн+v1У1+,, • +vнУн)_А 1, '' •, Н' 1, "' ., Н - -

= ехр {-{ 1J [R�h (u
g
uh + vgvh) + R�h (ug

v
h -uh

v
g
)]}.

g,h 
(58.13) 

Вместо 2Н вещественных случайных величин можно ввести 
Н комплексных величин zh 

по формулам

zh =xh +iyh , z�=xh -iyh 
(h=1, ... ,H), (58.14) 

которые будут удовлетворять соотношениям 

z
g

z
h = xg:h -y

gyh + i(xg
yh + �hyg

) О, z; z� = О, j
z

g zh = xgxh + YgYh 
+ t (x

g
yh 

- xh
y

g
) =

= 2 [R�h + iR12l ]. 

Если ввести комплексные коэффициенты 
R = R(I) +'iR(2> R* R 

gh gh gh ' gh = hg ' 
то соотношения (58. 15) можно переписать в виде 

z
g
zh

= z:z: О, z; z
h

=2R
gh

' 
ОбозIJачая 

(58.15) 

(58.16) 

(58.17) 

(58.18) 

можно характеристическую функцию (58.13) записать бо
лее кратко 

x.(w i , w;, ... , wн , w�)=exp{--}--1J R
ghw

g
w�}, (58.19) 

g,h 
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где 
'1 l) � - \1 [R(I) ( + . (2) 
i,J цghw

g
w

h - /.J gh u
g

uh vgvh)+Rgh (u
g
vh-uhv

g
)] (58.20) 

g.h g ,h 
о 

есть в силу формул (58.16) положительно определенная
эрмитоаа форма, принимающая вещественные неотоица
тельные значения п;ш любых uh и vh. В формуле (58.19) 
уже можно считать z функцией от wh и w� (а не от uh и 
vh), определяемой с помощью соотношения 

i * .,. * * 

• • 2(w1z,+w,z1 + .. . +wнzн+ wнzн) 
Х (w

1
, w1

, • • •  , wн ,wн ) =е , (58.21) 
так что, например, 

�х 1 -.- 1 --. (0,0, ... ,0,0)=-тz Zh
= -

т
R h (58.22) дw

g
дwh 

g g 

в соответствии с формулой (58.17). 

§ 59. МНОГОМЕРНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ГАУССА
Перейдем теперь к вычислению плотности вероятности

р(х 1 , • • • , хн) вещественных случайных величин нормаль
ного типа. По формулам (58.03) и (58.07) имеем 

р (Х1 , ... , Хн)= 

= 
(2

�
)
н J· .. � ехр{- i ,Е uh x ,, - -½--- � Rghu

g
uh }du 1 • • •  dин-

-оо h d,h 

(59.01) 
Последний интеграл всего легче вычислить, переходя

от переменных и1 , • • •  , ин к переменным t
1 , • • • , tн с по-

мощью ортогонального преобразования 

t
g = � ag

huh, uh = � aght
g, Det 1/a

gh \l = 1 (59.02) 
h g 

такого, что квад,:,атичная форма в интеграле (59.01) пре
образуется к главным осям, т. е. принима�т вид 

(59.03) 
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В этих переменных мы имеем также 

� UhXh = � (J,ghfgXh = IJ ektk, ek= .Е a,khXh, 
h d,h k h 

(59.04) 
и кратный интеграл (59.01) распадэ.егся на произведение Н 
простых интегралов 

=
(2

:)н J· · ·S exp{-i� �ik -+ 1J pk t:} dt 1 • • •  dtн= 
-оо k k 

1 lf оо -i\ktk-+ Pkt% 
=-)н П 5 е 

dtk, (21t 
k=l -oo 

каждый из которых легко вычисляется 

так что 

(59.05) 

(59.06) 

(59.07) 

Из теории преобразований ква�ратичных форм известно, 
что определитель, составленныи из их коэффициентов, 
остается при ортогональных преобразованиях (59.02) инва
риантом, поэтому 

Det IIRgh ll = П Pk = Р1 •. • Рн· (59.08) 
k 

Далее по формуле (59.04) получаем 
ei � �= � Qghx

,!
xh, где Qgh = � :k (J,k[Z(J,kh• (59.09) 

k g.11 k 
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в то время как формула (59.03) дает 

Reh = � P/'-igafh'
i 

(59.1 О) 

Используя соотношения, которым должны удовлетворять 
коэффициенты agh ортогонального преобразования (59.02)

� akgakh = � a
g
l ahl = agh' 

k l 

мы легко получаем формулу 

(59.11) 

� Rg/Qlh = .Е :: ajgajlaklakh . � :: ajkajgakh = agh• 
l /,k,/ j,k 

(59.12) 
показывающую, что Qgh - элементы матрицы, обратной 
матрице 1/Rgh ll· Поэтому формула (59.07) в развернутом 
виде гласит 

р (х1, • • •  , хн)= 
V 

. 

1 ехр {--}-� Qghx
g

xh} • (21t)н Det IIRghll g,h . 
(59.13) 

При рассмотрении комплексных случайных величин 
нужно иметь в виду, что в силу формул (58.14) и (58.18)
мы имеем 

поэтому, определяя плотность вероятности для комплекс
ных величин так, что р (z1 , z; , ... , Zн, z�) dz1 dz; ... dzнdz� 
есть вероятность того, что эти величины попадают в со
ответствующий элемент многомерного пространства, мы
получим вместо выражения (59.01) следующую. формулу:

p(z1, z;, ... , zн, z�) = (4:)
2н J S·. ·jJ ехр {--½-1] (w� zh +

. ''1 "l • • 
+ whzh) - 2 /,,.J Rghw

g wh f d
w

1
dw

1 
• • •  �wнdwн

. 

(59.15) 
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С помощью унитарноrо преобразования 

tg = � aghwh, wh = � a;ig, 
h g 

(59.16) 

коэффициенты которого по определению удовлетворяют 
соотношениям 

� !J,gka�k=� akga:h=8gh' (59.17) 
k k 

мы можем привести эрмитову матрицу к r лавным осям 

причем 

� Rghwg w� =1] pk jtk\
2 (Pk> О),

g,h k 

� whz: =� c:tk,
h k 

Вводя вещественные переменные по формулам 

tk = Гk +isk , Ck = ;k + i"fjk, 
мы будем иметь 

dtkdt; = 2drkdsk, jtki 2 =r: +s:,

+ (�: tk +ck t;)=;krk +'1jkSk,

откуда, пользуясь формулами (59.06), получаем 

24*

f i ехр {-+ (�:tk+�i:) -+pk ltkl 2}dtk dt;= 

00s -i�k rk-T Pk'l soo -i1)JiSk-+ Pksi =2 е drk е dsk
= 

-со -оо

(59.18) 

(59.19) 

(59.20) 

(59.21) 

(59.22) 
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(59.23) 

Соотношение (59.08) справедливо и для унитарных преоб
разований, а 

l�k, 2 

• � ¾= � Q
gh

zgz
h ,

k g,h 
Поскольку 

(59.24) 

(59.25) 

то матрица /IQ
gh ll обратна матрице IIR

gh
ll, и нлотность веро

ятности для Н комплексных нормальных величин равна 

р(zн z;, ... ,zн,z�)= 
1 ехо {--1 '\1 Q z z* l (59.26) 

(4r.)н Det IIRgh /1 • 2 i,,J gh g h J · 
g ,h 

Если по формуJiам (58.14) и (59.14) вернуться к ве
щественным случайным веJiичинам х 1 , • • •  ,· Х

н 
и у

1
, • . • , 

У
н 

и представить эрмитову матрицу Q
gh в виде 

Q -Q(l)+ "Q(2) ) 
gh - gh t gh' (59.27) 

Q
(I) = 

Q
(l) 

Q
(2) = _ 

Q
(2) gh hg • gh hg • 

то плотность вероятности будет равна 
р(Х1, ···, Х

н ; У1, ···•Ун)= 
1 

{ 
1 � (1) · 

(21t)HDet \IR
g
h\\ ехр 

-··т i,,J [Qgh (xgxh + YgY11) +
g,h 

+ Q�� (xgyh - xhyg
)]}. (59.28) 

Заметим, что ecJiи мы имеем Н нормальных случайных 
величин х

1 , • • •  , х
Н

' то введением Н дополнительных 
случайных веJiичин у

1 , • • • , Ун
, удовлетворяющих усло

виям (58.12), можно всегда прийти к комплексным нор-
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мальным величинам рассмотренного выше типа. При этом 
коэффициенты R�� можно выбирать различным образом. 
Если, например, считать R�2

� = О, то величины (58.22) бу
дут вещественными. В § 43. мы имели дело со случаем, 
когда выбор комплексных чисел Rgh подсказывался общей 
формулой для корреляционной функции, полученной ниже 
в § 69.

Формула ('59.13) даег Н-мерное распределение Гауссг 
для вещественных случайных .величин, формула (59.26)
для комплексных. 

С точки з•рвния теории .вероят.ностей значение rау,ссовых 
случайных величин определяется тем, что �величины, каж
дая из которых являет,ся суммой достаточно большого 'Чи
сла независимых (или слабо вависимых) случайных -вели
чин, им,еют ра·спределение, близкое к rауссовому. В теории 
вероятностей исследуются условия, при которых rау,ссово 
распределение (59.13) является предельным в этом смысле. 

§ 60. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЯ ДЛЯ ОГИБАЮЩИХ
В гл. VII мы польза.вались ,для комплексных •случайных

величин несколько иными обозначениями. Мы исходили 
из вещественных случайных .величин 

и =G cosv, v =G sinv (х.=1, ... , L) (60.01)х. х. 1 х х. х I х. 

и считали их гауссовыми. При этом естественно предполо
жить, что одномерная плотность вероятности р (у�) и двух-
мерная плотность р(у.,,., yJ удовлетворяют соотношениям 

Р('(,.)=р(у,. +&), Р(1.,,.,1л)=р(,.,,. +&;ул+3), (60.02)

где 3- произвольный фазовый угол. Эти соотношения 
означают, что при смещении всех фаз 1.,,. на одинаковый 
угол & мы приходим к новым фазам, обладающим той же 
вероятностью. Из соотношений (60.02) вытекают тож
дества 

cos (У,. + Ул)= О, sin (Ух +Ул)= О, 
cos У

.,,. 
cos Ул = sin 1" sin Ул• 

cos У
х 
sin 1,= - sin У

х 
cos 1

).• 

(60.03) 
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оtку да полуttаем 
и =0, v =О, 1" " 

и
хил =vxvл = r��. 
-- --

(2) u"v.,_
= -u.,_v.,_ =r.:л , 

(60.04) 

если сделать дополнительное предположение, что величины 
G" и Gл (амплитуды или огибающие) независимы от фаз 
у.,_ и у

.,_
. Если огибающие G" нормировать по формуле 

а2 =2, 
х 

(60.05) 

то r��J будуr коэффициентами корреляции, поскольку 

,�:> = 1. (60.06) 

Другие свойства коэффициентов r!�> и r��J выражаются 
формулами 

Г(l)=Г(I) /2J=-Г(2) ,(2)=0. (60.07) 
й й• d Ь• u 

Если ввести комплексные случайные величины 
w =U -iv =Ge-iTx w·=и +iv =Geirx (60.08)

х х. х х. ' х  х х. х '  

то их моменты будут равньJ 

(60.09) 

r де комплексный коэффициент корреляции r:{_ равен 
(60.10) 

При L = l эрмитова матрица 11,:11 и обратная ей мат; 
рица llq:11 сводятся к единице и плотность в.ероятности 
(59.13) принимает вид 

(60.11) 

При переходе от декартовых координат u 1 , v1 к полярным 
координатам G

1 , у 1 нужно учесть соотношение 
du

1
dv

1
=G

1
dG

1
dy

1 , (60.12) 
374 



откуда 

(60.13) 

так что одномерные плотности вероятности 
величины G 1 и у 1 равны

для каждой 

1 

\ 
Р(У1)= 2-it (о,;;;;;у1 <21t),

af 

p(G1)= G1e-2 (0,;;;;; G 1 < оо). J 
п L 2 б 

т -le ри = , о означая r
12
= ре , мы имеем 

откуда 
р (и1, и2; V1, v2) =

1 { af+G�-2pG1GzCOs(11- (2+�)}(=2�п)�2 �(1---р"'"2) ехр - 2 (1 - р2) ' 

и при переходе к полярным координатам получаем 

(60.14) 

(60.16) 

Чтобы найти двухмерную плотность вероятности p(G1, G2
),

необходцмо проинтегрировать выражение (60.17) по 71 

и у
2

• При интегрировании по у
1 

нужно использовать тож
дество 

21t _I 
Jexp{

pG1G2 cos (11-12+�)}dy =l (PG1G2) (60.l8)2i. 1 - р2 1 о 1 - р2 ' 

а последующее интегрирование по у
2 

дает множитель 21t. 
Окончательно получаем 

G ) G1G2 { Gi + G� }/ (PG1 G2) р( 1, G2 = 1 _Р 2 ехр
, -2O _р2) 0 l-p2 • (60.19)
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Если 0 1 и ·о
а 

нормированы иначе, например,
02 02 2 2 

1 = 2
= 

�. 
так что

(60.20)

(60.21)
то формула (60.19), как легко показать, приобретает вид

G1G2 { Gf + G� } ( PG1G2 ) р (01, G2) = а4 (1 - р•) ехр - 2
а• (1 - р") !о а• (1 - р•) •

(60.22)
Заметим в заключение, что данное выше обоснование

формул (60.04) является недостаточно строгим. Ввиду то
го, чт-о из эти,х формул вытекают многочисленные и важ
ные следс:rвия, следует отм-етить, что строгое изложение
вопроса должно основываться :на определении огибающей
и фазы случайного процесса, данном В. И. Бунимовиче)\'!
(см. его книгу). Обычно же эти ,величины вводятся с ма
тематической точки зрения недостаточно коррект.но, что не
позволяет дать убедительного доказательства формул
(60.04). 

§ 61. ТЕПЛОВЫЕ И ДРОБОВЫЕ ШУМЫ КАК ПРИМЕРЫ

НОРМАЛЬНЫХ СЛУЧАИНЫХ ПРОЦЕССОВ 

Случайные величины возникают при рассм·трении «•вы
борок» ,случайных процессов, т. е. значений различных слу. 
чайных функций времени в дискретные моменты. При этом
н.ормальн.ыми, или гауссовыми, случайными процессами на
зываются такие процессы, выборки из которых имеют рас
пределение Гаусса (см. § 59), или, что то же самое, ха
рактеристическую функцию вида ( 58.07). 

В теории оптимальных прием,ников обычно предполага
ют, что помеха является стационарным случайным процес
сом .нормального типа. Часто делают еще одно дополни
телыное предположение (от которого мы полностью осво
бодились в данной книге), что помеха я.вляет,ся «белым
шумом», т. е. имеет постоянную •спектральную интенсив
ность, и, будучи ,некоррелирова,нной ,во 1В1ремени (-«абсолют
FО случайный проце-ос»), может быть представлена, как
бес·порядочное наложение возмущений с нулевой длитель
ностью (·ер. § 12 и 17). Существенно отметить, что ооб
ственные шумы приемника - тепловые и дробовые,
которые будут подробно рассмотрены ниже,-дают основа
ние для такой идеализации. Однако представление о по-
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М·еХе как о белом шуме ведет к некоторым матема-rиче
ским трудностям, не в·полне ,соот,ветствует физической ре
альности и, что о·собенно -важно, не позволяет включить 
в рассмотрение интересный вид помех, встречающихся 
в радиоло.кации, а именно ·помех, обусловл,енных хаотиче
скими от·ражениями ( см. гл. XI). 

Поскольку •внутренние шумы приемников рас,сматрива
ются на ·протяжении всей книги, целесообразно разобрать 
вкратце физиче,скую сторону этих явлений. 

Тепловые шумы возникают вследствие теплового дви
жения электрических зарядов :В про.водниках. В каждом 
сопротИ'влении, нах·одящемся при абсолютной температуре 
Т в состоянии термодинамического равновесия, в резуль
тате флюктуаций возникает случайная электродвижущая 
сила S ('t), спе,кт.ральная интенсивность которой равна 

s
c 

(Ф)=2RkT, (61.01) 

где k-постоянная Больцмана, R-сопротивление. Это со
отношение применимо к любому элементу электрической 
цепи, -причем R в общем случае определяется по формул•е 

R= Re Z (Ф), (61.02) 

где Z (Ф)- импеданс данного элемента при частоте w. 
Мы ,видим, что для чисто омического •сопротивления, не 

зависящего от частоты, флюктуационная электродвижущая 
сила Ф ('t) я.вляется белым шумом, поскольку ее спектраль
ная интенсивность является константой. Фактически, ра
зумеется, при достаточно �высоких частотах постоянство 
S с (ffi) всегда нарушается ·вследствие о•статочных емкостей 
или И'Ндуктивно-стей, ,скин-эффекта или квантовых явлений. 
Нужно еще учесть, rчто при росте частоты квазистационар
ное рас,смотрение цепи и вместе с ним формула (61.01) те
ряют свой смысл. 

Оказывается, что для металлических проводников фор
мулу (61.01) можно применять .в случае, когда по ним те
кут по,стоянные или переменные токи, т. е. ,когда, строго 
говоря, терм•одинамическое равновесие отсутствует. Объ
ясняется это тем, что прохождение не •слишком сильных 
токов через металлический проводник возмущает те·пловое 
движение электриче,ских варядов лишь •В нез,начительной 
степени, так что флюктуации по-прежнему подчиняются 
формуле (61.0.1). 

Дробовой эффект в электронных лампах возникает как 
результат лускретной структуры -электронного потока. Ес-
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ли, l!апри,мер, мы имеем диод, к кот,орому приложено до
статочно ,большое анодное напряжение, так что все испус
каемые катодом электроны ,ПО()тупают на анод (рис. 56,а), 

с,., 

с,., 

Котоо Л1103 

а) 

о+ +о 

о. .о 

Рис. 56. Электронные потоки 
в диоде: 

а) обычный диод-электроны движутся от 
катода к аноду; б) ,равновесный• диод-9лек
троны движутся навстречу друг другу и 

полный анодный ток равен нулю. 

то в1следствие флюктуа
ций катодной э'Миссии на 
средний а�нодный ток J

�накладывается случай
,ный «дробовой» ток / ( t) 
со опектральной интен
сивностью 

(61.03) 

где е есть абсолютная 
величина заряда ,электро
на. Мы видим, что TQIK 

1 (t), возникающий бла
годаря дробовому эффек-
ту, также можно считать 

белым шумо>м, поскольку его опектральная интенсивно•сть 
!Не зависит от ы. Факти'Че'С'КИ, если под l(t) пони,мать то,к 
во внешней цеlПИ диода, формула (61.03) применима при 
условии 

(61.04) 

где to есть ,время прол·ета электрона через диод или дли
тельность импульса во внешней цепи, появляющегося при 
прохождении одного элек1'рона от катода к аноду. При 
ыто> 1 происходит ,резкое ,спадание •спектральной интен
сивности дробовых шумов. 

В сущности говоря, дробовой шум является физической 
реализацией той модели случайного процесса, которую 
мы рассматривали в § 12, по·скольку он ,состоит ив беспо
рядочно возникающих возмущений (импульсов) ,стандарт
ной формы. 

Благодаря ,наличию прост.ранственного заряда в элек
тронных лампах лишь часть .испускаемых като\11.ОМ элек
троно,в доходит до анода. Оказывается, что проиранствен
ный за·ряд уменьшает дробовой эффект, так что для диода 
формула (61.03) видоизменяется следующим образом: 

s/ (m) = F2eJ, (61.05) 

где F есть так называемый коэффициент депре,ссии дробо
вого эффекта, а .Т-анодный ток. 

Отметим, что электронная лампа является неравновес-
378 



ной системой, поэтому для нее фор.мула (бl.01) неприме
нима и флюктуации имеют -совершенно иную· физическую 
природу, что и находит с.вое отражение ,в формулах (61.03) 
и (61.05) для диода. Интересно, что можно себе предста
вить электрическую це.пь с «равновесным» диодом (рис. 
56,б), катод и анод которого находятся при одинаковых 
температуре и напряжении и .выполнены из одного и того 
же материала, спосо,бного испускать электроны. Бели для 
про.стоты считать, что по внешней це.пи анод и ,катод за
мкнуты накоротко, и ,обозначить через R внутреннее сопро
тивление равновесного диода (по отношению к малым 
анодным напряжениям и токам), то тепловая э. д. с. SU), 
возникающая в равновесном диоде, будет ,связана с флюк
туационным током J (i) через диод ,соотношением

S=RI, 

поэтому по формуле (61.0II) по111учаем 

2kT 

S1
(ш)=у.

(61.06) 

(61.07) 

С другой -стороны, при не слишком больших 'плотностях 
заряда ,соударения,ми электронов друг ,с другом в простран
стве между катодом и анодом можно обычно пренебречь, 
поэтому единственным «случайным элементом» в системе, 
изображенной на· ри,с. 56,б, является электронная эмиссия. 
Если обозначить через J

a 
ток, который проходит от като

да к аноду, то ток -Ja в равновесном диоде будет течь в 
против,оположном на-правлении-от анода к кат,оду, причем 
каждый из этих т·оков должен испытывать дробовой эф
фект. Поэтому для равновесного диода мы должны иметь 
формулу 

(61.08) 

Формулы (61.07) и (61.08) должны ,совпадать, поэтому 
со.прот,ивление равновесного диода должно быть равн,о 

kT 

R=-1-.

(61.09) 
е а 

Детальное микроскопическое рассмотрение электрон
ных потоков в диоде подтверждает по·с.леднее выражение. 
Таким образом, в данном примере дробовой и тепловой 
шумы представляют -собой разные названия для од,ного и 
того же явления. 
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При отсутствии тешювого равновесия спектральную IИН
тенсивность дробового тока часто представляют в виде 

2kT S1(ш)=0у, (61.10) 

где 0 называется коэффициентом депрессии тепловых 
шумов. Оказывается, что в диоде с задерживающим на
пряжением и холодным анодом 

1 
0=-

2 ' 
(61.11) 

пр1ичем в этом ,случае формулы (61.03) и (61.10) эквива
лентны. В плоском диоде с ускоряющим анодным напря
жением и сильным пространственным зарядом (таким, что 
справедлив так называемый закон трех вторых, по кото
рому анодный ток в основном определяется анодным на
пряжением и практиче,ски не зависит от тока эмиссии) 

0= 0,644, (61.12) 

причем в этом ,случае коэффипщент F2 в формуле (61 .05) 
мал. 

Выше мы ра·ссмотрел,и простейшие оистемы, в которых 
проявляются тепловые и дробовые шумы. В реальных си
стемах эти шумы подвергаются прео-бра·зованиям. Напри
мер, в приемных устройствах дробовой и тепловой эффек
ты усиливаются, претерпевают фильтрацию и т. д. В тео
рии о.птимальных приемнrиков мы предпо·лагаем, что поме
ха, эквивалентная всем внутренним шумам приемника, 
как бы отнесена к его ,входному звену и представлена 
в •Виде случайного процесса п (t) с известными статистиче
скими ,свойствами. 

Тепловые и дробовые шумы являются классичесюими 
примерами нормальных случайных процессов, причем ,по
сле прохождения через ли_нейные •системы (частотные филь· 
тры) они остают•ся нормальными. Последнее следует про
сто из того, что при линейном преобразовании 

х;= � aghxh 
(61.13) 

h 
новые случайные величины Х� по-прежнему являются нор
мальнымrи, т. е. имеют ра-епределение Гаусса. 

Другим -примером нормального ,елучайного процесса, 
как мы уже указывали, является радиолокационная поме
ха, ,вызванная отражением. от многих хаотичееки движу
щихся ра,ссеивателей (ем. гл. XI). 
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ГЛАВАХ 

ТЕОРИЯ ФЛЮКТУАЦИОННОй МОДУЛЯЦИИ 

§ 62. МОДУЛЯЦИЯ СИНУСОИДАЛЬНОГО КОЛЕБАНИЯ

НОРМАЛЬНЫМ ПРОЦЕССОМ ПО АМПЛИТУДЕ, ЧАСТОТЕ 

И ФАЗЕ 

В литературе подробно изучены преобразования нор
мальных процессов при их прохожденИlи через линейные 
и нелинейные устройства. В данной книге мы также рас
с,матривали различные случаи фильтрации ·и детектирова
ния случайных процессов в оптимальных системах. БслlИ 
нормалыный случайный процесс применяется для модуля
ции некоторого генератора синусоидальных колебаний, то 
в результате возникает новый случайный процесс, вообще 
говоря ,не принадлежащий к нормальному типу и являю
щийся сложным преобразованием ,исходного норма.тrьного 
процесса. Рассмотрению такого преобразования 'И посвя
щена данная глава. 

Пусть некоторый источник колебаний в отсутствие мо
дуляции дает чисто синусоидальные колебанrия ,с частотой 
w 0 и, начиная с момента "t=O, подвергается модуляции 
с помощью нормального флюктуационноrо процесса (шу
ма). Обозначим этот флюктуационный процесс через х (t), 
причем для ,сокращения письма нормируем случайную 
функцию x(t) следующим образом: 

х2 (t) = 1. 

В результате модуляции получается колебание 

V (t) = А (t) cos ['JJi- 0 (t)], 

где А (t) и 0 (t) являются случайными функциями. 

(62.01) 

(62.02) 
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Будем сч�итать, что мгновенное значение амплитуды 
А ('t) определяется значением x(t) в тот же момент. При
линейной амплитудной модуляции (АМ) мы имеем: 

А (t) = А
0 

[ 1 + тх (t)J, А
0 
= const. 

Экспоненциальная АМ 

А (t) = А
0 
е тх (t) 

является простейшим примером нелинейной АМ. 

(62.03) 

(62.04) 

Наряду с этим примем, что флюктуационный процесс 
x('t) изменяет также мгновенные значения частоты и фазы
генерируе.моrо колебания, причем ка,к част,отную модуля
цию (ЧМ), так и фазовую модуляцию (ФМ) будем пред
полагать линейными, так что при t>O будем иметь 

(62.05) 

где 
t 

y(t)=j x(s)ds. (62.06) 

о 

Величины т, п и р в этих формулах будем называть со
ртветственно коэффициентами амплитудной, ча-стотной и 
фазовой модуляций; в общем случае т, п или р могут быть
отрицательными или равными ,нулю. Величину n@o часто 
называют девиацией частоты (в данном случае это- сред
няя квадратичная девиация). 

Под влиянием флюктуационной модуляции 1Интенсив
но,сть колебаний, первоначально (при ·t<0) ,сосредоточен
ная в частоте ffio, распределяет,ся по частотам определен
ным образом, зависящим от ,спектрального распределения 
флюктуационного процесса x(t) и коэффициентов . модуля
ции. Нашей !Задачей и является вычисление ,спектральной 
интенсивно,сти модулированных ,колебаний, а также их 
кор·реляционной функции. 

Для сокращения письма введем 

х (t)= vJ:) (62.07) 
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и будем изучать свойства случайных функций 

Х (t) = [1 + mX (t)] COS [Фi - 0 (t)] 

(при линейной АМ) и 

Х (t) = е тх (t) COS [Фаl- 0 (t)] 

(при экспоненциальной АМ). 

(62.08) 

(62.09) 

Пос,кольку случайная функu:ия у (1t) получается в ре
зультате интегрирования -, линейной операЦ1ии над функ
цией x('t), она также будет определять нормальный слу
чайный процеос. Обозначая 

(62.1 О) 

можно согласно формуле (58.07) написать характеристи
ческую функцию 

(62.11) 
в виде 

Х (u l ' и2 ; v 1 , v 2
)=exp {- � ( а1 и:+ а2и;+2е1и 1и2 + 

+ь v
2
+ь v

2 +2e2v 1va+2c1U1V
1 +2c2u2v2 +2d1u1

va+
1 1 2 2 

+2d2u2v
1)}• (62.12) 

причем ко�эффициенты а1, ... , е2 легко выразить через кор
реляционную функцию 

r (,:) = r ( - ,: ) = х ( t) х ( t - ,: ), (62.13) 

определяющую закон ·изменения процесса x(t) во В·р-еме
ни. Согласно формулам (58.09) мы имеем: 

а 1 
=х: = 1, а

2 
= х;= l, е1 = х

1
х2

= r(,:), (62.14) 

где 
(62. l 5) 
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Дале� 
i, 

Ь 1 
у;= JJ r(s

1 
- s

2
) ds 1ds2, 

t, 

Ь 2
= у:= JJr(s

1 
-s

2)ds
1ds2, 

о 
t, t, 

е2 = У1У2 = JJ° r(s1 - s2)ds1ds2, 
о о 

t, 

с 1 = х 1у1 = S r (t
1 

- s)ds,
lJ 

t. 

с2
= х2у2 = Jr(t2 -s)ds,

о 
t. 

d1 = Х1У2 = I r(t1 - s)ds, 
о 

t, 

d2 = х2у1 .r r (t2 - s) ds.
о 

(62.16) 

Если для сокращения обозначить 

то 

� 

g (,:) =-g (- ,:)= f r(s)ds,
о 

� 

h(,:)=h(--t)= SS r(s
1 -s 2)ds

1
ds�, 

о 
(62. l 7) 

c l - dl =da - Ca'=g (,:).
(62.18) 

Знание хара·ктеристической функции (62.12) позволяет 
произвести вычисление корреляционной функции модули
рованных колебаний. К этому мы •И перейдем. 
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§ 63. КОРРЕЛЯЦИОННАЯ ФУНКЦИЯ И СПЕКТР
МОДУЛИРОВАННЫХ КОЛЕБАНИЯ 

Пользуясь формулой 
1 l cosa. cos�= 2 cos (а - �) +2cos (а+�). (63.01)

можно написать 

X(t 1
)X (ta)=R(1:)+R(t1 , ta), 1:=! 1 -t 2 , 

так что для линейной АМ 

(63.02) 

1-----------�-�-

R (1:)=7(1 + mx1
)(l + тх2) cos [ш01: -(0 1 -02)]. (63.03) 

Для краткости мы будем записывать функцию R(1:) 
в виде 

где вспомогательная комплексная функция E('t) для ли
нейной АМ равна 

E(1:)=e-i<0,-{:j,) +т (х1 + �2) e-i(t!,-\,1.)+ т2х1х2 e-i(0,-0,),

а для экспоненциальной АМ 

Так как 

0 1 -08
= р(Х1 - х

2)+пш0 (у 1 -Уа),

то согласно формуле (62.11) имеем: 

- i 101 - 01) • дХ ( 
Х2е =-t диа -р, р,

- / (0, - е.) д2Х ( , 
Х 1Ха 

е =- ди дu -р, р,
1 2 

25-423

(63.05) 

(63.06) 

(63.07) 

(63.08) 
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Учитывая формулы (62.12)-(62.18), получаем 

е - i <0, - 0.) = ех Р {- ; п 2 m� li (-с) - р2 [l - r (-с)] } ' )

Х1 е -i (0,-0,) = - i {nmog (-с)+ 

+ р [1 - r (,;)]} ехр {-· � n2m�h (-с) - р2 [l - r (1:)]},

Х2 е - i (В, - 0,) . - i { nmog (,;) -

- р [l - r (,;)]} ехр {-½ n 2m� h (,;)- р2 [l-r (-с)]},

х
1
х

2 
е- i (ld, - 0

•) _:. {r (-с) - n 2m�g 2 (-с)+ 

+ р2 [l -r (-с)] 2 } ехр {-{ n2m�h (-с)-р2 [l-r(1:)]} , 

(63.09) 

так что при линейной АМ корреляционная функция моду
лированных колебаний вычисляется по формуле (63.04), где 

Е (,;) = {[ l - i mng (-.)] 2 + т 2 r (-.) +

+ т2р2 [ 1 - r (-с)] 2 }ехр {- � n 2m:h (,;) - р2 [1-r(-c)] } · 

(63. l О) 
Аналогично 

(63. l l) 

поэтому при экспоненциальной АМ функция Е (,;) равна 

Е (,;)= ехр {-2imnm0
g (-с)- ; n2m�h (1:)+ 

+т2 [1 +г(1:)]- р2 [l -r(1:)J}. (63.12) 

Что же касается функции 
~ -1

R(t 1 , t�)=т(l +тx
l
)(l +mx2)cos [mo

(t
1
+t2)-(0 1 +02)] 

(63.13) 
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(для линейной АМ) или 
- 1--------------

R (t 1, t2) = 2 ет 
(х, + х,) COS [ш0 (t 1 + t1)-(01 +02)] (63.14) 

(для экспоненциальной АМ), входящей в правую часть 
формулы (63.02), то она при увеличении t

1 
и t1 

быстро 
стремится к нулю, будучи пропорциоцальной выражению 

ехр{-; п2ш�(ь1 +ь2+2еа
)}· (63.15) 

Для достаточно больших t 1 
и t2 ..;;; t1 

мы имеем прибли
женные формулы ( ер. ниже § 66) 

b
1

�20�-t 1
, b 2 :::::::e2 :::::::20�-t2, 

поэтому при больших t мы имеем: 

- -г
Rr::,,,;:;Je " , 

(63.16) 

(63.17) 

где время установления корреляции t0 дается формулой 
1 4 а z� 
г= n ш0и�. 

о 

(63.18) 

Функция R ("t1, t2) у нас поя-вилась потому, что случай
ный процесс Х (1t) явля-ет,ся нестационарным - модуляция 
началась в момент 'i=O. Бели отвлечься от переходных про
цес-сов и рассматривать Х (,t) при до,статоttно ·больших поло
жительных "t, то следует ,считать 

(63.19) 

Заметим, что ицтенсивность стационарного процесса 
Х (t) равна 

X 2 =R(O), 

причем при линейной АМ 
1 R(0)=2 (1 +т1

), 

а при экспоненциальной АМ

25* 

(63.20) 

(63.21) 

(63.22) 
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По ,найденной .выше корреляционной функции ,R (t) не
трудно •вычислить спектральную интенсивно•сть ,модулиро
ванных колебаний 

00 

S(ш)= s е- iw, R(-c) d-c. (63.23) 
-оо

Подставляя :в эту формулу ,выражения (63.10) и (63.12), 
можно представить спектральную интенсивность ·в виде 

где 

S(ro): F(ш)+F*(-m), 

00 

F(:n)= 1 s e-i<w-wo>�в (-c)d-c,

-(>О 

00 

F*(-w)= � s e-i<"'+"'•''E*(-c)d-c.
-00 

(63.24) 

(63.25) 

Э1и формулы полностью решают задачу о вычислении 
спектра модулированных колебаний. При пользозании ими 
необходимо иметь в виду, что корреляционная функция 
r (-с) модулирующего случайного процесса часто неизвестна, 
а вместо этого дано его спектральное распределение s (ш), 
связанное с функцией r (-с) соотношениями 

00 

s(ro)= J e_i,,,, r(-c)d-c, 
-оо

00 

/- ( ) _ 1 Г iw, · )d 'С - 21t
J 

е •S{Ф lO. 
-оо

(63.26) 

Таким образом исходя из спектра модулирующего про
цесса, нужно по второй формуле (63.26) вычислить функ
цию r (-с), а затем по формулам (62. 17)-функции g (-с) и 
h (-с), после чего формулы (63.24) и (63.25) позволяют вы
числить искомую спектральную интенсивность S (ш). В сле
дующих параграфах мы разберем наиболее интересные при
меры применения выведен:н:ых обших формул. 
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§ 64. МОДУЛЯЦИЯ С ПОМОЩЬЮ МОНОХРОМАТИЧЕС-КИХ
КОЛЕБАНИЙ (КВАЗИСИНУСОИДАЛЬНАЯ МОДУЛЯЦИЯ)

Ниже мы будем широко применять д':=льта-функцию,которую мы на протяжении всей книги по возможности
старались избегать [см. впрочем, формулы (1.13) и (21.04)].
Если корреляционная функция R (,:) имеет вид

R(,:)= � Pkcosшk,:'
k 

то интеграл (63.23) приводит к выражению
S(ш)=7t� Рk[о(ш-шk)+о(ш+шk)],

k 

(64.01)

(64.02)

показывающему, что вся интенсивность данного процесса
сосредоточена в дискретных частотах ro -=-1- ro

k
. Напри-

мер, при отсутствии модуляции (х (t)= О) мы имеем:
Х (t) = COS (ш/- 0

0
) (64.03)

и, производя усреднение по случайной фазе А
0

, равномерно
распределенной в интервале О,;;;; 0

0 
< 27t, мы получим
1 

R (,:) = Х (f 1 ) Х (t 2)= 2 COS Ш0 '1:, (64.04)
откуда

(64.05)
так что в отсутствие модуляции, как уже указывалось,
интенсивность сосредоточена при ш = --1- ш

0
• 

Наиболее простые результаты дают выведенные в § 63
формулы в случае линейной АМ при отсутствии ЧМ и ФМ
(m=f=0, n=p=0), когда

(64.06)
т. е. спектр состоит из линии ш = ш

0
, соответствующей

немодули,ованному колебанию, и спектра s (ш), перенесен
ного к несущей частоте ш

0
• 

Если спектр модуш1рующего процесса сосредоточен
в весьма узкой полосе частот вблизи частоты ш 11 то можно
написать 

(64.07)
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и корреляционная функция r (,:) равна 
r (,:) = cos 00

1
,:. (64.08) 

В этом случае происходит модуляция с помощью колеба
ний оп;:,еделенной частоты ro

l
' но с неопределенной ампли

тудой и фазой. Такую модуляцию мы будем называть 
квазясинусоидальной, поскольку она отличается от обычной 
синусоидальной модуляции (см. ниже). 

Для квазисинусоидальной АМ формула (64.06) прини
мает вид 

(64.09) 

причем спектральную интенсивность, соответствующую 
формулам (64.06) и (64.09), нетрудно вывести из элемен
тарных соображений. 

Для квазисинусоидальной ФМ (р=,=О, m=n=0) функ
ция F ( ro) равна 

00 

F ( ) _ 1 -р, s е! (со - СОо), + p'ccs"','d 
Ф- 4е ... 

-00 

(64.10) 

Функция е •·, будучи периодической с перио-р' ccs "' -
( 

дом 2-z.), может быть разложена в ряд Фурье
001 

00 00 

ер• ccs "'•'=/о (ра) + 21] / k 
(pl) cos kro

l
-т; = 1] / k (р•) elkco

,., 

k=l k=-00 

(64.11) 

r де / k - модифицированная функция Бесселя - опреде
ляется формулой 
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,. 

" ... , 
f k (х) = � ) ех 

COI '1' cos kr.pdr.p = :1 J_ е Х соа "'•' cos (0
1

'!;d,:.

о о 

(64.12) 



Отсюда получаем 
F(ш)= � е_Р; {1о(р2)о(ш-шо)+ 

00 

+ � 1,., (р2

) [о(ш - ш0 + kш1 ) + о(ш -ш0 - kш1)]} • (64.13) 
k=l 

т. е. при квазисинусоидальной ФМ спектр получается 
дискретным, как и при обычной синусоидальной ФМ, но 
интенсивность, приходящаяся на каждую часготу, выра
жается через коэффициент ФМ несколько необычным об
разом. 

Чтобы вывести формулу (64.13) элементарно, поступим 
следующим образом. Пусть 

x(t)=acos (ш1
t-3-), (64.14) 

где а и & постоянные; тогда 

Х (t)= cos [шоf- pacos (шJ-&)-00 )-10 (ра) cos(ш0t-00 )+ 

+ � Jk (pa) {cos [(ш0 +kш1) t-k(i+& )-00 ] + 
k=1 

+cos [(ш0
-kш1

)t+k (; +&)-00]}· (64.15) 

Эта формула хорошо известна в теории частотной и 
фазовой модуляции; она легко выводится из свойств функ
ций Бесселя. Мы видим, что, например, час гота ш =ш

0 
-

- kw
1 

имеет (среднюю по фазе) интенсивность { � (ра).

Амплитуда (огибающая) а имеет распредел�ние Релея 

(64.16) 

поэтому после усреднения 110 а интенсивность, соответ
ствующая частоте ш

0 
- kш l

' равна 

(64.17) 

причем последнее выражен:ие ,совпадает с тем, что дает 
формула (64.13). Интеграл (64.17) является частным слу• 

391 



чаем второго экспоненциального интеграла Веб€ра (см.
Ватсон ,стр. 433). 

При чистой ЧМ (п -:1= О, т = р = О) имеем:
со 

F (ш)={ 5 ехр {- i (ш -Ф0),: - � n 2
ill� h (,:)} d,:, (64.18)

-00 

и при монохроматическом модулирующем процессе
h(,:)=2 l-co:ro1 <t . 

(J)I 
(64.19)

Сравнение формул (64.10) и (64.18) показывает, что ква
зисинусоидальная ЧМ с коэффициентом п .полностью экви
вал-еН'J'На квазисинусоидальной ФМ ,с коэффициентом 

(64.20)
Это соотношение иввестно •в теории -синусоидальной модуляции. 

Рассмотренные выше соотношения дают, ·в сущности,
проверку полученных в § 63 общих формул. В следующих
параграфах мы исследуем другие примеры применения
этих формул. 

§ 65. ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ СПЕКТРАЛЬНЫХ

РАСПРЕДЕЛЕН Ий 

В этом параграфе мы рассмотрим модуляцию с помощью
нормального процесса, спектр s( u) которого подобен спектру,
изображенному на рис. 5. Если определить время ко;:,ре
ляции о,: и ширину спектра ош для модулирующего про
цесса с помощью соотношений 

со 

о,:= Jr('C)d,:, ош=s�О)' 
u 

(65.01)

введенных еще в § 3 и упрощающихся в силу того, что
здесь r (0)= 1, то ош и о-,; будут связаны соотношением

(65.02)
В § 63 вычисление спектра модулированных колебаний

сведено к квадратурам. Однако вычисление соответствующих
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интегралоз сопряжено с трудностями, поскольку функция 
r('t) и определяемые через нее функции g (,:) и /i (,:) обычно 
сложны. Между тем, при малых -. эти функции прибли
женно равны 

(65.03) 

а при больших -. 

r('t)=0, g(,:)=o,, h('t)=2,:o,: (,:�о,:). (65.04) 

Использование приближенных выражений (65.03) эквива
лентно предположению о бесконечно малой ширине спектра 
модулирующих колебаний 

s(w)=21eo(w), r(-.)=l. (65.05) 

Формула (63.1 О) при этом дает 
со 

F ( w )= { j [(1- imnill
0
'1:)2+m�] exp{-i (ш - m0),: -

-со 

а формула (63.12) 

F(w)=� j exp{-i [ш -u,
0

(1 -2тп)],:-
-оо

.t"""ir. 1 
{2 2 [eu-w0 (!-2mn)] 2 } 

= r 2 2-- ехр т -
2 

• neuo 2n2ro
0 

(65.06) 

(65.07) 

В обоих •случаях оказывается, что на ,спектральную ин
тенсивность наличие или от1сутствие Ф.М не влияет. Это
явление, характерное для «квазистатической» модуляции, 
определяемой формулами (65.05). Действительно, «беско
нечно медленное» изменение фазы не должно влиять на 
спектральную интенсивность. При этих же условиях шири-
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ну спектра, равную nroo, определяет только ЧМ, и дей
ствие АМ сказывает-ся лишь в смещении максимума 
функции F ( ro) от частоты roo к час1'оте 

(65.08) 

но не изменяет ширины ·спектра. Для экспоненциальной 
модуляции формула (65.08) являе1'ся точной, а для лин-ей
ной - приближенной (она ·спра.ведлива при т � 1). 

Выражения (65.06) и (65.07) нетрудно получ.ить из эле
ментарных •с.ооб.ражений. Для простоты раз-берем ЧМ без 
АМ (n=I= О, m=0). Каждому зна'Чению х, изменяющемуся 
во .времени достаточно медленно, соотве1'ствуют частоты 

ш =±w/(1 -пх), (65.09) 

интенс.и·вность каждой и0 которых равна ¼,. Поэтому ин
тенсивность спектра при квазистатической модуляции 
дается формулой 

1 1 
· 

21t 
S (w)dw= 4 [р (x')dx' + p(x' 1)dx11

], 

1
х• (65.1 О) 

Х'
=

- Ы-(!)о х''=-(!)+(йо р(х)= 1 е-2 
n(!)o ' nroo ' Y21t ' 

откуда 

(65.11) 

что совпада,ет-с результатами, полученнь1ми выше, при m=O. 
Как показывает более точный анализ исходных выраже

ний (63..l О), (63.1,2) и (63.25), формулы (65.06) и (65.07) 
с.праведливы при условии, что параметр 

(65.12) 

велик по сравнению с единицей. Тогда ширина получаю
щегося спектра 

(65.13) 

оказывается гораздо больше ош - ширины спектра модули
рующих флюктуаций_. 
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В про�ивоположном случае, когда q '{ 1, в интегралы 
(63.25) мож1но подставлять -приближенные выражения 
(65.04) и, например, для линейной АМ мы получаем 

F(ш)= 

1 R {[(l . � )2+ 2 2] -p•5-i(oo-w
0 +п'w2i,),d} = 2 е - tmnroou't т р е е о ,: = 

о 

= !__ e-P'Re ( �l __ im_q)_• _+_т_•р_• 
2 nr»0q- i(w - w0) 

При дополнительном условии mq '{ 1 функция 
нимает вид 

(65.14) 

F(ro) при-

(65.15) 

оrкуда следует, что в предельном случае q'{l АМ и ФМ 
не влияют на форму спектра, и ширина получающегося 
спектра 

дФ,...,,,nФ
0
q = ;- q2oro 

мала по сравнению с o.u. 

(65.16) 

§ 66. ЗАВИСИМОСТЬ ШИРИНЫ СПЕКТРА МОДУЛИРОВАННЫХ

КОЛЕБАНИЙ ОТ ШИРИНЫ СПЕКТРА МОДУЛИРУЮЩИХ

КОЛЕБАНИЙ 

Вычислим зависимость Л(О or ОФ при частотной модуля
ции (п=f,О, m=p=O). Ширину спектра ош модулирующих 
колебаний мы определили формулой (65.01), а ширина ЛФ 
модулированных колебаний (точнее - полуширина спектра) 
определяется с помощью соотношеция 

или 

00 00 

2F(Ф
0)ЛФ= j F(ш)dro=� 5 S(Ф)dill = �

-оо -00 

1С дш = 4F(w0). 

Действительно, при т = р = О функция 

1 soo -i(oo-0>0)<- _2_ n'"'6 h(s) 
F(ш)=2Re е 2 d-г. 

о 

(66.01) 

(66.02) 

(66.03) 
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симметрич1:1а относительно точки w = w
0

, r д� она принимает
максимальное значение, поэтому определение (66.02) ана
лоrичн:> опµеделени;о (65.01 ). Вычисление интеграла (66.03) 
затруднительно дзже п;:>и w=w

0
, паэтому естественно за

менить корреляционную функцию r('t) ступенчатой функцией 
r('t) = 1 при l'tl< 8t, 

} (66_04) 
r('t)=0 при /'tl>8't, 

так что 
hl-.)=-.2 при j-./<8't, 

} h(-.)=2t8-.-(8t)2 при j-.j>k 
(66.05)

Эту замену следует рассматривать как грубую аппроuси
мацию ко;:>рел;щионных функций r(t),. ·соогветствующих 
спектрам того типа, который изображен на рис. 5; в точ
ном виде такая корреляционная функция существовать не 
может. Сделав такую замену, получим 

ъ, 1 2 1 2 00  

F( illo} = { { J е - 2 n'"'O'' d-.+e 2 n'"'o(Ъ,)J е-п•.,3,ъ, d
t

} =

где 

О h 

1 /-; _i [Р ( ) + J.. р, ( )]
= JI 2nwo q q q ' 

1 q
J 

-� 
P(q)=-= е 2 dt. 

V 2� 
о. 

На рис. 57 (кривая 1) дана зависимость величины 
дrо _ !_J/� 1 

nro - 2 2 1 0 
P(q) +q P'(q)

(66.06) 

(66.07) 

(66.08) 

от параметра q. В частно,сти, из ри·с. 57 видно, при каких
значениях q реализуется предельный случай (65.13), а при
каких - предельный случай (65.16). 

На рис. 57 (кривая 2) представлена та же зав:иоимость
для корреляционной функции 

1,1 
r (t)=e-ъ', 

соот.вет,ствующей спектральной интенсивно,сти
2д<t 

S (ill)= I+ooz(д,) 2. 
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Рис. 57. Ширина спектра модулированных колебаний 
при частотной флюктуационной модуляции: 

1 - по формуле (66.08), 2 - по формуле (66.13). 

Такая интенсивность получается .при пропускании «белого 
шума» через апериодический контур с временем затуха
ния 6-r. 

В данном случае 

(66.11) 

и 

00 q' 
F( шо) = 2о-с eq' s e-q•(&+e-&) d& = 2o't е q' (q2)-q• Stq'- 1 е-1 dt.

Отсюда 

где функция

о о 

Д(,} = 7t e-q'(q2)q' 
nu)o 2q (q2- 1, q2)! • 

(х, у)!= J tx e-1dt

(66.12) 

(66.13) 

(66.14) 

есть «неполный факториал», первоначально введенный пр!И 
табулировании распределения х2 (см., например, формулы 
§ 38 и 45). Для построения кривой 2 достаточны графики
функции (х, у)!, приведенные в книге Янке и Эмде.

Кривые 1 и 2 при малых и больших q совпадают (как 
следует из общих рас,суждений § 65), а при конечных q 
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имеют одинаковый характер ивменеюш. Они позволяют 
оценить ширину спектра флюктуационной модуляции, если 
изв,ест.на ширИlна ,спектра модулирующих флюктуаций. 

Данная глава .написана на осно-вании работы 
Л. А. Вайнштейна, выполненной •в 1947 г. по предложению 
М. А. Леонтовича. Эквивалентные математичес:юие резуль
таты получены неза,вис.имо рядом других автора.в ·в связи 
с самыми различными техническими и физическими зада
чами. В следующей главе мы применим результаты дан
ной главы к анализу помех, обусловленных хаот,ическими 
отражениями. 



ГЛАВА XI 

ХАОТИЧЕСКИЕ ОТРАЖЕНИЯ 

§ 67. ПОМЕХИ, ОБУСЛОВЛЕННЫЕ ХАОТИЧЕСКИМИ
ОТРАЖЕНИЯМИ 

В радиол.акации представляют интерес помехи, полу
чающиеся в· результате отражения (или рассеяния) элек
тромагнитных :волн от капель дождя ил•и тумана, расти
тельност,и и других местных предмета-в - .многочисленных 
и беопорядочно расположенных. Статистическая трактоВ'ка 
та,кщо рода .помех возможна и необходима вследствие их 
ма,ссов·ости: •отдельная ка·пля дождя, например, дает рас
сеянное поле, малое по сравнению с полем полезного сиг
нала, отраженного от радиолокационной «цели», и лишь 
в результате наложения полей от многих рассеивающих 
объектов получается помеха, ,серьезно ·вл·ияющая на рабо
ту радиолокационной -станции. 

Ввиду беспорядочного расположения и движения от
дельных рас-сеивателей, помехи, обусловленные хаотически
ми О'Гражениями от многочисленных местных предме'Гов, 
следует ра,ссматр'И•вать в приеМ'нике радиолокационной 
станции как случайный процесс. Этот случайный ·процес,с 
неизбежно будет нормальным, поскольку он является 
суперпозицией большого числа независимых (или почти 
независимых) слагаемых, обусловленных полями от отдель
ных рассеивателей (или групп таких рассеивателей). 

При теоретиче,ском исследовании хаотичесюих отраже
ний мы не причисляем к ним помех от больших .местных 
предметов, например зданий, холмов и т . .п., поскольку по 
отношению к таким помехам •статистическая по•становка за
дачи не имеет смысла, и вместо этого нужно говорить 
о разделении сигналов от двух или нескольких различных 
объектов, о нео,бходимой для этого разрешающей спос-об
fЮСТf! И Т. Д. 
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При теоретическом ис,следовании оптима.1ьноrо прием
ника радиолокационных ,сигналов на фоне хаотических от
ражений мы в-стречаемся со ,следующей трудностью: слу
чайный процесс, обусловленный хаотичесkими отражения
ми, являет,ся нестационарным, а это усложняет его корре
ляцио,нные свойства, делает невазможным •спектральное 
рассмотрение и т. д. В самом деле, при облучении облака 
рас-сеивателей последовательностью L импульсов 
(рис. 58,а) .мы принимаем случайный процесс, охватываю
щий лишь часть L периодов повторения и вовсе отсут-

п п п 
aJ

� � �
б} 

б} 

Рис. 58. Радиолокационные сигналы на 
фоне хаотических отражений. 

• t

• t

ствующий в промежутки времени �о и после этих L перио
дов (рис. 58,б). Нестационар·ность данного случайного про
цесса вызвана двумя причинами: 1) .конечной протяжен
ностью части пространства, занятой рассеивателями (или 
неоднородностью 1их расположения); 2) конечной длитель
ностью зондирующего радиолокационного сигнала (или, 
что то же, его нестационарно,стью - неоднородностью во 
времени). 

Однако отмеченную трудность легко преодолеть. В са
\1ом деле, проблема выделения полезного сиrналil на фоне 
хаотических отражений возникает rorдa, когда этот сигнал 
приходит одновременно с 1помехой (,как пунктирные ю1-
пульсы на рис. 58,б). Эта проблема по •существу не под
вергается изменению, если мы представим ,себе, что слу
чайный процесс ,с теми же вероятностными свойст.вами 
«аналитически продолжается» на весь период повторения 
(без каких-либо пустых промежутков времени) и далее 
на весь -бесконечный интервал !Времени - оо <t <оо. При 
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этом мы по-·прежнему считаем полезный ,сигнал присут
ствующим лишь в соответствующих частях исходных L. пе
риодов повторения и ставим вопрос об его оптимальном вы
делении на фоне ,стационарного случайного процесса, опре
деленного выше. Заметим, что при анализе того же вопро
са для импульсо·в, приходящих •В моменты времени, когда 
помех нет (,рио. 58,в) или когда они имеют иную интенсив
ность или иные корреляционные свойства (рассеивател11 
в другой части пространства), ·нужно эти помехи рассмат
ривать ка1к другой ,стационарный •случайный процесс. 

Что физиче·ски означает описанное ,выше «аналитиче
ское продолжение» п,омех, приводящее .к стационарным 
случайным процессам? На·блюдаемая на опыте помеха 
(рис. 58,6) ,обу,словлена пространственной обла,стью а ко
нечных размеров; обозначим эту помеху через па ('t). До
полним эту область а мысленно другой, sоображаемой 
областью Ь, также заполненной рассеивателями; пусть по,с
ледняя простирается от .минимальных до максимальных 
расстояний, на •которых радиолокационная станция ведет 
наблюдение, 1причем ,с такой плотностью частиц (вообще го
воря, переменной), что при облучении беоконечной перио
дической последователыностью импуль·с.ов (или иных зон
дирующих радиолокационных сигналов) !ПО1меха nat-b (t)
от -суммарной области являет-ся стационарным· случайным 
проце-с,сом. Поскольку данная rнам помеха равна 

(67.01) 

r де помеха n
ь
(t) от .дополнительной" области Ь на радио

локационное обнаружение в пределах области а не влияет, 
то вмесrо рассмотрения помехи па (t) мы переходим к рас-
смотрению помехи п

а+ь 
(t).

Существещю, что процесс п
а+ь 

(t), получается в резуль
тате периодически повторяющегося облучения области а+ь.
Это значит, что при вычислении корреляционной функции 
и спектральной интенсивности случайного процесса п

а+ь
(t) 

мы должны считать, что область а+ь облучается не в те
чение L периодов повторения, а все время, т. е. мы должны 
.аналитически прод'Jлжать" облучающую волну (но не при
нимаемый полезный сигнал!) на весь бесконечный интер
вал времени -оо< t < оо. 

Из физических соображений автокорреляционную функцию 
Rn (1:) для стационарного случайного процесса n(t), соответ-



ствующеrо хаотическим отражениям, можно написать 
в виде 

(67.02) 

r де R
P (,:) есть периодическая функция ,: с периодом повторе

ния т
(67.03) 

а r(,:) есть медленно меняющаяся функция, удовлетворяю
щая условию 

r(O)= 1. (67.04) 
Смысл формулы (67.02) очень прост. Предположим сна

чала, что все рассеивающие частицы неподвижны, тог да 
при периодичности излучаемого сигнала процесс n(t) также 
будет периодическим (хотя в пределах каждого периода 
повторения Т он случаен). Автокорреляционная функция 
такого процесса R

P 
(,:) также будет периодической функ

цией ,:, как это показано в формуле (67.03). Действительно, 
помеху п(t) в этом случае можно разложить в ряд Фурье 

00 

п (t) =Е ek cos (kro 1
t -& k), (67.05) 

k=I 

т. е. представить ,в виде наложения монохроматичесюих 
процессов вида (6.01), но со случайными значениями ek 

и & k" Рассматривая монохроматический процесс как пре
дельный случай квазимонохроматичесжоrо, мы получим 
автокорреляционную функцию для процес-са (67.05) в виде 
суммы выражений типа (6.10), т. е. придем ,к функции 

00 

R
P

(,:) = Е Pk COS kro
1

,:, 

k=I 

r де положительные коэффициенты Р k равны 
1 -2-

Pk =
2 ek . 

(67.06) 

(67.07) 

На самом деле част·ицы, вообще rов·оря, перемещаются. 
Если ,считать, что частицы движут,ся лишь хаотически и не 
обладают какой-либо средней ,скоростью, то через проме
жуто1к времени Т имеет место несколько иное (случайно 
измени.вшееся) расположение ч�стиц, благодаря чему 
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функция корреляций медленно у.меньшае1.'ся при [ 't \ -+ оо, 
Это обстоятель,ство ,как раз учитывается множителем r(t) 
в формуле (67.02). 

Если радиолокационный сигнал представляет собой по• 
следовательность когерентных прямоугольных импульсов 
продолжительностью То� Т, то функция (67.06) дает пе
риодическую последовательно,сть треугольных «радиоим
пульсов корреляции», оди,н из �которых изображен на 
рис. 211. Функцию r(t) · обычно можно считать постоянной 
на протяжении отрезков времени порядка Т0, так что r(t) 
являеrся как бы междупериодным коэффициентом корре
ляции, характеризующим статистическую связь между зна
чениями n(t) в моменты t, t±T, t±2T и т. д. 

Вычислим ,спектральную интенсивность помехи п (t), 
имеющей корреляционную функцию (67.02). Мы имеем: 

00 00 00 

sn (ш) = s e i""R
p 

(-.) r (--) d't = � p
k J eiwc cos kш l't r('t)d-. = 

-оо k=l -со

00 00 =} � pk J [ei(<»-k<»,)<+ei(<»+kw,)s]r(-.)d-. . (67.08)
k=l -оо

Если ввести обозначение 
00 

s(Ф)= 5 e;"''r("t)d"t, (67.09) 
-оо

то формулу (67.08) можно записать в виде
00 

Sn (w)=� � Pk [s(ш-kш 1)+s(w+kw 1 )]. (67.10) 
k=l 

Таким образом, ,благодаря хаотическому движению частиц 
линейчатый -спектр периодического ,сигнала, сосредото
ченный ,в ча·стотах ro = ± kщ, переходит в непрерывный 
с·пектр, так �как каждая линмя «расплывает,ся» вполне оп
ределенным образом, зависящим от вида функции (67.09). 

Отметим, что при облучении облака рас,сеивающих ча-
стиц последовательно•стью некогерентных импульсов 
(ер. § 21) автокорреляционная функция хаотических отра
жений равна 

26* 

Rn 
(-.)= R

P 
(-.) при -Т

0 <-. < Т0, } 
Rn ('t)=0 при \-.J>T0 , 

(67.11) 
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где То-дJiительность импульса. В ,самом деле, при 1-.1 <То 
автокорреляционная функция при облучении рассеиваю
щего объема когерентными и некоrерентными импульсами 
одна и та же, поскольку при таких значениях -с проявляется 
лишь -статист.ичеекая связь значений ,случайного процес-са 
п (1t) от одного и того же импульса. Поэтому при таких т 
МОЖ'НО применять формулу (67.02), заменяя в ней множи
тель r('t) на единицу. При больших -с (например, при 
'С:=::< ±Т, ±2Т и т. д.) мы, очевидно, имеем Rn 

('t)=O, по
сколыку .даже .при непод,вижных рассеивателях корреляция 
между отраженными импульсами 011сутствУет (так как 
фаза излучаемых импульсов случайна и при приеме не ис
пользуется). Окончательно функция Rn 

('t) -сводится к од
ному треуголЬ'ному корреляционному импульсу ,с высоко
частотным заполнением (см. ри·с. 21), а спектральная ин
тенсив,но,сть ·помех определяется формулой (21.01). 

Ниже мы детализируем физический ,смысл выписанных 
в этом параграфе формул, в частности покажем, что функ
ция s ( ffi) про-сто -связана ,с распределением рассеивающих 
частиц по скоростям. Будет та·кже дано обобщение выве
денных выше формул, в ча·стности учтено среднее движе
J-Ше частиц относительно передающей и приемной антенн, 
приводящее к смещению частоты принимаемых �волн (эф
фект Допплера). При этом следует отметить, что теория 
оптимального приемника радиолокационных ,сигналов ·при 
наличии хаотических отражений, развитая •В данной книге, 
целико.м о·сновывается на выражении (67.02) для корреля
ционной функции помех. 

Основным отличием помех, обусловленных хаотическими 
отражениями, от собственных шумов приемника является 
наличие сильной коррел,щионной связи, прос гирающейся, 
по крайней мере, на несколько периодов повторения: эта 
связь оп::,еделяется множителем r ('t) в формуле (67.02). 
Если время корреляции Л't (т. е. эффективная ширина функ
ции r('t)) равно 

Лт."'L0Т, (67.12) 
то согласно соотношению (3.28) ширина спектральной функ
ции s(Ф), т. е. ширина каждой спектральной линии в фор
муле (67.10), будет (по порядку величины) равна 

(67.13) 

При L
0
>,l мы имеем помеху, не успевающую заметно из

мениться за время Т и эффективно компенсируемую черес-
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периодным вычитанием; ширина каждой Dлинии" в спек1•ре 
(67. 1 О) мала по сравнению с расе rо,шием между ними. 

Если же L
0 

� 1. то мы имеем .быстро меняющуюся" 
помеху, кото;,ая через промежуток времени Т будет уже 
сущее rвенно иной. В этом случае дш :; ш

1
, т. е. спектраль-

ная интенсивность (67.1 О) соаrвеrствует сплошному спектру, 
в котором сигнальные линии w = -t- kill

1 
взаимно перекры

ваются. 
!Полное отсутствие корреляции между •различными пе

риодами повторения 1будет иметь место при некогерентно
сти импульсов [см. выше формулу (67.11) ]. Однако в по
следнем •случае хаотиче-с-Кие отражения уже не дают нор
мального случайного процес·са: вследст.вие некогерентно
•с11и зондирующих сигналов фазы помехи в различных 
пер.иодах повторения будут независимы, междупериодная 
корреляция исчезает, ,но амплитуды будут иметь ту же ста
тистичес!Кую связь, что и при когерентност.и ,сигналов. 
В этом - ,важное отличие хаотических отражений ·при не
когерентных сигналах от помех, ·Не обла:дающих между
периодной 11юрреляцией по ест,е,ственным причинам, напри -
мер от собственных шумов приемника или от рассмотрен
ной выше быстро меняющейся ломехи. 

В гл. VII мы рассмотрели радиолокационный сигнал от 
мерцающей цели, получающийся в результате сложения 
полей ·о·т многих «·светящихся точек», сочетающих регу
лярное поступательно-е движение с,о случайными колеба-
1-r.иями. Та же модель 'При.менима ·и для описания помехи,
обусловленной ха,отическим,и •отражениям.и, с тем лишь
отличием, что размеры пространст.венной области, занятой
ра·осеивателями, обычно значительно превосходят разме
ры радиоло1кационной цели; поэтому помеха растянута во
времени настолько, что ее целесообразно у.подоблять, как
мы это делали .выше, ,стационарному случайному процессу.
Однако при исследовании междуrпериодных статистиче
ских овязей �пачка когерентных сигналов от мерцающей
цели и помеха, обусловленная их хаотическим1и отраже
ниями, вхо:дят во все теоретические ·соотношения вполне
симметрично, как это мы видели в § 43 и 47-49.

В теории обнаружения некогерентной пачки на фоне 
коррелированных помех мы для простоты ограничи.вали,сь 
нормальными 'По.мехами, являющимися в различных перио
дах повторения не только некоррелированными, но и ста
тис:гически независимыми. Таким образом, изложенная 
в гл. VI и VII теория опти.мального приемника для некоге-
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ре11тной пачки с.игналов охватывает собственные шумы 
прием-ника и «·быстро · меняющуюся» помеху от хаотиче
ских отражений (аналогичную сиr.налу от �быстро мерцаю
щей цели). Хаот.ические отражения, обладающие ,сильной 
междупериодной ;корреля,цией по амплитуде и независи
мыми фавами, насколько нам известно, еще не рас-сматри
вались. Исследование приема некогерент.ных сигналов на 
фоне таких хаотичес,ких отражений должно, очевидно, ба
зироваться на применеаии формул § 60 ,к помехе, в то вре
мя ка.к в § 44 и 45 они применялись только к полезным 
сигналам. 

§ 68. ЯВЛЕНИЕ ДОППЛЕРА
При рассеянии электромагнитных •Волн на движущем,ся 

теле ее част,ота изменяется благодаря явлению Допплера. 
ПосJiюльку в учебниках физи-ки явление Допплера рассмат
ривается обычно для воЛJн, излучаемых (а не раrсс,еивае
мых) движущимся телом, мы р.ас-смотр.им здесь :ЦЛЯ :пол
ноты явление Допплера в радиолокации. При этом мы бу
дем пользоваться осно.вными положениями теории относи
тельности и лишь потом рас•смотрим более элементарный 
вывод. 

Пусть в системе координат х, у, z наблю1Цается некото
рое отражающее тело К, движущееоя с -постоянной ско
ростью v. Совместим с телом К сие.тему координат х', у', 
z'; не ог.раничивая себя в общности, мы можем -считать, 
что ось х направлена параллельно с:�юроС'ТИ тела и парал
лельно оси х', а оси у и у', z и z' также параллель,ны. Пре
образование Лоре-нца -связывает между ,собой в.оордиrнаты 
х, у, z и время t в неподвижной 1сиет.еме с координатами 
х', у', z' и временем ·t' в системе, движущейся вместе с те
лом ·к

где 

t- рх
, x-vt , , t'

с
Х = , у =у, Z =Z, =,r-'

J/1-�2 "1-� 2 
(68.01) 

(68.02) 

При этом предполагает•оя, что в момент начала отсчета 
времени ('t=.f'=O) начала координатных систем х, у, z их', 
у', z' совпадают. Обратное преобразование Лоренца имеет 
вид 
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х' + vt' с 
х = ___ , у=у', z=z', t =-:;т--- • (68.03) 
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Пуоть -передающая антенна А, жестко с·вя•за;нная с си
стемой х, у, z, облучает монохромат.ичеекой электромагнит
ной �волной тело К. На д1остаточно большом ра·сстоян1ии 01 
ант,ен.ны эту волну можно рассмат.ривать как ,плоскую. 
Если 01сь у ,выбрать так, 11поlбы напр-авление распростране
ния этой волны лежало в плоскости х, у (рас. 59), то фаза 
нолны будет равна 

Ф =k (х cos ч�·+ ysin !fl)- шt ( k =�)- (68.04) 

!I 

/) 

R D 
..._-----�.1. 

Рис. 59. 1( расчету явления Допплера. 

Эта величина остается инвариантной при преобразовании 
Лоренца, поэтому в системе х', у', z', t' будем иметь 

Ф = k'( cos tp' + у' sin rp') - ш't'. (68.05) 
Приравнивая выражения (68.04) и (68.05) и пользуясь фор
мулами (68.03), получаем 

и 
k' cos rp' = k cos 'f - � 

k' si n f' = k si n rp
-v, - �· ' 

, !,- � cos ш 
ш = ш -� __ ,_, 

VI - �·

(68.06) 

(68.07) 

Последнее соотношение дает нам частоту волны в движу
щейся системе координат. Исключая из соотношений 
(68.06) k' и qi', получаем 

(fJ' cos 'f - � sin 'f Jf I - �• k'=-
c

, cos rp' = ,-� cos,., sinqi'= -,--'------'--r , 1 - � cos ер (68.08)' 
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Падающая волна с фазой (68.05) рассеивается на теле 
К, неподвижном в системе координат х', у', z'. Если рас
сматривать рассеянную волну, распространяющуюся в пло
скости х', у' под углом ер' к оси х', то в достаточном 
удалении от тела К она явлiiется плоской волной с фазой 

\Jf = k' (х' cos ф' + у' sin ф')- ш't' (k' = ;} (68.09) 

В системе координат х, у, z эта фаза представляется 
в виде 

W=k*(xcosч,+ ysinф)-шi. (68.10) 

Сравнивая эти выражения и применяя преобразования Ло
ренца (68.01 ), получаем 

и 

k cos • 1• =k' соsф' + � • k sin •'• = k' sin • 1•' * '1' YI -�2 * '1' '1' 

Соотношения (68.11) дают 
ro* cos Ф' + �-k* =с• cos ф = 1+� cos Ф' • 

, cos Ф- � cos ф 
= I � ф,

- cos 

sin Ф' ")11 - � 2 

tsinф = 1 +/со,ф' 'r 

поэтому формулу (68.12) можно переписать в виде 
Yl-�2 

ш - ш' -�-'--* - 1
-_-

� cos о/ • 

(68.11) 

(68.12) 

(68.13) 

(68.14) 

Используя формулу (68.07), окончательно получаем вы
ражение для частоты волны, приходящей к приемной ан
тенне 

1-� cos ,е 
ш -ш�-� *- 1-� соsф. 

(68.15) 

Если передающая антенна А совмещена с приемной 
антенной В, то ф = 11: + rp и 
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Мы видим, что в этом случае изменение частоты опреде
ляется радиальной составляющей скорости, поскольку 
(ер. рис. 59) 

V COS 'f v, �cosq,=--= -. 
с с 

(68.17) 
7' При ч,=±2 мы имеем ro*=ro, т. е. частота не изменяется.

При � � 1 формулу (68.16) можно переписать в более 
простом виде 

(1) ill* =:::ill (l-2�cosq,)� 1 + 2�cosre· (68.18) 

Дадим теперь элементар:ный, хотя и нестрогий выво:д 
формулы (68.16) при <р=О. Для этого рассмотрим от;раже
ние пло,с1юй !Волны 

о 
/ х) Е у = Е

0 
cos о> \ t - с (68.19) 

распроотра1Няющейся в напра.влени:и оси х, от ллоскоrо 
идеально проводящего з,еркала, перпенди1кулярноrо оси х 
и движущегося ,со С'КО•ростью v вдоль нее, так что в момент 
t зер,кало iИмеет а-бсци,ссу 

X=Vf. (68.20) 

Волну, отраженную от зеркала, мы будем искать в виде 

в;=-Е
0 cos (l)*(t +f) (68.21) 

с неизвестной частотой ro*. Поскольку на зеркале должно 
выполняться граничное условие 

в�+в;=о ::rри x=vt,

мы приходим к соотношению 

cos w (1- �)t=cos (!}* (1 + �) t,

(68.22) 

(68.23) 

которое может удовлетворяться при любых t, если только 
частота w* отраженной волны равна 

1-�
(!}* 

= ro 1 + �,
(68.24) 

что полностью согласуется с фо;>мулой (68.16) .. Послед
нюю формулу можно получить и при <p='IC, заставляя зер
кало двигаться в отрицательном направлении оси х и, сле-
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довательно, заменяя в формуле {68.20) v на -v, а в фор
муле· (68.24) � на - �- Наконец, при движении зеркала 
перпендикулярно к оси х, когда оно остается в одном и 
том же положении на оси х, изменения частоты П?И отра
жении происходить не должно, в полном соответствии с 
формулой (68.16). 

Явление Допплера для немонохроматических волн рас
смотрено в приложении IV. 

§ 69. ФУНКЦИЯ КОРРЕЛЯЦИИ ПОМЕХИ, ОБУСЛОВЛЕННОЯ
ХАОТИЧЕСКИМИ ОТРАЖЕНИЯМИ 

Пусть хаотически расположенные частицы (рассеиватели) 
облучаются волной, переносящей случайну!9 функцию т (t), 
спектральная интенсивность которой есть S

т
(ш). Рассеива

тель с номером а. создает отраженный сигнал, соответст
вующий случайному процессу n,,,(t) со спектральной интен-
сивностью Sn,,,(ш). Совокупность всех таких сигналов и соз
дает помеху работе радиолокатора. Если обозначить через 
11" величину 

(69.01) 

где v,,,, - радиальная скорость a.-ro рассеивателя, то спек
тральная интенсивность Sn

a. 
(ш) будет равна 

(69.02) 

где Г., - постоянный, коэффициент, зависящий от отража
тельной способности данной частицы, ее ориентации и рас
стояния до �ее, а Sm (m)- спектральная интенсивность из-
лучаемого сигнала. 

При полезном сигнале, занимающем достаточно узкую 
полосу частот 

дш<{w
0 

(ш
0 

- несущая частота),

и при значениях 1/,.,, удовлетворяющих условию 

формулу (69.02) можно переписать так: 

Sп,. 
(ш)= Га

S
т(ш +са),
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где , .. =ш
0
7J" и мы пренебрегли произведением малых ве

личин 7J"Лш. Формула (69.05) показывает, что при отраже
нии от а-й частицы спектр смещается из-за яьления Доп
плера на � ... не изменяя своей формы. При тех же условиях 
коэффициент г" в формуле (69.05) можно считать не зави
сящим от частоты w. Заметим, что на практике условия 
(69.03) и (69.04) можно всегда считать выполненными. 

Вследствие беспорядочного расположения частиц в про
странстве отраженные от них сигналы складываются неко
герентно, так что полная спектральная интенсивность по
мехи равна 

<>о 

S
п 

(ш) = s S
т

(ш +C)W (C)d,, (69.06) 
-00 

где W (С) dC дает нам интенсивность отражений от рассеи
вателей, обусловливающих смещение частоты в интервале 
(С, С+ d�)- Функция W определяет распределение частиц 
по радиальным скоростям: ее часто можно считать "коло
колообразной" функцией (подобной функции распредел�ния 
Максвелла, определяющей распределение молекул по ско
ростям), максимум которой соответствует некоторой сред
ней скорости движения частиц "в целом". Если "разброс" 
значений С вокруг наиболее вероятного значения 1 достаточно 
мал по сравнению с шириной полосы ЛФ, то в формуле 
(69.05) множитель S

т
(Ф+С) можно вынести за знак интег-

рала, положив в нем С= ( и мы получим более простую 
формулу 

переходящую при f= О в выражение 
S

п 
(ш)=S

т 
(ro). 

(69.07) 

(69.08) 

Здесь и в дальнейшем мы для простоты нормируем S
m 

(ш) 
и W (С} так, что выполняется соотношение 

(69.09) 
-00 

Если далее для функции Sm (ш) подставить выражение 
( 12.14), соответствующее некогерентной п·оследь·вательно-
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сти импульсов произвольной формы, то формула (69.07) 
примет вид 

s
n 

(Ф)=а/ М(Ф+С}/ 2
, 

а формула (69.08) даст выражение 
S

п
(Ф)=а/М(Ф)/ 1 , 

(69. l О) 

(69.ll) 
которое было и1сполызо1ва,но ,в § 21. Оно -соответствует не
подвижным случайно .расположенным частицам, в то вре
мя ,как формула (69.07) соответству,ет частицам, движу
щим•СJЯ как тв-ердое тело, а формула (69.06) - частицам, 
беспорядочно движущимСJя друг относительно друга. 

Выведем выражение для корреляционной функции, со
ответствующей спектральной интенсивности (69.06) и пе
ри-одической функции т (t), которую м.ожно считать ,пре
дельной формой �случайного процесса. Предположим сна
чала функцию W (�) четной, т. е. 

W (-�)= W (С). 
Тогда 

Если ввести обозначения 

-оо

00 

r (,:) = i е -ic� W (�) dC,

-оо

то окончательно получаем 

(69.12) 

(69.13) 

(69.14) 

(69.15) 

R
п

(,:)=R
m

(,:)r(,:), (69.16) 

rде R
m

(,:) есть периодическая функция ,:, обусл3зл�нная 
отражением периодически повто;)Яющегося сигнала от со
верш�нно неподвижной совокупности частиц, а r (,:) - коэф
фициент корреляции, обуслозл�нный хаотическчм движением 
частиц, причем r (О)= 1 в силу условия (69. 09). 

Если условие (69.12) не вы полняется, то функция· r ( ,:) 
не является четной и формула (69.16) нуждается в уточ-
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нении. В этом случае цуж1ю учесть, что формула (69.05) 
справедлива лишь при о>> О, а при ro < О спектральную 
интенсивность нужно вычислять с помощью соотношения 

S
n

(-ro)=S
n

(ro). (69.17) 

Автокорреляционная функция поэтому равна 
сх, 00 

Rn('c)=2� S /"" Sn(ro)dro=Re � \ /''' Sn(ro)dro= 
-оо о 

00 00 

= Re � J W(C) d' s /'" Sm(ro+:)dw= 
-оо о 

сх, 00 

=Re¾ J е -ic, W (С) dC s /'" Sm (ro) dro. (69. 18) 
-оо -с

Учитывая условие (69.03), можно заменить во внутрен
нем интеграле нижний предел - С на О и ввести вместо 
функции (69.14) новую комплексную функцию 

00 

R (-с)=_!_ J/"� S (ro)dro, 
т 1t т 

о 

(69.19) 

не явл;�ющуюся уже функцией ко;>реляции. Обозначим че
рез [ смещение частоты, о5условленное средним движеци
ем частиц 

сх, 

°Е= J CW(C)dC (69.20) 
-оо 

и положим 
(69.21) 

и 

сх, 

r(-c)= J e-ic,W0 (C)dC, r(0)=l, (69.22) 
-оо 

гак что .новая комплексная функция r(,;) обусловлена рас
пределением скоростей частиц в системе координат, дви
жущейся со средней скоро,стью частиц. Учитывая, что 

00 • -i"& 

S 
ic� 

е W(,}dC=r (-i:) е . (69.23) 
-о:, 
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мы можем записать формулу (69.18) в виде 

Rn (t) = Re {Rm (t) r (t) e-ic-c}. (69.24) 

Если движением частиц в целом можно пренебречь (f; =0) 
и если к тому же функция W O (') является четной, то 
функция r (t) становится четной и вещественной, и мы по
лучаем простую формулу 

Rn
(1:)=R

P
(t)r(t), (69.25) 

эквивалентную формулам (67.02) и (69.16). Первый мно
житель 

(69.26) 
-оо

является периодической функцией t; второй множитель 
дает дополнительное спадание корреляционной функции R

n 
(t) 

во времени, обусловленное беспорядочным движением (раз
бро_сом скоростей) частиц. Если распределение частиц по 
скоростям-функция W0 

(С)- имеет колоколообразную форму 
с шириной .Ц (ер. конец § 3), то мцожитель r (t) заметно 
спадает при 1:, равных или больших времени корреляции 

1 дt ~ д�. (69.27) 

В за;виаимо{::тИ от соотношения между Лt и пери'одом 
повторения Т характ-ер помехи будет различным (ер. ко'нец 
§ 67).

Если 'Перейти к диокретным выборкам - по Н выборок
в каждом из L периодов повторения, то функция корреля
ции помехи, обусловленной хаотическими отражениями, 
будет согласно формуле (69.24) равна 

(69.28) 

где 
(69.29) 

есть комплекс[¾ая функция внутрипериодной корреJiяции, 

(69.30) 
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- �омhле!{сный коэффициент междупериодной корреля
ции, который мо�но считать постоянным на протяжении
времен·и в:нуТ1р�ипериодной ·кор1реляции, а

Лlj, r.T (69.31) 

- приращение фазы, обуаловлен.ное упорядоченным дви
жением частиц как целого. Поскольку функции (69.19) и
(69.22) удовлетворяют соотношениям

то 
Rm

(--.)=R:('t), r(-'t)=r*(-.), (69.32) 

Rhg=R;h, r-л,=r: (69.33) 

и матрt1цы 1/Rgh ll и j/r,>.11 являются эрмитовыми. 

§ 70. РАССЕЯНИЕ РАДИОВОЛН НА БЛУЖДАЮЩИХ
ЧАСТИЦАХ 

Рассея,ние радиовол:н на хаотичес·ки д:вижущих-ся части
цах можно и1сслед0\в,ать о более общей точки зрения. К со
жалению, етот ,более общий подхо:д эффективен лишь для 
монохро.матического излучения, так что его приходится 
И•спользовать наряду с формулами § 69. 

Представим •се-бе, ,что м.онох�рома·тическая электромаг
нитная в,олна частоты ·roo рассеиваете.я на беапо,рядочно 
движущих,ся частицах (ра,ссеивателях). Рассеянная вол:на, 
поступающая ,в прием.ную антенну В, дает .помеху 

п (t)= 1J "(
11 

cos (ш
а
l-0

.,
), (70.01) 

11 

где коэффициент У• определяет ампли-гуду волны, переиз
лучаемой в направлении В частицей ,с номером а, а 0" есть 
фаза этой волны, зависящей от расстояния между части
цей и передающей антенной А, от ра,остоя:ния между части
цей ,и приемной антенной В, а также от рассеивающих 
свойст,в частицы. Суммирование производит,ся по •в.сем ча
стица1м, попавшим в «рассеивающий объем» V, образован
ный :пересечением глаВ1ных шучей антенн А :и В (рис. 60). 

Выберем в рассеивающем объеме некоторый .центр" 
О и обозначим через 3 угол АОВ (так что при совмеще
нии приемной антенны с передающей мы получаем & =0). 
Обозначая через Р" центр а.-го рассеивателя, введем углы 

x .. =LAOP
,,
, x;=LBOP

..
. (70.02) 
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Рис. 60. Рассеивающий: объем. Рис. 61. К 1 расчету рассеяния на 
блуждающих частицах. 

Если обозначить через р"' радиус-вектор О Р
"' 

( см. рис. 61 ), 
то при условиях 

АО► Р
а
, АО► kp:, во ► Р

а
• во ► kp: (70.03) 

расстояния точки Ра до антенн А и В по теореме косину
сов можно записать в виде 

АР .. = АО- p"cos Х
а
, ВР

а 
= ВО- Р

а 
cos х: (70.04) 

и фаза 0" в формуле (70.01) равна 

0 .. =k (АО +ВО)- kp
,,_

(cosx
,. 
+cos х�)+ о

,. 
(k = :D), 

(70.05) 
где слага�мое о" определяется уже самим рассеивателем, 
а не его положением. При движении рассеивателп расстоя
ние Р" и углы х" и х: меняются, поэтому фаза 0" зависит 
от t. Обозначая постоянную (не зависящую от t) часть 
фазы через 0:, можно переписать формулу (70.05) в виде 

а 00 2k Ха -х" Ха + х" u
,.

= .. - p"cos-2-cos-2-.

Из рис. 61 имеем 
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LСОР .. =т+х,. = 

. ь х:-1..а = 21е - 2 - '!..
а

= 1С +-
2
-, 

(70.06) 

(70.07) 



так что формулу (70.06) можно переписать так: 

еа . 0:- 2ke
a 

cos :-. (70.08) 
где 

(70.09) 

есть проекция радиуса вектора ОР" на линию ОС-бис
сектрису угла АОВ. 

Вычислим теперь КО;:Jреляционную функцию случайного 
процесса п (t) 

п (t) п (t- -i;) = � У"У� cos [m/-0aU)]cos[ш0
(t--i;)-0�(t--i;)] = 

а., � 

=� �Y"Ypcos[m0
t -0 .. (t)+0�(t-t)J+ · 

а, � 

+{ � У"У� COS [2ш/ - Ш 0
't -0 .. (t)-0� (t - t)]. (70. l О) 

а., р 

Необходимость статистического подхода к функции п (t) 
обусловлена, во-первых, беспорядочным расположением 
рассеивателей в любой момент времени ( скажем, в момент t) 
и, во-вторых, их случайным движением - �блужданием" -
с течением времени (скажем, в промежуток от t - t до t). 
По формуле (70.08) имеем 

. 
!} 0 .. (t)=0 .. (t-t)-2k cos 2 [� .. (t)- � .. (t- t)] = 

t 

=0
,,

(f- ,:)-2kcos :s v .. (s)ds,
t-c 

(70.11) 

где v
a 

- составляющая скорости а-го рассеивается в направ
лении биссектрисы ОС. Предполагая полную беспорядоч
ность расположения рассеивателей. в момент t, мы по
лучим 

cos[ш0
,: -0"(t)+0

13
(t-,:)]=0 при а=#:�, 

}
COS [2ш0t- ш

0
-. - 0" (t)-0� (t -,:)] = О (70.12) 

при любых а и �-
27-4SЗ
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Первое из написанных соотношений при а=� неспра
ведливо, поскольку в этом случае по формуле (70.11)
в квадратной скобке будет стоять разность 

t 

0" (t)- 0"(t-,;)=-2k cos � J v" (s) ds, (70.13)
t-, 

так что случайно распределенные фазы 0" (t) i:i 0� (t) сокра
щаются, и статистическое среднее не равно нулю. Поэтому
формула (70.1 О) принимает вид 

---------
t
�---

n (t) п (t - ,;) = � � r: cos [ Фо 'С + 2k cos : J v" (s) ds.]
" 1-, 

(70.14)

Одела.ем далее третье упрощающее предположение: бу
дем считать, что 1скорость v" (t) есть стацио:нарная слу
чайная функция времени, свойства которой одинаковы для
всех частиц в данном рас-севающем объеме. Тогда в фор
муле (70.14) можно заменить 

t 

f v
a

(s)ds на 
_\v(t)dt,

t-, о 

и формула (70.14) упрощается следующим образом:

(70.15)

� 12 ' 

R
n

(-.) =n(t)n(t-,;)= Т cos [Ф
0
,.+2kcos} J v(t)dt].

о 

(70.16)

Мы ,видим, что вычисление корреляционной функции 
помех математически экви1вале:нтно ,вычислению кор:реля
ционной _функции источника ,синусоидальных колебаний, 
модулируемого по частоте .некоторым случайщ,1м процес
с-ом. Роль модулирующей функции играет случайная с-ко
рость частицы v (t), ·ко1торую можно представить в виде 

(70.17)
где не зависящая от t 1ск-орость v есть оредняя скорость
частиц - ско1рость ,перемещения их ,как целого, а Лv есть
случайная с'корость частиц, среднее значение которой
равно нулю. 
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Падставляя выра1Жение (70.17) в формулrу (70.16) , по
лучаем 

� 2 � 

Rn
(-.)= ,..J ;

a 

cosrш*,:+2kcos: Sдv(t)dt], (70.18) 
о 

где 

(70.19) 

есть ча•стота прююдящего ,сигнала, измененная благодаря
явлению Допплера. Действительно, если считать облако 
движущимся ,как твердое тело К на рис. 59 (т. е. положить
Лv =О) , то, применяя обозначения ри•о. 59, будем иметь 

- f-Ф 7 2 ) тс-�=f+&, v=-vsiп-2-, (О.О 

так что формула (70.19) принимает вид 

ш* = ш 0 [l +Ц(coslji-COS(J))], (70.21) 

что при � � 1 полностью согласуется с формулой (68.15). 
В более общем случае величина 

/} V (t) U С (t) =- 2k cos 2 V (t) = - 2ш
0
-с- COS 2 (70.22) 

определяет смещение ча.стоты, ,вызванное движением ча,сти
цы со с·коро1с тью v (t) в напра•влении биссе,ктрисы ОС

(рис. 61). Поэтому формулу (70.16) можно переписать
в виде 

(70.23) 

В случае, когда случайная функция , (t) меняется до
статочно медленно, последнее выражение позволяет вы
ве.сти формулу (69.24). В самом деле, пусть C(t) заметно
изменяется лишь за промежутки времени порядка S-. или
большие (i-. есть время корреляции для скорости частиц, 
ер. далее § 71 ). Тог да при условии 

27*

(70-24,) 
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можно написать 
' 

J С (t) dt = Ct, (70.25) 

где С= С (О) - начальное значение смещения частоты. Обоз
начим через W (С) dC вероятность того, что смещение ча
стоты попадает в интервал (С, С+ dC); тог да 

00 

(70.26) 
-00 

и корреляционная функция (70.23) равна 
00 

R
n

(t)=R
0 
S cos(ш

0
-C)tW(C)dC, 

-00 

или 
00 

R
п

(t)=Re{ R
0
e;"'0�s e-ic,W(C)dC }· (70.28) 

-оо

Эта формула с·оrлаоует,ся с выраж,ением (69.24), если 
в последнем взять монохроматический эо:ндирующий сиг
нал, для которого в •силу формулы (69.19) мтюно положить

(70.29) 
и, кроме того, 

00 

r (-с) e-iT� = s е -iCs w (С) dC, (70.30) 
-оо

как в формуле (69.23).
Сравнение результатов этого и предыдущеr•о парагра

фов показывает, что формулу (69.24) нельзя ,считать уни
версально правильной, поскольку вытекающее из нее вы
ражение (70.2б) ,справедли,во лишь при условии (70.24), 
т. е. при достаточно медленном изме:нении окорости частиц 
во времени. В § 71 мы выведем более общие формулы для 
фу�нкции кор,реляцwи и интенсивности спектра, пригодные 
для того случая, когда не выполняются условия (70.24). 

В заключение отметим, что исходная формула (70.01) 
строго справедлива лишь для изотропных рассеивателей 
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(например, рассеяние на сферических каплях дождя или 
тумана). При другой форме рассеивающих частиц, бл1rо
даря их вращению и деформации в реальных условиях, 
амплитуда рассеянной волны зависит от времени, поэто
му У

а. 
в формуле (70.01) нужно считать случайной функ-

цией времени, а в формуле (70.10) вместо У
а.
У� писать 

Y,.(t)y�(t-1:). Формула (70.14) в этом случае примет вид 

п(t) п (t - 't)= 
t 

=+ .!Jy
,.

(t)y
a.

(t - -.)cos [ ш0
-. + 2kcos{ S v .. (s)ds].

"' t-� 

(70.31) 

Отсюда ·видно, что дополнительный учет В'Ращения и 
деформации ра.соеивателей .приводит к такому же ;выра
жению для корреляционной функции, что и в случае rене
ра тора синусоидальных колебаний, модулированно·го одно
времеН1но по частоте и амплитуде. 

В пр,едыдущем анализе не учтено то обстоятельство, 
что из рас·сеи,вающеrо объема V (рис. 60) выходят некото
рые частицы и в объем V в.ходят другие. Этим обстоятель
ством можно пре'Небречь, если о,бъем V достаточно велик, 
а движение частиц - достаточно медленное. 

§ 71.ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ ФЛЮКТУАЦИОННОП

МОДУЛЯЦИИ К ХАОТИЧЕСКИМ ОТРАЖЕНИЯМ

В предыдущем параграфе для корреляционной функции 
помех, обусловленных отражением от хаотически движу
щихся ча,стиц, мы получили выражение (70.23). Считая , ( t) 
стациона,рноji случайной функцией ,с некоторым оред�ним 
зна•чением � и обозначая 

(71.01) 

можно ввести �овую случайную функцию x(t) с помощью 
соотношения 

(71.02} 

тоrдз мы будем иметь 
C(t) = i+лc-x(t), (71.03) 

причем x(t) будет удовлетворять соотношениям (62.-01).
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Формула (70.23) принимает вид 
� 2 

• 1
Rn('r) = 2

1r,, COS [ w*'t - дC-Jx(t) dt ]·

w*=шо-'· 

(71.04) 

С другой стороны, в предыдущей главе мы вывели фор
мулу (63.03), которую при отсутствии амплитудной и фа
зовой модуляции можно переписать в виде 

•

R ('с) = + cos [ w0 
't - nш0 J Х ( t) dt ] (71.05) 

о 

поскольку в силу стационарности x(t) при образовании 
среднего можно заменить 

� . 
0 1 -82

= nш0 S x(t)dt на nш
0

_\x(t)dt. 
t, о 

Отсюда видно, что формула (71.04) отличается от фор
мулы (71.05) только обозначениями и наличием множителя 
� 2 u Llyr,,; последнии определяет инт�нсивность помехи. 

Если сделать предположение, что случайные процессы 
С (t) и х (t) являются не только стационарными (как это 
только предполагалось ранее), но и нормальными, то 
можно воспользоваться первой формулой (63.09), с по·
мощью которой выражение (71.04) преобразуется следую
щим образом: 

(71.06) 

r де ш* есть частота с учетом эффекта Допплера от дви
жения частиц .в целом", а функция li ('с) согласно фор
муле (62.17) равна 

• 

h('t)= f S r(s
1 

-s
2
)ds

1
ds

2
, r(,:)=x(t)x(f-,:). 

о 
(71.07) 

Заметим, что функция r (,:) в данной формуле имеет иной 
смысл, чем во всех формулах этой главы. 

В отличие от формулы (70.26) выражение (71.06) при
мени�vю nри любых соотцошениях между -с и 8,:, где 8<t; 
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есть время корреляции случайного процесса х (t) (см. выше 
§ 70). При условии (70.24), однако, мы в силу фор
мулы (65.03) имеем 

�1� -}(&С)'-::'
Rn

('t)=-2-e COSill*'t. (71.08) 

Если выполняегся противоположное услозие 
't ► o't, (71.09) 

то в силу формулы (65.04) мы получаем 

R () �1: -(дС)"tЪ, (71.10) п 't = -2- е cos (l)*'t.

Иначе говоря, вход;�щая в фJрмулы (69.24) и (69.28)
функция r(-t) имеет следующие законы убызания: 

и 

1 -2 (д:)•-::• 

r('t)=e ПJИ't<{О'С 

r(-с)=е-(Щ'-::Ъ-:: при -с► i:-c. 

(71. 11) 

(71.12) 
Закон (71 .11) легко понять: пJскольку процесс , (t) счи
тается но;:,мальн:,rм, то закон распределения мrнозенных 
скоростей явл,1ется максвеллозы 

(71.13) 

и формула (70.30) приводит к выражению (71.11). Оба 
предельных случая мы в сущности уже рассмотрели в § 65, 
но при этом в 01сновном обращали ,внимание  ,на •спе,ктраль
ные интеноивности, а не на корреляциО1нные функции. 

В§ 48 мы показали, что законы (71.11) и (71.12) при
,водят к ,оове,ршенно различным схемам ·оптимального обна
руж,ения �пачки сигналов на фО1не хаотических отражений. 
При этом существенно, какую фо,рмулу нужно брать для 
функции r(i') при r=T, r=2T и т. д., где Т - период ПО'ВТО

рения. Из чисто теоретических соображений, ка,к мы 'ВИ
дим, возможны как предельные выражения (71.11) и 
(71.12), так и бо,ле,е -сложное выражение 

- � (дС)'h(а) 
r(-c)=e 2 (71.14) 

справедливое при -с"' о-с. 
Содержа:ние данной главы в значительной ,степени ба

зируется на работах Г. С. Горелика. 
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nРИЛОЖЕНИЕ 1 

1'ЕОРИ.Я СТАТИСТИЧЕСКИХ РЕШЕНИИ 

И ОПТИМАЛЬНЫЕ ПРИЕМНИКИ 

Задача об обнаружении ·сигнала на фоне случайных по
мех является ста1'исти'Ческой задачей ·о выбо,ре одной из 
двух взаи.мно исключающих гипотез. Пусть в:х;одная функ
ция f (t) может либо ,состоять ,из сигнала т(t) и по
мехи п (,!) 

f(t)=m(t)+n(t) (1. О 1) 

(гипотезу, ,связанную с этим собьшием, мы будем обозна
чать через Н1), либо сводить�ся к чистой помехе 

f (t) = п (t) (I.02) 
(rипот,езу, ,связа,н:ную с этим событием, мы будем обоона
чать через Но). 

Задача .заключается в том, чтобы указать правило 
решения, которое бы «наилУчши:м» образом по.зволило на 
:Jсновании функци•и f (t) решить, какая ,из д'Вух гипотез Н1 
или Н0 вер,на. Очевидно, что такое решени,е будет тем 
«лучше», чем больше свойств ,сигнала и uюмехи может быть 
исполь"Зовано при построении ,правила решеН!ия. 

Пу,сrrь ,случайная фу:нкция f (t) хара�кт,еризуется распре
делением вероятности Р1 ([) при с.пра,ведливости гипотезы 
Н1 и распределением Ро (f) при ,справедл,ивости гипотезы 
Н0 • Если мы вмес·то непрерывной функции f(t) рас,оматри
ваем Н выборок f1, ... , f н, то функции Р1 (f) и Ро (f) являют
ся В-мерными ра,определениями ·вероятностей, так что бo
Jiee подробно следует писать 

P 1 (f)=P1(f1,··•,fн
) Po (f)=P o U11•·•,fн

), (1.03) 
причем к непрерывной функции нетрудно перейm, полагая 
ы-о и Н➔оо (ар.§ 26). 

Для простоты предположим, что ра1спределеuия (I.03) 
имеют плотно-сти вероя .. �,ности Р1 (f) и Ро (f), та,к что 

P1U)df=P1<f1, ... ,fн)df1 ... dfн 
и 

Po (f)df=p0 (f1, ... , f н )df1 • • •  df н (I.04)) 
- вероятносrи того, что f 1, • • •  , f н находятся в соответ
ствующих интервалах при справедJiивости гипотез Н 1 и 
Н 0 • В этих фJрмулах каждая входная функция f (t) пред-
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ставляется точкой в Н-мерном пространстве с координа
тами f 1, • • • , f н• а df = df 1, • • •  df н есть элемент объема 
в этом пространстве. Мы будем также предполагать, что 
известны априорные вероятности событий, соответствую
щие гипотезам Н1 и Н0 , 

а именно Р (1) и Р(О), так что 

P(l)+P(O)= 1. (1.05) 

Выбор правила решения заключает-ся в разбиении про
странства f1, ... , f н на две обла,сти Г1 1и Го такие, что при 
попадании точки в область Г1 выносится •решение о верно-
сти гипотезы Н1, а при попа- f,,дании в область Г0-решение г
о том, 1что верна гипотеза Но. 
Подобное разбиение схемати
чески изображено на рис. 62 
для •случая Н =2. В связи с 
этим и возникает вопрос ,об оп
тималЬ'ном правиле решения 
или оптймаль.ном разбие1нии 
простран,ства f1, ... , fн на обла-
сти Г1 и Го. 

В -гл. V мы рассматривали 
оптимальные приемники обна-
ружения, образующие апосте
риорную вероятность и срав•ни
вающие ее с некоторым пора -
rом. Пр-и этом качест,во реше
ния характеризуется ·вероятно-

t;

Рис. 62, Области Г1 и Г0 соот• 
ветствующие правилу 

решения. 

стями правильных решений D (вероятность правильного 
обнаружения, т. е. вероятно-сть принять r·ипотезу Н1, когда 
она верна) и Fo (вероятность правильного необнаружения, 
т. е. вероятность принять гипотезу Но, когда О1на в-ер.на) 
и вероятностями ошибочных решений D0 (вероятность 
пропуска сигнала, т. е. вероятность принять гипотезу Но, 
когда верна гипотеза Н1) и F (вероятность ложной тре
воги, т. е. вероятность принять гипотезу Н1, когда верна 
гипотеза Н0). В -силу опр,еделений имеют место очевидные 
соотношения 

F = )
,
Ро (f) df, 

) 
F

0
= 1-F.

(I.06) 
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В теории статистических решаюших функций вводится 
понятие цены различных ситуаций и соответствующих ре
шений. В простейшей проблеме обнаружения вводят че
тыре цены, которые обозначаются чеrез С 0, С v., С F 

и 
С 

F
o' причем С

0 
есть цена правильного обнаружения, С 

00
-

цена пропуска сигнала, C
F

- цена ложной тревоги и C
F
. -

цена правильного необнаружения. 
Будем считать, что цены удовлетворяют условиям 

cv.>Cv и CF >CFo ' (1.07) 

т. е. цена любого неправил1,1ного решения больше цены ,со
ответствующего правильного решения. Бели наблюдатель 
I!lринимает решения по какому-то правилу и плаТtит ка
кую-то це:ну в зави�симости от того, какая из 'Четырех в·оз
можно,стей реализ,овалась, то фун,кция потерь (называемая 
также функцией риска) 

R= P(l) DC0
+P(l)D0Cv0 

+ P(O)FCF -t-P(O)F0CF0 

(1.08) 
определяет, очевидно, среднюю плату, причем чем меньше 
R, тем, очевидно, «лучше» пра1В1ил.о решения. 

Учитывая соотношения (1.06), имеем 
R= S [-P(l)(Cv. - Cv)P1 (f)+ Р (O)(CF - C

F.)po(f)]dF0+ 
r, 

(1.09) 
Оптимальньо,1 правилом решения назовем (вместе 

с Вальдом) такое ,прав•ило, при ·котором величина R МИН!И

мальна. 
Вторая стр,очка формулы (1.09) от правила •решения 

( от областей Г 1 и Го) не зависит, поэтому минимум R до
стигается при минимуме и-нтег,рала, входящего в формулу 
(1.09). Первое ,слагаемое •В ·подынтегральном выражении 
формулы (1.09) в ,силу неравенсrва (1.07) отрицательно 
или -равно нулю, а ·второе - положительно :или равно нулю. 
Если мы выберем область Г1 так, чтобы выполнялось усло
вие 

Р (l)(C
D. - CD) Р 1 (f);;,, Р (О)(С

р - CF.) Ро (f) (1.10) 
или 

р 1 (f) Р(О) Ср -Ср0 

Ро (f)> P(l). 
С00 -С0 ' 

(l.ll) 

то, оче1Видно, .вели,чина ,R �будет и1ме1Ть ,мини1малЬ1ное зна
чение. 
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В самом деле, ,исключение из области r\ любой ее ча,сти, 
в ,которой удовлетворяется условие ( I. Ю), приводит к уве
личению интеграла в формуле (I.09) и, следовательно, 
к увеличению R; наоборот, В'ключение ,в область Г1 любого 
элемента о,бъема, в котором справедлив,о неравенство, про
тивоположное (I.10), также ведет к увеличению R.

В.водя обозначения 

и 

А = Р1 (f) 
Ро (f) 

получим правило решения в виде 
если А ?,3 Л *' то верна гипотеза Н l' }
если А< А*' то верна гипотеза Н

0
, 

(1. 12) 

(I.13) 

(I.14) 

где для определенности случай Л = Л* мы отнесли к ги
потезе Н1 • То же правило мы получили в гл. V из иных 
соображений.

При 
С'0 =Ср0 =0, С00 =Ср = l 

величина (I.08) равна полной :вероятности ошибки 
V=P(l)·(l-D)+P(O)F, 

(1.15) 

( 1.16) 

а правило решения (1.14) обеспечивает минимум полной 
,вероятности ошибкш или максимум полной вероятности 
правильного решения 

W= 1--V=P(l)D+P(O)(l-F), 

если порог Л* выбирается равным 
Р(О}· л* = Р (I)

(1.17) 

(1.18) 

Порог (1.18) может быть получен и при условии, менее 
жестком, чем у,оловия (I.15), а именно лри 

(1.19) 

Наблюдателя, принимающего решения по данно:му пра
вилу, в литературе принято называть идеальным наблюда-
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телем Зиrерта. Мы видим, что при построении оптималь
ного п,риемника, эквивалентного этому наблюдателю, необ
ходимо знать априорные вероятности Р ( 1) и Р (О), что 
в ряде случаев связано ,с определенным1и 'Г'рудностями 
(ер. § 30). 

Наблюдатель Неймана-Пирсона не использует априор
ных вероятнос.тей P(l) и Р(О). Согласно �ритерию Нейма
на-Пи,рсона оптималь:ное пра1вило решения долЖ!но давать 
максимум вероятности правильного обна�ружения при за
данной вер·оятности ложной тревоги. Нетрудно по,казать, 
что наблюдатель Неймана-Пирсона должен принимать ре
шения по правилу (1.14), где, однако, ,порог А* определяет
ся не фо,рмулой (1.13), в правой части �которой •с.тоят не
известные нам параметры, а непосредс.твенно вероятностью 
ложной тревоги 

Л*= Л*(F) 

по второй формуле (1.06).

(1.20) 

В теории статистиче,ских решений рассматривается так
же последователыный анализ поступающих данных. При 
этом задаю'Г'С.Я вер,оятн·ости Do и F (�или D и F), 'В,ремя :на
блюдения не фиксируется, а осrгается ,случайной перемен
ной, .при'Чем вводится также цена единицы времени. Вальд 
по,казал, что оптимальное правило решения, дающее мини
мум функции 1риска, зависящей в данном случае и от ,вре
мени наблюдения, достиrает,ся при -следующем правиле 
решения: 

если Л;:. Л *, то считаем гипотезу Н 
1 

верной, 

}

' 
если А*> А > Л *' то имеем неопределен

ность, 
если А ..;:; Л*, то считаем верной гипотезу Н 

0
, 

(1. 21) 

где пороги решения Л * и Л* определяются формулами

(1.22) 

Наблюдение происходит до тех пор, пока Л не перейдет 
первый раз любой из порогов А* или А*. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 11 

ОБ ОТНОШЕНИИ СИГНАЛ/ПОМЕХА 
ПРИ НЕОПТИМАЛЬНОй ЛИНЕйНОй ОБРАБОТКЕ 

ВХОДНЫХ ДАННЫХ 

Обычн·о ,отношением сигнал/помеха при ·работе •О прямо
угольными ,радиоимпульсами •называют па•раметр 

1 _ средняя мощность сигнала (в импульсе) 
Р - средняя мощно,сть помехи (П.01) 

Если импульсы имеют постоянную (:нефлюктуирую
шую) амплитуду и строго прямоугольную форму, то
«•средняя м-ощность сигнала» .получается в результате 
усреднения ло высокочастотной фазе. Если аМ,плитуда 
является случайной величиной, то дополнительно произво
дится усред:нение :и по амплитуде. 

В § 16 и на протяжении всей книги мы определяли р 
(отношение ·сигнал/помеха) ,следующим образом: 

пиковая мощность сигнала 
Р = средняя мощно<:ть помех (на выходе фильтра). (Il.02)

Этот параметр ,вычислялся как для ,оптимальных ли
нейных фильтров, так и для неоптимальных (ер. гл. III). 
Вместо терм1и1На «мощность» мы применяли термин «интен
сивность», но при образовании отношения это дела не ме
няет.

Бели высокочаетотный сигнал имеет .постоянную ампли
туду и ф�илЬ''Грация сохраняет прямоугольную форму им
пульса, то ·в ,силу того, что пиковая мощность синусои
дального ,сигнала вдвое больше его средней мощности, мы 
в р'езультате срав1нения формул (II.01) и (II.02) получа·ем 

1 
1 р =2Р· (II.03) 

Для прямоугольных видеоимпульсов (ер. § 18), очевидно, 
р'=р. 

Бели сигнал имеет ,случайную амплитуду G, распреде
ленную по закону Релея 

(Il.04) 
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то 

(II.05) 

и это соотношени� нужно иметь в виду при образовании 
параметра р'. Что же касаеrст1 па;Jамеrра р, то он соrлэ.сно 
§ 34 определяется ф:>рмулой (Il.02) п;:ш G= l

_, 
поэтому

для сигнала с фл;0ктуирующей амплитудой мы имеем:

(П.06) 

Как мы видели .в § 45; при оптимальной фильт·рации 
иногда целе,со.образно ·вме,сто параметра р вводить пара
мет.р р' по форму.пе (II.03) для •по,стоянной цели и по фор
муле (11.06) для мерцающей цели, поскольку это облег
чает сравнение хара'ктеристик обнаружения с.оответотвую
щих приемников. 

В различ:ных местах КНlиги мы неоднократ-но от-меч.али, 
что о,сноВ1ные результаты теории оптимальных приемников 
остаю'Г'сrя в ,силе в том случае, когда линейная фильтрация 
(внутрипериодная обработка входных данных) произво
дится неопти,мальным образом. Это значит, 'ЧТО получаемые 
из коэффициента правдоподобия оптимальные способы 
междупериод:ной обраб.отк·и входных даНJных будут опти
мальными при любой (но линейной) внутрипериод:ной 
обработке и что вычисленные характеристики пр•иемника 
(вероятности Р и D) также применимы. Нужно только 
иметь в виду, ,что !Неоптимальность линей:ной фильтрации 
снижает эффективное отношение ,сигнал/помеха, т. е. дело 
обстоит так, как если бы уровень помех несколько повы
сил,ся. Примером неоптимального фильтра мож,ет слу
ЛI.ИТЬ высокоча,ст:отное звено приемника, сох,раняющего 
прямоугольную фор,му импульсов, для которых и .вводит,ся 
определение ( II.O l). 

Сделанное ,выше ут�ерждение (почти очевидное с фи
зической точки зрения) -следовало бы, в сущност,и, дока
зать применительно к каждому наиболее важному ·ре'Зуль
тат,у втор,ой ча,с.ти данной .книги. Однако это сделало бы 
изложение слишком громоздким, и мы были вынуждены 
ограничиться лишь краткими замечаниями. Можно наде
яться, чт.о ч,итатель, усвоивший основное ·содержание дан
ной книги, сможет сам провести необходимое до,казатель
ство в каждом ча·стном •случае. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ III 

О ПАРАдОКСАХ В ТЕОРИИ ОБНАРУЖЕНИЯ 

В статье Д. Слепяна "Некоторые комментарии к обна
ружению гауссовых сигналов в гауссовых шумах•* доказы
вается следующая математическая теорема, которую мы 
здесь . сформулируем, пользуясь обозначениями данной 
книги**. Пусть рассматривается обнаружение стационар
ного случайного процесса т (t) (сигнала) на фоне стацио
нарного случайного процесса п (t) (помехи), т. е. решается 
вопрос о том, содержит ли входной процесс f (t), известный 
в интервале О� t � Т, сигнал т (t) или не содержит [f (t)=
= т (t) + п (t) или f (t) = п (t)]. Предполагается, что оба 
процесса m(t) и n(t) являюrся нормальными (гауссовыми) 
процессами с равными нулю средними значениями и из
вестными спектральными интенсивностями S

m+n (m) и Siш), 
не равными тождественно друг другу. Если интенсив
ность S

m+n 
(ш) является рациональной функцией о> или 

тождественно исчезает вне некоторой конечной полосы 
частоr, а интенсивность S п( ш) также является рациональ-
ной функцией или тождествецно исчезает вне конечной по
лосы частот и если при рациональных функциях S

m
+n (Ф) и 

Sп ( ш) выполняется соотношение 
. Sm+n (ro) 

"'��оо Sп(ro) =i= 1, (III.01) 

то существует правило решения, использующее входной 
процесс f (t) при О� t � Т и обеспечивающее вероятность 
ложной тревоги F < е и вероятность правильного обнару
жения D > 1 - е, где е >О- любое наперед заданное число. 
Эта теорема справедлива для произвольно малого Т > О. 

Отсылая читателя за деталями доказательства и лите
ратурными ссылками к цитированной статье, дадим лишь 
идею доказательства. Если удовлетворяются соотношения 
S

т+п
(ш)_О и S

п
(-.о)=О при т>ш

0 
и ш<-ш

0
, (Ш.02), 

то случайные функции т (t) + п (t) и п (t) являются сингу
лярными (ер. § 13). Можно доказать, что для определе-

* D. Slepian. IRE Transactions оп Information Theory, 1958, IТ-4,
No 2, р. 6�68. 

** Ряд положений, высказанных в данной статье (особенно ,матема
тических), встречается и в других, более ранних работах. Однако прин
ципиальная важность этих положений выяснена в данной статье осо
бенно четко, 
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ния этих функций во всем бесконечном интервале 
-oo<t< со и точного вычисления их корреляционных
функций и спектральных интенсивностей достаточно знать
их поведение в любом конечном интервале О,.;; t..;;; Т,
а спектральные интенеивности позволяют, разумеется, про
извести обнаружение вполне достоверным образом (с веро-
ятностями F = О и D= 1).

Если спектральные интенсивности Sm+n (w) и Sп ((l))явля
ются рациональными функциями ro, удовлетворяющими при 
ro -+-со асимптотическим соотношениям 

а Ь Sm+n(w)"-' ro21,. Sп (w)"-' 
002(/+р) (l = 1,2, ... ; р=О, 1 ,2, ... ),

(Ш.03) 

причем при р=О в силу соотношения (Ill.01) постоянная 
а должна отличаться от постоnнной Ь, то обнаружение 
можно произаодить по величине 

k-1 

Yk = E[ze1
1

т)-z(+т)]
2

. z(t)= ::::1 f(t). (III.04)
1-0

Оказывается, что величина yk при достаточно большом k 
с вероятностью, сколь угодно близкой к единице, сколь
угодно мало отличается от (21t)2ar (при f (t)=m(t)+n(t)), 
(2r.)2bT (при f(t}=n(t) и р=О) или нуля (при f (t)=n(t) 
и р;;;., 1 ), что и позволяет доказать теорему для рациональ
ных функций Sт+п (ш) и S п ('.о). Та же величина (III. 04) по
зволяет произве�ти однозначное различение случайного 
процесса т (t) + п (t) с рациональной спектральной интен-
сивностью Sm+n (ro)"' :21 от случайного процесса n(t) со 
спектральной интенсивностью Sn (Ф), равной нулю при 
lu>\>roo . 

Формулировка рассмотренной выше теоремы может быть 
значительно расширена. В частности, вместо простых раз-
, 

d1-1 
ностей производных dt1_1 f (t) в формуле (Ш.04) можно 

брать разности l-ro порядка для самой функции f (t); в по
следнем случае используются лишь выборки функции 
в моменты t

1 
={ Т (i = О, 1, ... ,k - 1 ). Далее можно 

считать, что теорема справедлива для любой пары сингу
лярных процессов т (t) + п (t) и п (t), т. е. вместо соотно-
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шений (IIl.03) требуется лишь достаточно быстрое исчеза
ние функций Sт+п (ш) и Sп

(Ф) на .бесконечности (см. § 13). 
Рациональность функций Sm+n (ш) и Sn (ш) также несуще
ственна, важно лишь, чтобы они были ограничены при ве
щественных ш и удовлетворяли асимптотическим соотно
шениям (Ш.03) и (Ш.01 ). Рассматриваемые случайные про
цессы не обязательно должны быть нормальными, по край
ней мере, если они синrулярны. 

Поскольку обнаружение по коэффициенту правдоподо
бия являет,ся ·оптимальным (ер. гл. V и приложеН1ие I), то 
при условиях, ,сфор:мулированных выше, правило решения 
(35.10) должно приводить к таким же вначениям F <е и 
D>1I-e или даже лучшим. Однако не,пооредственное вы
числен1ие ;вероятн·остей F и D затруднительно.

Пара�оксальность даНlной теоремы с физической и тех
нической точки зрения за.ключается ·в том, что она позво
ляет производить уверенное обнаружение сколь угодно 
сла:бо,го случаЙ'ного .сигнала т (t) на фоне сколь угод:но 
сильной помехи n(t) за сколь угодно короткий промежуток 
времени Т. На основании этой теоремы Д. Слепян прихо
дит к выводу, что существующая математическая теория 
обнаружения сигналов на фоне 1помех неадэюватна задачам 
обна1ружения, представляющим интерес для техники, и 
должна быть до.полнена, по крайней мере, в двух отноше
ниях: 1) следует 011казаться от уrверж�ешия, что нам точно

известны ·спектральные интенсивности 'Всех случайных лро
це1ссрв, фигурирующих в вадаче; 2) следует отказаться от 
утверждения, что мы точно знаем входной процесс f (t) 
в непрерывном временrн6м интервале О < t < Т или 
в дискретные моменты ,времени t1, ,сколь угодно часто 
раоположенные на оси времени. 

Если эти дополнения действительно необходимы, то 
следовало бы, во-пер;вых, отказатьrся от обычной статисти
ческой теории обнаружения, излож,енной в данной книге, и; 
во-вторых, приступить к построению новой теории, которая 
неизбежно будет более сложной. На самом деле данная 
теорема не приводит к ·столь радикальным выв·одам, и все 
возникающие парадО1ксы могут быть легко разъяснены 
в рамках 1существующей теории. 

При анализе данной теоремы мы ·будем для простоты 
предполагать, что процессы m(t) и n(t) некоррели·рованы, 
та'К что 

(Ш.05) 
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и условие (III.01) имеет вид 

• Sт(ОО)
l1m S (оо) =рО.

ш-+±оо п 

(IIl.06) 

Таким образом, данная теорема справедлива либо тогда, 
котда процесс n(t) ил1и оба ,процесса m(t) и n(t) си1нгуляр
ны, JI•ибо тогда, когда регуля,рный процес•с т (t) является 
не менее широкоптюсным, чем помеха n(t), т. е. ,когда при 
достаточно высоких 'Частотах спектральная интенсивность 
полезного сигнала сравнима оо спек11ралЬ1ной интенсив
ностью помехи или превосходит последнюю. Если же очи
тать, что спектр помехи шире •спектра сигнала, ·то теорема 
не�оправедлива, все парадо•ксы исчезают и теория ·обна•ру
жения приводит к выводам, с-огласующимся со здравым 
смыслом и инженерной практикой. 

Понятие стацио1Нарного случайного п,роцес-са возникло 
в маоте-матике ,в результате обобщения та,ких явлений, как 
шумы в электрических цепях и друI'ие флюктуационные 
процессы, и ·затем применялось к полезным сигналам, но
сящим- случайный характер (телеграфные сигналы, теле
фонный разговор, радиопередача и т. д.). Однако матема
тичес,кое ,понятие стационарного случайного процес,са ока
зывается ·более широким, чем это •кажется на первый 
взгляд. При исследовании прогнозирования сrгационарных 
слу,qай�ных процесс-ов в. гл. II мы всrгретились с тем обстоя
тельстJ3.ом, что лишь для регулярных с111учайных п,роцессов 
теория прогнозирования при.водит к результатам, о•смыс
ленным с пра·ктической точки зрения. Что же касает,ся 
сингулярного ,случайного процесса, то он не имеет своего 
прообраза ни ,в случайных полезных сигналах, ни в поме
хах. Действительно, сингулярный проце•с,с, в котором 
«прошлое» однозначно определяет все «будущее», не неоет 
в ,себе никакой новой информации и вместе с те•м не создает 
помехи :для обнаружения, наприм�ер, сколь угодно ,слабого 
сигнала т (t) конечной дл·ительно-сти, поокольку сингуляр
ный пр·оцесс п (t) можно однозначно экстра'Полировать 
в конеч1ный интервал ,времени, где может поя.виться сигнал 
т (t), вычесrrь из входного процесса f (t) и тем самым 
с полной до·стоверностью ,выделить т (t) или констатиро
вать его отсутствие. По1этому та 'Часть ·сформулированной 
выше теоремы, которая относит,ся 1к обнаружению ,стацио
нарного случайного процесса т (t) (регулярного или 
сингуляр1ного) на фоне по•мехи п (t), являющейся сингуляр
ным случайным процессом, является с теореrnче·ской то�ки 
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з,рения вп.олне естественной и ·вместе •с тем ни �к каким 
практичес.ким выводам ,привести не ,может. 

Однако случайные процессы с рациональными спект
ральными интенсивностп:мн являются регулярными (см. 
гл. II) и оrносящаяса: к ним часть тео;>емы нуждается 
в более подробном анализе. Из формулы (Ш.03) видно, 
что в данном случае обнаружение производится по вели
чине yk , в которую входят разности z (t

i
+I ) - z (t

i
) при ма. 

т лых разностях аргумецтов t
i+I - ti =

T 
(поскольку k пред-

полаrаеrся достаточно большим). При образовании этих 
разностей (а также при вычислении производной z (t) =

dl-1 

= dt1_1 f (t) П)И t = t i), как известно , исчезают знаки, так 

что, измеряя f (t) с некоторой (случайной) погрешносrью 
и п;юиззодя вычисления с конечным числом знаков, соот
ветствующим этой поrрешносrи, мы находим yk со слу-
чайнvй ошибкой, неограниченно расrущей при k---+oo. Это 
обсrоятельсrво не позаоляеr практичес�и использовать 
возможносrи, заложенные в сформулированн.>й выше тео
реме, и как будто заставляеr ввести в теорию обнаруже
ния дополнительное положение о неточном знании вход
ного процесса f (t).

В действительности несистематические ошибки ,при из
мерен1ии з1:1ачений f (t) носят хара'Ктер допол11штельного бе
лого шума, накладывающегося на данный лроцесс, по
скольку они случайны и статистиче-ски .независимы. Ошиб
ки, возникающие при округлении значений f('t) в числовых 
расчетах с фиксированным числом знако,в, также можно 
рас·сматривать как белый шум. Эти «измерительные» и 
«математиче,ские» белые шумы являют,ся нормальными 
(гауссовыми), и их можно просто •включить в помеху п (.t), 
маскирующую наличие полезного аигнала т (t). Точно так
же мы «-выносим» собственные шумы приемника, обраба
тывающего и дополнительно искажающего даНlный нам 
процеос f(t), включая собственные шумы в общую поме
ху n(t). 

Высказанные выше соображения показывают, •что в n::>
мехе п (t) �всегда имеется некоторая примесь белых шумов, 
которые могут быть обусловлены, с одной стороны, физи
ческими .прич1Инами (шумящие -сопротивления, дробовой 
эффект и т. д., ,ер. § 61), а с другой стороны, позволяют 
учееть ошибки п,ри воспроизведении, измерении и обра.бот-
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1<е входных данных. Спектра.J1ьная интенс.ивность .So этй:Х 
белых шумов ,в основной час11и ·спектра помех может быть 
весьма малой, однако п-ри достаточно высоких частотах 
она имеет ,основное значение, та1к что 

lim S
11

(ю)=S
0 

(Ш.07) 
<D-4±00 

и условие (IIl.06) не может выполняться, поскольку при 
конечной интенсивности полезного сигнала 

(Ill.08) 

-00

функция Sm ( ш)-+ О при ю -+ -+оо. Образовывая величину yk 

при k -+ОО, мы будем получать основной вклад от белых 
шумов, некоррелированных от выборки к выборке, а все 
остальные слагаемые в функции f (t), бoJiee медленно ме
няющиес,1 во времени, сойдут на нет в результате вычи
таниiI. Таким образом, теорема перестает быть верной 
и все связанные с ней парадоксы исчезают. 

В § 13 мы указали, ,что примесь белого шума к сингу
лярному случайному процессу приводит к реrуJiярному 
процес,су. Из вышеизложенного следует, что учет .неиз•беж
ной (хотя, ·МQIЖет быть, и весьма малой) примеси белого 
шума изба1вляет та,кже теорию обна·ружения от па1ра
до1юов. 

iПр1и обна,ружении сигна•ла т(t) известной формы на 
фоне стационарного ,случайного пр·оцесса -•.помехи п (,t) 
возникают аналогичные парадоксы. Если для простоты 
считать, что наблю�ение вх,одного процесса f (t) произ·во
дится при - oo<t< оо, то результат оптимальной линей
ной обработки можно характеризовать параметром 

00 =_!_J I М (w) / 2 

dw р 2� S
11

(w) 
-оо

(Ш.09) 

- отношением сигнал/помеха на выходе оптимального
фильтра [ер. формулы (16.15) и (31.25)]. Здесь М (w)
спектральная амплитуда сигнала т (t), S

11 
(ю )- спектраль

ная интенсивность помех. Если сигнал т (t) является, на
пример, прямоугольным импульсом, то функция [ М (w) / 2 

при Ф--+-+оо убывает, как �. [ер. формулы (20.03) и 
(20.06)]. Для сингулярной .помехи" n(t) функция S

11
(w)
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при Ф-+-±(Х) убывает гораздо быстрее, поэtому и:нrеграл 
(III.09) расходится и дает р=(Х), что соотвегствует вполне 
достоверному обнаружению сколь угодно слабого сигнала. 
Такое же обнаружение можно произвести не только с по
мощью оптимального фильтра, а путем экстраполяции по
мехи (см. выше) и другими способами. 

Значение р = (Х) может получиться и тог да, когда по
меха п (t) является регулярным случайным процессом. 
Если, например, при Ф ➔:Z:(X) функции М (Ф} и Sn(w) удов-
летворяют асимптотическим· r:оотношениям 

1 М (ш) 1 2 "-' \ :,21' Sn (w) "-' 1 ro ,:l+p) (/ > +' р� --½-), 
(111.1 О) 

анал:>гRчным соотношениям (IIl.03), то по формуле (IIl.09) 
мы получаем р = (Х), 

Другой пример такого типа был рассмотрен в § 21. Ес
ли помеХJи обусловлены хаотическими отражениями от 
многочисленных ме-стных предметов, то ·оогла·с.но формуле 
(21.05) 

(Ш.11) 

так что можно обеспечить F < е и D > 1 - в при сколь 
угодно слабом сигнале, как в сформулированной выше тео
реме. 

Мы приходим к парадок-сальным результатам потому, 
что не учитываем белых шумов, всегда накладывающихся 
в той или иной степ�ни на входной процесс (см. выше). 
ОбоЗ1начая через S0 1опек-гральную интенс.ивность белого 
шума, мы, например, вместо формулы (III.11) должны на
писать выражение 

S
n

(Ф)=S
0
+a\M(m)l 2

, (Ш.12) 

и тог да параметр р будет конечным ( см. § 21 ). В общем 
случае, полагая 

lirn S
n

(Ф)=S
o
, (Ш.13) 

ш➔±ОО 

мы по формуле (III.09) получим конечное значение р, если 
энергия сигнала 

конечна. 

00 ос, 

Е = J m 2 (t)dt= 2� S ]М(Ф} / 2 dФ
-00 -00 

(Ш.14) 
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Заметим в з�ключение, что вместо постояnной спект
ральной интенсивности S

0 
белых шумов можно ввести 

функцию S0 (ш), постоянную в достаточно широком интер
вале частот и достаточно медленно убывающую при 
ш-+ :±:оо. Учет .бысгрого" но.1мального шума, имеющего 
спектральную интенсивность S0 (ш), п;,иводит статистич�-
скую теорию обнаружения в соответствие с действитель
ностью и, в частности, избавляет ее от пэ.радоксальных 
следствий. 

ПРИЛОЖЕНИЕ IV 

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ НЕМОНОХРОМАТИЧЕСКИХ 

СИГНАЛОВ ВСЛЕДСТВИЕ ЯВЛЕНИЯ ДОППЛЕРА 

В § 68 мы ра•ссмотрели изменение частоты монохрома
тической волны при ее отражении от движущегося тела. 
Согла,сно формуле (68.15) частота отраженной волны ш* 
связана ,с частотой падающей волны ro соотношением 

где множитель 
1 -Р cos <r 

х
= 

1-�соsф 

(IV 01) 

(IV.02) 

зависит от окоро,сти движения тела относительно передаю
щей и прием•ной антенн. Для покоящегося те.1а х= 1, при 
нереляТ1ивистс·к•их скоростях тела (когда � � 1) мr-южи
тель х ,близок к единице, однако даже весьма малые изме
нения чао-готы легко проя.вляются на о.пыте, если колеба
ние наблюдается в течение достаточно долгого времени. 

Пусть мы имеем немонохроматическую волну, создаю
щую при 011ражении от неподвижного тела на ююде прием
ника оигнал 

00 

1 s /a,t 
m(t)= ::!

it 
е М(ш)dш, (IV.03) 

-оо

который о помощью интеграла Фурье можно представить 
,как нало·жение монохро·матических колебаний. Если тело 
движется, то благодаря явлению Допплера каждое из 
этих монохр·ома-гических колебаний изменяет частоту cor-
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ласно формуле (IV.01), и в приемник поступает изменен
ный сигнал 

00 00 

m.(t)=d'/t j /"•
t 

м((,>; )dш.= 2� s eiшxtм(w)dю, (IV.04)
-оо -оо

где функция М (w) та же, что и' в формуле (IV.03). Таким 
образом, при точном рассмотрении оказывается, что спект
ральная амплитуда М ( w) сигнала растягивается на шкале 
частот· (если х > 1 ); для достаточно узкополосного сигнала 
это растяжение приблизительно эквивалентно смещению 
спектра А-1 (w) как целого на отрезок (1 - х) w

0 
по оси 

частот (ер. § 36). Сами сигналы т. (t) и т (t) связаны фор
мулой 

т. (t) =xm(xt), (IV.05) 
где м,ножитель х, определяющий изменение а•мплитуды 
сигнала, не .представляет практиrческого интереса и ,вме·сте 
с тем не является впо,лне точным (поскольку преобразова
ние амплитуд· монохрома"Гических полей при переходе 
к движущейся -аистеме координат и обратно 1не расоматри
вало•сь), поэтому мы его опустим. 

Если сигнал m(t) от неподвижного тела имеет .вид 
т (t) = е (t) cos [w

0
t - ф (t)- О], (IV.06) 

то сигнал т. (t) от движущегося тела запишется следую
щим образом 

т.(t) = е (xt) cos [w0xt- ф (xt)-0]. (IV.07) 
Следовательно, несущая частота w

0 
при отражении от дви

жущегося тела заменяется на частоту хю
0

, в соответствии 
с фо;Jмулой (IV.01). Это смещение несущей частоты мы 
учитывали в теории обнаружения когерентной пачки сигна
лов. Однако наряду со смещением несущей частоты явле
ние Допплера приводит к изменению формы сигнала или, 
точнее, огибающей е (t) и дополнительной фазы ф (t), ко
торые заменяются на е (zt) и ф (xt) соответственно. В част
ности, если радиолокационный сигнал представляет собой 
прямоугольный импульс (отрезок синусоиды), то при отра
жении от дзижущегося тела длительность импульса со
кращается в той же пропорции, что и период высокоча
стотных колебаний. 

Указанные выше изменения формы сигнала мы на про
тяжении данной ,книги не учитывали, �отя в некоторых 
с,лучаях они могут быть существенныМlи. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ V 

О «СВЕТЯЩИХСЯ ТОЧКАХ» 

Если электромагнитная волна падает на тело, имеющее 
сложную форму и большие ·размеры (значительно превос
ходящие длину волны), то главный вклад ,в рассеянное по
ле обусловливается «светящимися точками» (несколько 
размытыми) или, лучше, «светящимися пятнами», зани
мающими относительно небольшую ча·сть облученн·ой по
верJСносrги тела; их расположение сильно зависит от ориен
тации тела. Нагляд�ное представление о ,светящихся точках 
дает освещенное ярким солнцем море при слабом волне
нии, 1бла•rодаря кот,орому отражающая поверхность приоб
ретает сложную форму. Вследствие изменения этой формы 
во времени ,светящиеся точки перемещаются - как непре
рывно, так и •«·перепрыгивая» с волны на волну. Таки€ же 
перемещения 1светящихся точек происходят пр•и движении 
на,блюдателя. 

Происхож,дение светящихся точек лег,ко понять с точки 
зрения •rеометр-ичеекой оптики, согласно ·которой �падаю
щая на тело ;волна есть пучок Jiучей (�параллельных--< для 
плоской волны, расходящихся - для сферической), каж
дый из которых отражается ·от с•оо11ветствующей :площадки 
на по•верхности тела по из·вестному закону отражения, да
вая ,начало отраженному лу,чу. Лишь некоторые из отра
женных лучей по.падают в точку наблюдения; ,светящаяся 
точка есть точка на поверхности тела, из 1которой выходит 
каждый такой луч. Число лучей, :попадаюших 1в точку на
блюдения, и, следовательно, число ,светящихся точек, 
вообще говоря, тем больше, чем 1слож1нее фор·ма тела: так, 
нап,ример, на простейшем из тел - шаре- будет только 
одна светящаяся точка. 

Представление о светящи�ся то'Ч'ках сохраняется и 
в том случае, когда геометрическая оптика должна -быть 
заменена или дополнена диффракционной ·теорией. Дей
ствительно, согла,сно последней раосеян.ное лале представ
ляется в виде полей, создаваемых различными «диффрак
ционными лучами», приходящим•и от тела, •каждый ив 
которых начинается в некоторой светящейся точке на по
верхности тела. 

Читатель, интересующийся этими вопросами, может 
найти подр·обности, например, в книге Дж. Р. Менцера 
«Диффракция и рассеяние радиоволн» ( «Советское радио», 
1958), где приведена также обширная библиография. 
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