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версальный метод приближенного анализа переходных процессов 
в сложных линейных диссипативных цепях с по·стоя.нными 'Пара­
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стро оценить погрешнасrь приближения. 

Метод иллюстрируется рядом 'Ш1пичных примеров из области 
импульсной rех.ники. В частности, рассматриваются переходные ха­
рактеристики идеализиро·ванного транзистора, транзисторной клю­
чевой схемы, многокаскадного усилителя, усилителя с коррекцией, 
многозвенной линии задержки и др. 
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Предисловие 

Появление этой работы было вызвано методическими 
затруднениями в изложении курса импульсной техющи 
после внедрения в нее транзисторных устройств. Послед­
нее привело к повышению на два порядка и более ана­
лизируемых дифференциальных уравнений. Так как из­
вестные приближенные методы анализа либо чересчур 
громоздки, либо малоуниверсальны, то была предпри­
нята попытка изыскания более удобного метода при­
ближенного анализа переходных процессов, встречаю­
щихся в задачах импульсной техники. 

Автор поставил перед собой методическую задачу: 
дать по возможности простое и наглядное обоснование 
рекомендуемого метода анализа, исходя из широко из­
вестных спектральных предста•влений и операционного 
анализа (хотя это можно сделать также и из других 
фундаментальных представлений). Можно думать, что 
ограниченность применения известных методов анализа 
объясняется также недостаточной их методической раз­
работкой. Поэтому было обращено особое внимание на 
методическую сторону изложения. Это, в частности, на­
шло отражение в обосновании и формулировке простых 
условий применимости метода, в детальном изложении 
рецептуры его использования и в изыскании возможно 
более простых способов оценки погрешности приближе­
ния. Существенное внимание уделено иллюстрации при­
менений метода анализа. 

Излагаемый в данной работе метод анализа успешно 
использовался в учебном процессе. Можно надеяться, 
что метод найдет применение также и в инженерной 
практике. Преследуя прикладные цели, автор исключил 
из основного текста сравнительно громоздкий анализ 
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условий �уществования приближенного решения, кото­
рый дан в приложении; в основной текст включены лишь 
результаты такого анализа. По этой же причине в рабо· 
ту не -включены громоздкие выкладки, связанные с оцен­
кой погрешности приближения, хотя основные идеи та­
кого анализа и полученные результаты освещены доста­
точно полно. 

Распределение материала книги преследует .цель бо­
лее удобного ее использования читателями ш и р о к  о г о 
круга. В § 1 излагаются основные положения метода. 
Полезно хотя бы бегло ознакомиться с этим несложным 
материалом. В небольшом § 2 изложена рецептура ме­
тода анализа. Именно •этот материал в первую очередь 
необходим для практических применений. В § 4 дается 
обоснование рекомендуемых способов оценки погреш­
ности приближения. Читатель, не интересующийся та­
·ким обоснованием, может огрюшчиться изучением
пп. 12-1'8 § 1. В§ 3 приводятся примеры применения при­
ближенного метода анализа. Этот материал имеет не толь­
ко иллюстративное и методическое значение, посколь­
ку в нем даны решения задач, интересных для импульс­
ной техники. Здесь, в частности, .выводятся переходные
характеристики транзисторов и транзисторной ключевой
схемы при смешанной нагрузке, переходные характери­
стики многокаскадных усилителей, корректированного
усилителя, многозвенной линии задержки и др.

Автор считает своим приятным долгом выразить 
благодарность А. А. Кулико•вскому, О. Н. Литвиненко 
и И. М. Синдееву за полезные советы, учтенные при 
подготовке рукописи к изданию, а также К. К. Рыжовой, 
Р. И. Шавриной и Т. Д. tПщелко за тщательно выпол-

_ ненные вычислительные работы значительного объема, 
которые были нужны для анализа погрешностей при­
ближения и для иллюстрации применений данного мето­
да анализа. Особую бла,годарность автор 'Выражает 
С. Я. Шацу и Н. И. Овчинникову, проявив,шим большой
интерес и внимание к данной работе на всех стадиях ее 
формирования, что способствовало методической отра­
ботке рукописи. 



Введение 

При анализе переходных процессов в сложных ли­
нейных цепях приходится находить решения дифферен­
циальных уравнений высоких порядков. Независимо от 
трудностей получения такого решения громоздкий ре­
зультат строгого анализа плохо обозрим и неудобен для 
технических расчетов. Это определило повышенный ин­
терес к приближенным методам анализа переходных 
процессов. 

На практике часто прибегают к упрощению анали• 
зируемой схемы путем представления ее приближенны• 
ми «укороченными» эквивалентными •схемами низкой и 
высокой частоты, используемыми для р а з  д е л  ь н о г о  
анализа соответственно «медленного» и «быстрого» эта­
пов переходного процесса. Упрощение решаемой задачи 
(в самой ее формулировке) здесь достигается ценой пре­
небрежения влиянием «второстепенных» параметро·в це­
пи на анализируемую ч а с т ь  переходного процесса. 
В ряде случаев такой прием приводит к удачным ре­
шениям ,{1]. Но при анализе сложных цепей не всегда 
ясна допустимость упрощения ,схемы. Кроме того, при 
таком подходе полностью пренебрегают влиянием неко­
торых ,элементов схемы на анализируемую 1часть пере• 
ходного процесса, что часто нежелательно, а иногда и 
недопустимо. Наконец, могут возникнуть трудности при 
необходимости «сшивания» различных этапов переход­
ного процесса. 

В некоторых случаях прибегают к анализу пере· 
ходных процессов методом асимптотических решений, 
описыва!9щих процесс в окрестности некоторого момен• 
та t ( о·бЬiчно в окрестности t =0 или t =со). Однако 
при необходимости обозрения процесса в достаточно ши-
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рокой области времени этот метод становится чрезмерно 
громоздким. 

1( наиболее известным методам приближенного ана­
лиза переходных процессо·в относится метод моментов 
[2, 3]. В ра-боте А. Г. Майера и Е. А. Леонтович {4] еще 
в 1934 r. было показано, что «центр тяжести» и «про­
должительность» сигнала f (•t) оцениваются путем ис­
поль-зования интегральных моментов квадрата функ­
ции f·(t). В 1948 r. метод моментов использовался 
В. Элмором f:5, 6] для анализа параметров переходных 
процессов в многокаскадных широкополосных усилите­
лях. �Впоследствии этот метод был развит в работах 
Л. А. Меерови'Ча и Г. П. Тартаковского {7, 8]. В работах 
С. Я. Шаца {9, 10 и др.], а также в работах Б. Н. Фай­
зулаева [11, 12] применяются хотя и с разных позиций, 
но близкие аппроксиматические методы анализа пере­
ходных процессов. Ряд ·методов анализа описан в кни­
гах Г. 1(. Гаврилова {13] и tO. Б. Лурье [;14]. 

Каждый из у.помянутых методов (кроме метода мо­
ментов, являющегося в принципе универсальным) пред­
назначен для решения задач определенного узкого типа. 
Так, например, аппроксиматический метод применим для 
анализа процессов, содержащих одну резко выделяю­
щуюся «медленную» и ряд «быстрых» составляющих 
процесса; напротив, интересный метод «эталонных функ­
ций» {1-3] •эффективен при близости корней характери­
-стическоrо уравнения -системы. Все указанные выше ме­
тоды применяются при анализе только монотонно из­
меняющихся процессов. Правда, в работе (8] показано, 
что путем представления немонотонного процесса сум­
мой экспоненциальных функций можно расширить при­
менение метода моментов для анализа и немонотонных 
процессов. Однако, если процесс выражается суммой бо­
лее двух экспоненциальных функций, возникают мето­
дические трудности в нахождении приближенного реше­
ния, и метод практически неприменим для анализа су­
щественно к о л е б а т е  л ь  н ы х процессов. Значительные 
методические трудности при анализе колебательных про­
цессов возникают и при использовании метода, изло­
женного в работе [14]. 

В ряде задач импульсной техники приходится опе­
рировать также и с немонотонно изменяющимися про­
цессами, содержащими затухающие колебательные со-
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ставляющие (не всегда «паразитного» происхождения), 
причем в некоторых случаях амплитуда колебаний весь­
ма велика. В связи с этим полезно разработать доста­
точно простой и универсальный метод приближенного 
анализа переходных процессо·в, содержащих, в част­
ности, и затухающие колебания значительной ампли­
туды. 

I(ак .показал опыт решения многих задач импульсной 
техники, анализ переходных процессов в сложных дис­
сипативных · линейных цепях довольно широкого класса 
можно существенно упростить путем .понижения порядка 
(«укорочения») исх.одного дифференциального уравне­
ния и введения надлежащего з а п а� д ы в а н  и я в най­
денное упрощенное решение. «Укороченное» решение по­
лучается и при использовании других известных мето­
дов, но рецептура «укорочения» и определения эквива­
лентного запаздыва�ия, применяемая в данной работе, 
отличается от используемых в дру,гих ра·ботах и является 
более универсальной, ввиду чего она свободна от огра­
ничений, существенных, например, для аппроксиматиче­
ских методов, используемых в работах {9-12]. 

· По характеру решаемой задачи (приближение опе­
рационных изображений аппро&симируемого и аппрокси­
мирующего сигналов) используемый в данной работе 
метод ближе всего к методу разложения операционных 
изображений сигналов в ряды Маклорена, развитому 
в работах В. А. Боднера {115] и Ю. А. Рязанова [15а] 
применительно к с и н  т е з  у систем 

I 
автоматического ре­

гулирования.· Но различный характер анализируемых 
сигналов, различное целевое назначение методов (что 
обусловливает различные требования к простоте реше­
шения, к точности аппроксимации и к оценке погреш­
ности приближения) и применение •в описываемом мето­
де з а п а з д ы в а н  и я, что о·бусловлено особенностью 
анализируемых сигна"1ов, - все это определило различие 
как в рецептуре нахождения аппроксимирующей функ­
ции, так и в методике оценки погрешности приближе­
ния 

. В простейших случаях, когда переходный процесс 
изменяется монотонно (а также при выполнении неко­
торых других условий), описываемый метод приводит 
к тому же результату, который вытекает из метода мо­
ментов {9, 10]. В этом смысле применяемый в работе 
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сnособ близок к методу моментов. Но он .приложим 1ак• 
же и к анаш1зу к о л е б а т е  ль пых процессов. В этом 
случае применяется надлежащий порядок приближе­
ния, для выбора которого формулируются некоторые 
положения (правила), поз1воляющие просто и надежно 
установить нужный порядок приближения. Особенно 
существенно то, что при этом не требуется предвари­
тельного установления характера анализируемого про­
цесса - его монотонности (что не просто сделать по 
данным исходного дифференциального уравнения). Это 
тем более важно, что, как показывается в ра,боте, в не­
которых случаях при анализе даже монотонных процес­
сов получаемый по методу моментов результат первого 
приближения оказывается неудовлетворительным. Сле­
довательно, фактор монотонности процесса, являющийся 
отправным 1в методе моментов f5, 16], не может служить 
надежным и удобным признаком для выбора нужного 
порядка приближения. От метода моментов описывае­
мый способ отличается также постановкой задачи при­
ближения (здесь не применяются интегральные момен­
ты, хотя их и можно было использовать для обоснова­
ния метода) и методикой оценки погрешности прибли­
жения. 

При разработке данного метода анализа не стави­
лась задача оптимизации получаемого решения. Это, 
с одной стороны, вынуждалось трудностью формули­
ровки достаточно универсального критерия качества 
приближения, который удовлетворял бы различным тре­
бованиям практики, так как они зависят от характера 
решаемой задачи. С другой стороны, применение извест­
ных критериев приближения (например, критерия по 
минимуму среднеквадратичного искажения) прИ'водит 
применительно к рассматриваемым -задачам «с запазды­
ванием» к столь ·сложной процедуре нахождения прибли­
женного решения, что обесценивается само применение 
приближенного анализа *. Ввиду этих обстоятельств, по­
скольку считалось, что требование простоты отыскания 

* Однако контрольное сравнение оптимизированных и неопти­
мизированных приближенных решений, которое удалось осуществить 
qредствами вычислительной техники, было произведено. Это сравне­
ние убедило ,в практической нецелесообразности применения трудно 
канструируемого приближенного решения, оптимизированного по 
критерию м11нимума среднеквадратичного искажения (см. § 1, п. 17). 
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приближенного решения является одним из важнейших, 

особое внимание уделено формулировке простых правил 
для выбора нужного порядка приближения и разработке 
удобных для практических расчетов способов прибли-

. женной оценки погрешности аппроксимации. 
Анализ .линейных дифференциальных уравнений в ра­

боте поризводится на базе операционного метода. Преоб­
разованные по Лап л а с  у изображения временных 
функций обозначаются теми же символами, что и сами 
функции времени, но снабжаются специальным значком, 
как, например: 

~ ~ 
00 

h = h (р)= I h (t) e-ptdt � h (t)�-:h.
о 

Каждый параграф, а также приложения имеют свою 
порядковую нумерацию формул,. рисунков и таqлиц. 



1. Основные положения

Постановка задачи 

1. При анализе переходных процессов JВ сложных ли­
нейных цепях приходи'Гся оперировать ,с дифференци­
альными уравнениями высоких порядков, которым, в ча­
стности, соответствуют нормированные (ао= 1) опера­
ционные уравнения вида * 

~ 1 1 

h(p)= (1 + + + n) - pAn(P) �h(t). (1.1)р а1р • • • anp 

В дальнейшем имеются в виду широко применяемые 
в импульсной технике д и с с  и п а т  и в н ы е цепи с по­
стоянными параметрами, напряжения и токи в которых 
при t---+oo стремятся к постоянным значениям. В этом 
случае все коэффициенты а; (i= 1, 2, ... , n=#=O) - по­
стоянные вещественные числа, удовлетворяющие нера­
венствам 

(l.la) 
Соблюдение этих неравенств необходимо для выполне­
ния условий диссипативности цепи, но при п�З недо­
статочно. Более общие условия диссипативности опреде­
ляются теоремой Гурвица, из .которой вытекает, что при 
п�З коэффициенты а;, начиная с i=З, должны кроме 
неравенств (l.la) удовлетворять также неравенствам 

( 1. lб) 

• Более общий случай операционного изображения в виде ра•
циональной дроби рассматривается в пп. 19-25. 

10 



Критические знач:ения аi,нр выводятся из уравнений Di = 

= О, где Di - определители, фигурирующие в условиях 
Гурвица [lб]. В частности, при п = 3 и 4 

(1.l_в) 

Искомая функция h=h(t) отличается характерным 
«запаздыванием» ( рис. 1.1), обусловленным тем, что 
п-1 первых производных функции h в момент t=O рав­
ны нулю. Часто функция h в окрестности t=O маловы-

h 

о�-=:;.-+ __ _.. _ __,.___ .... 
1 1 
�t,-i 

t 

Рис. 1.1. Аппроксимация сигнала h

запаздывающей функцией hа = hзm-

разительн а: приходится суммировать немало членов 
функционального ряда, выражающего h, чтобы убе­
диться 1в приближенном равенстве h (t) �о при t�O ( см., 
например, функции (П.2.6), (П.2.11), (П.2.16) приложе­
ния '2). 

2. Ф�ункция h неудобна не только из-за сложности
нахождения решения уравнения ( 1.1), но также из-за 
трудности последующего оперирования с ней и, в част­
ности, из-за трудности нахождения корня трансцендент­
f!ОГО уравнения 

h(t) =ho, ( 1.2) 
определяющего момент t0 достижения заданного уровня 
lio (рис. 1.1). Нахождение такого ·момента (при 
0,lhmax::;;;;;ho::;,;;;0,9hmax) обычно является целью анализа, 
производимого в задачах импульсной техники. 

Для упрощения .анализа желательно заменить функ­
цию h более простой «эквивалентной» функцией hэ = 
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= hэ(t), достаточно хорошо аппроксимирующей функ­
цию h; такое соответствие двух функций и их изобра­
жений обозначим условно в виде 

i;,,; ... 

hэ (t) ~ h (t); hэ (р) С'-) h (р).

Из рассмотрения характера функции h (рис. 1.1) вы­
текает целесообразность использо,вания з а п а з  д ы в а ю­
щ е й  на некоторое время fз функции 

hэ
= fз (i-fз) • l (f-fз), {1.3) 

которая при t�Jз равна нулю, а при t>tз мало отли­
чается от функции h.

Применительно к задачам импульоной техники кри­
терий •степени приближения фун·кций hэ,..._,h связан с ве­
личиной допустимой «временной» погрешности Л.t 
(рис. 1.1) в определении корня уравнения (1.2-). Из 
практических соображений здесь обычно допустима 
сравнительно большая относительная погрешность 
/Лt/t0 1 (до t20%' и даже выше). Более важным являются
максимальное- упрощение функции (1.3), облегчающее 
решение трансцендентного уравнения (1.2), и разработ­
ка простой и стандартной рецептуры отыскания функции 
hэ. 

3. Будем искать а1ппроR!СИМ1И1рующую функцию ( 1-.3)
в классе функций hэ

= hзт, операционное изображение 
которых 

� � е-рtзт 
hsm = hзт (р) = р (1 + bip + . . .  + Ьт рт) -

е-рt•т

- рВт(Р) ' (1.4) 

где степень т полинома Brr,j(p) (m=O, 1, 2, ... ) возмож­
но ниже степени п полинома А п (р) в исходном уравне­
нии (1.1). 

Условимся считать, что аппроксимирующая функ­
ция hзт представляет приближенное решение т-го по­
рядка приближения (приближение т-го порядка); по­
рядок приближения фиксируется индексом т. 

Решение уравнения (1.4) 1выражается функцией (1.3),
где .fз= fзт и fз(t) =fзm(,t) - оригинал изображения 
� � 1 1 

fзт = fзт(Р)= p(I +Ь1 р+ ••. +Ьтрт) = рВт(Р) • (l.Б)
12 



Раскладывая в вьiражении (i .4) в ряд мноjkиtель 

и перемножая образуемые в знаменателе полиномы, полу­
чим 

hзт = рС�(р) - p(I +c ip+c2p2+ .•• ) �hзm, (1.6)

где коэффициенты бесконечного степенного полино!'1а Соо(Р) 

ь t Ь tm-1 tm ь + т-1 зm + + 1 зm + зт Ст = т 11 ... (т-1)! тГ• 

[ 
ь ь Ь tm-1 

т + т-1 lэт + + ��+ \Ст+1 =fзт П 2! .... ml 
t 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Выбор и обоснование приемnемоrо реwения 

(1.7) 

4. Поставленная задача заключается в определении
т+ 1 неизвестных параметров: з а п  а з  д ы в а н  и я fзm и
т коэффициентов bj (j = l, 2, ... , т) «укороченного»
уравнения ( 1.5). Заметим, что, принимая аппроксюirи­
рующее изо бражение ( 1.4), мы тем самым уже опре­
делили нулевой коэффициент полинома Вт (Р): приняли 
его в соответствии с функцией (l.l) равным 1 (Ьо= со = 
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=·ао = 1). Это сделано из условия совпадения функ­
ций hзm(t) И h(t) при i=oo (17]: 

- -

hзт (оо) = lim [ph3m(P)] = lim[ph (р)] =h (оо). (1.8) 
р➔О р➔О 

Интуитивно напрашивается мысль: приравнять пер­
вые m+'l коэффициентов Ci изображения (1.6) соответ­
ственно первым т +'l коэффициентам ai изображения 
(1.1), что даст затем возможность найти m+,l неизвест­
ных параметров изображения (1.4) из первых m+·l 
уравнений системы ( 1.7). Однако допустимость такого 
простого правила должна быть доказана (этот вопрос 
обсуждается в приложении 1), а его приемлемость долж-
на •быть обоснована хотя бы качественно. 

При определении параметров изображения ( 1.4) же­
лательно минимизировать ошибки аппроксимации. При­
менительно ко многим задачам импульсной техники 
явилось бьr приемлемым -минимизировать ошибку опре­
деления междецильного времени* (активной длитель­
ности tФ фронта <:и1гнала) или, еще лучше, среднюю ве­
личину относительной ошибки ltЛt/t0 1 в междецильном 
интервале (to,1, to,9). Можно ограничиться более удобной 
в аналитическом отношении минимизацией средней ве­
личины IMI в области O<lt<oo. Этому требованию удов­
летворяет критерий минимума абсолютной интегральной 
оценки 

00 

1 = { 1 h (t) - hзт (t) \ dt. (1.9) 
о 

Заметим, что если выполняется равенство коэффи­
циентов а 1 =с 1 полиномов Ап(р) и Соо(Р), то незави­
симо от соотношения остальных коэффициентов этих 
полиномов интегральная оценка 1-го порядка, т. е. ве-
личина 

00 

/1 = � \h(t)-hзm(t)]dt,
о 

(1.10) 

• Под междецильным временем подразумевается интервал вре­
мени между моментами fo,1 и to,9 достижения сю налом h (t) (па 
фронте сигнала) .соответственно значений 0,1 hшах и 0,9 hшах. 
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равна нулю .[3]. Интеграл ( l. l О) определяет сумма р­
ную величину (в алгебраическом смысле) площади иска­
жения, заключенной между графиками функций h (t) и 
fi3т;(,t). Однако равенство /1 =0 в общем случае не обес­
печивает минимума интеграла ( 1.9), и оно само по себе 
не может служить критерием качества аппроксимации. 

Определение интеграла (l.9) по данным изображе­
ний функций сопряжено с принципиальными трудно­
стями. В принципе проще осуществить минимизацию ин­
тегральной оценки f 2 2-го порядка {З, 18], поскольку из 
теоремы Релея (равенства Парсеваля) следует, что /2 
выражается непосредственно через изображения функ­
ций: 

"° 
00 ~ · � dro 

12 = � fh(t)-hзm(t)] 2 df= J I h(jro) -hзm{iФ) 1 2 -тс 
1 (1.11) 

о о 

~ ~ 
где h(jro) и h3т(iФ)-спектральные функции сигналов, 
получаемые из функций ( l. l) и ( 1.4) или ( 1.6) при подста­
новке p=jm. 

Величина /2 является функцией искомых и известных 
параметров изображений (1.4) и (1.1), т. е. 12 = !2 (tзт, 
Ь 1, ••• , Ьт, а1, ••• , ап)- Оптимальные зна,чения: искомых 
параметров, минимизирующие величину /2, в принципе 
находятся из решения системы ура,внений 

( 1.12) 

Однако такой путь встречает большие математические 
трудности. Хотя и известны приемы вычислений интегра­
ла f 2 (18], но в большинстве случаев это сопряжено с гро­
моздкими расчетами. Но даже когда при простейших 
сигналах интеграл /2 выражается сравнительно просто, 
уравнения (1.12) при наличии з ап аэ д ы в а ю щ ей 
функции hзm оказываются трансцендентными. Для иллю­
страции укажем, что при простейшем уравнении ( l. l) 

...... 
вида h=(p(l +р)2]-1 система уравнений (1.1,2) сводится

· к двум уравнениям относительно ,t31 =X и Ь 1 =у:
ех х (1 +у)+ Зу+ 1 
4

= 

(I+у)з 

· 
1 +зu-2у2 

Х= 2 1 • у-
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Таким образом, даже если критерий минимума /2 
удовлетворяет требо·ваниям практики, применять его 
практически нецелесообразно: проще получить строгое 
решение, чем таким путем найти hзm ,...,, h.

5. Ввиду отмеченных .принци:пиальнь1х трудностей уже
в самой формулировке задачи приближения hзm,...,, h и 
методических затруднений в решении сформулированной 
задачи приходится прибегать к эвристическому подходу 
в постановке и решении такой задачи, основанному на 
качественных представлениях. Здесь удобно обратиться 
к рассмотрению спектральной функции сигнала 

'h(jro)=[j(l)(l+ja1ш-a9(1)
9 -�ja86)

8 +a46)
4 + ... )J-1. (1.13) 

Представим комплекснуIQ функцию (1.13) через со­
вокупность модульной функции H(,ro) и фазовой функ­
ции с:р( (J)): 

где 

� с-� -/"/2 

h (/.(1)) = 

е н-
( ) -i(1'/2+Ч>(<D)I 

w(P+iQ) = • (1) е 

H((I))= 
у 

1 
;f(ш)=arctgPQ ,

6) р2 + Q2 

причем согласно формуле (1.1•3)

Р =)-a2ro2 +'a41(J}4-a6ro6 +· .. . ,
Q=a1ro-aзro3+asro5-a1ro7 +' . .  .

( 1.14) 

(1.16) 

( 1.16а) 

Используя последние два равенства, представим сум­
му P2+Q2

, определяющую модульную функцию, и tgq> 
(для q><:rt/2), определяющий фазо·вую функцию, с по­
мощью рядов*: 

р2+Q 2 =М
о +М

2
6) 2+м

4
6)4 + ... .

tgf=M1(1)+Mз(l)a +м,(l)s+ ... ,
где 

( 1.17) 
(1.17а) 

(1.18) 

* Если <p>:r./2, то tg <р ,раскладывается в ряд по степеням
ro-'f.t)o, где mo - частота, при которой ,-пf2. 
1§ 



М1 = М1 (а1) = а1; 
�Ма = Ма (а1,а2.аа) = а1а2 - аа;
м& = м, (а1.а2.аа,а4,а,); 
.................. }

(1.18а) 

Аналогично выражается спектральная функция ап-

проксимирующего сигнала hзт; используя 
(1.6), найдем: 

изображение 

где 
h
,,.; 

( • ) - Н ( } -JC1t/2+cpm(ш)] зm Joo - т Ф е , ( 1. 19) 

Hm(oo)= 1 
; fm(ID)=arctg im ; (1.20) 

(О J/ р� +Q� 
,т 

P�+Q�=N
0
+N2w

2+N
4

Ф
4+ ... ; (1.21) 

tgrpm=N1w+N8ш 8 +N
6

(J)
6 + .. .  ; (1.21а) 

N0 =C0 = 1; 
}�2 •• �2.(�1,�2� • ��.-:�с�;. (1.22) 

N1=N1(C1)=C1; 
} �а . .  �а.(С

0

1,�2,.Са! .
0

С1�2 .-:�а;. (1.22а) 

6. Пусть h (t) - монотонно нарастающий сигнал. Тог­
да компоненты Н,(ю) и q,(ro) ,спектральной функции сиг­
нала также изменяются монотонно, как это примерно 
,показано на рис. 1.2. Оптимальному в том или ином 
смысле приближению hзm ,.._, h соответствует надлежащее 
.приближение как модульных функций Нт

и Н, так и 
фазовых функций срm

и ср, примерно показанное на 
рис. 1.2. Совпадение этих функций при � соответ­
ствует совпадению ,сигналов при t-+oo. Чем в большей
окрестности: ю=О сближаются компоненты спектральных 
функций, тем больше (в  сторону меньших времен) рас­
ширяется область сближения сигналов. При ·этом су­
щественно сближение как модульных (Нт

и Н), так 
и фазовых (q,mи f) функций. Действительно, при усло­
вии полного совпадения фазовых функций (q,m

= q>) 
квадрат заштрихованной на рис. 1.2 площади прапор· 
2-2247 J7 



ционален, как это вытекает из формулы (1.11), .инте­
гральной оценке /2• При ,этом величина d/2 = 

=·K(H-Hm)2dro (K=const) не зависит от величин Н 
и Нт в о т д е л ь н о с т и, а определяется только их раз­
и о с т  ь ю. Иначе говоря, величина d/2 не зависит от то· 
го, к какой области частот ( высоких или низких) от­

носится разность Н-Нт. Однако если имеется фазовое 

о 

Рис. 1.2. Спектральные функции 
исходного (h) и апп,роксимирую­

щего (ham) сиrнало,в. 

й) 

с,; 

о) 

Рис. 1.3. I( интегральной оцен­
ке погрешности аппроксимации 

цри Лrp=i=O: 
а) Н-Нт; 6) H-Hт-const.,..O. 

расхождение Лi(j)1=i(j)1-{J)m, то даже при H=Hrn величина 
/2=-АО, причем (рис. 1.3,а). 

dl2 =K I Й-Йт l 2dro=4KH 2 sin2 (дrp/2)dro. (1.23) 
Следовательно, чем больше модуль Н, тем сильнее 
разность фазовых функций влияет на величину /2• 

К такому же выводу можно прийти и в общем случае, 
когда векторы Н и Нт различаются не только фазами 
(ЛqJ=#:0), но и модулями (Н=i=Нт). Это иллюстри­
руется на рис. 1.3,б, где показаны две пары векторов 
Й', Н' т и Н", Н" т, расходящиеся по фазе на один и 
18 



тот же угол Лq,; обе ·пары векторов отличаются одина­
ковой величиной р а з н о  с т  и модулей (Н' - Н' т = 

= Н" - Н" т) при различной величине самих модулей 
(Н' <Н" и __ Н' т<Н" т). Как вид�о из рис. 1.3,б, если 
Лq,=#=О, то модули ге_ометрическои _Разн�сти пар векто-
ров не равны, т. е. 1 Н' -H'm·I < 1 Н" -Н"т ! -

Следовательно, при одинаковой разности фаз Лq, и 
разности модулей Н--Нт вклад dl2 = KJЙ-Hml2d,w, бу­
дет тем более значительным, чем больше модуль Н. 
Поэтому для уменьшения величины /2 важно, чтобы 
точность приближения как фазовых, так и модульных 
функций повышалась с возрастанием Н ( с уменьшени­
ем ,ы,). 

7. Рассмотр1им более деталыно ряд ( 1.17), определяю­
щий модульную функцию Н(ы,), и ряд (1.17а), опреде­
ляющий фазовую функцию q, (,ы). Замечаем, что после­
довательные члены этих рядов отличаются резко раз­
личной •степенью их зависимости от частоты {J). Поэто­
му в достаточно малой окрестности ы =0 сумма Р2 +'

+·Q2�M0 (влиянием остальных членов ряда (1.17) мож­
но пренебречь), а tg q,�q,�0. При некотором неболь­
шом расширении указанной области частот в п�р�вую
очередь начнет заметно возрастать член М 1ы, опреде­
ляющий в этой области величину tgq,�M 1ы, но еще
можно считать P2 +Q2�Mo, так как последующие чле­
ны рядов зависят от ,ы2 , ы,3 и т. д. При дальнейшем
небольшом раоширении области частот может ока­
заться необходимым полагать P2 +Q2�M0+M2ro2, но
еще можно считать tg <p�M1·w. Затем, по мере расши­
рения частотной области, на величины рядов (11 .17) и
(1.17а) начнет заметно влиять член М3ы3 , затем член
M4'U)•4 и т. д.

Аналогичные выводы можно сделать и в отношении 
зависимости рядов (1.21) и (1.21а) от последователь­
ных членов этих рядов. 

Учитывая отмеченные свойства рядов (1.17), (1.17а), 
(1.21) и (1.21а), а также принимая во внимание из­
ложенное в п. 6, можно прийти· к качественному выво­
ду о том, что по мере повышения порядка т прибли­
жения hзm ,...,, h целесообразно потребовать выполнения 
возрастающего числа равенств: 
2* 19 



при m=0-M1 =N1 ; 
при т = 1 ➔ М1 =N1 , М2 =N2; 
при m=2➔M1 =N1 ,M2 = N2,M3=Nз 

и т. д. Принимая теперь во внимание выражаемые ра­
венствами (1.18), (1.18а), (1:22) и (1.22а) функциональ­
ные за·висимости, написанные равенства ,следует пере­
писать на такие: 

при т = 1 ➔ а1 = С1, а2 =с2; (l.24) 

при m= О-а1 = с1; 

) 
_п�и. � .. 2.� �1 .. с_1, �: . �2•. �з 

. �з; 

8
. 

В соответствии с равенст,вами ( 1.24) можно сфор­
мулировать простое правило аппроксимации сигнала 
( 1.1): для определения запаздывания tзт и коэффи-
циентов Ь 1, • • • , Ьт изображения ( 1.4) аппроксимирую-
щей функции h= следует коэффициенты с 1, • • • , Ст, 

Ст+1 изображения ( 1.6) приравнять соответственно
коэффициентам а1, .. . , ат, ат+1 изображения (1.1). 
Следовательно, первые m+l равенств системы (1.7) об­
разуют систему из т+11 уравнений относительно т+ 1 
параметров изображения (1.4): 

а1 = Ь1 + tзm; ) 
а2 = Ь2 + Ь1tзт + t:m/2!; 

( 1.25) 

' 

Исключая из системы (1.25) все коэффициенты b j, по-
лучим уравнение степени m+ 1 относительно запаздыва­
ния fз = fзт: 

t m+I а tm 
Fm+1(fз)= (тз+!)! - ·1

т
� + ... +(-l)m+I am+i

= O. 
(1.26) 

В приложении 1 показано, что только один и пр.ито'1 
н а и мен ьш и й вещественный (всегда положительный)
корень fз= fэт уравнения (1.26) ,(если он существует) вы-
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ражает заnаздывание при nри·ближении порядка т. Не­
которые способы нахождения такого корня описываются 
в § 2. После определения запаздывания легко находятся 
все остальные искомые .параметры, разрешаемые из си­
стемы (1.25) в я·вном виде: 

. . . . . . . . . . . . . 

а t · ат-2t
2 

ь т-1 эm + зт 

т
=а

т- 11 21 

9. У стана-вливаема.я ра1венС11вам,и ( 1.24) �весьма про­
стая рецептура определения ко-эффициентов ci изображе­
ния (1.6) аппроксимирующей функции базируется (в из­
ложенной выше спектральной трактовке) на том, что 
с повышением номера i члена (при коэффициенте ai) 
полинома, определяющего спектральную функцию ( 1.13), 
уменьшается влияние этого члена на характеристики 
спектральной функции. Применительно к монотонно из­
меняющимся сигналам (и даже применительно к колеба­
тельным сигналам с достаточно ,сильным затуханием ко­
лебаний) это положение проявляется весьма сильно. 

Для иллюстрации роли отдельных членов указанно,го выше. по­
ли:нома на характеристики спектральной фу;нкции (1.13) расс.мотри,м 
графики Н(оо) и q;(oo) модуш,ной и фазовой функций (рис. 1.4 
и 1.-5) сигнала h(t), выражающего nерех.одную хара1Ктеристи ,ку уси­
лителя (в абласти фрО'Нта), состоящего из· n = 9 идентичных каска­
дD'В, 'Каждый из ко'i"орых хара'Ктеризуется постоянной времени 0. 
Пунктирными линиями изображены модульные функции Н _

8
(ю) 

и фазовые функции ер _
8 
(100), ,построенные с учетом в рядах ( 1.16) 

и (1.16а) ограниченtJЮго числа первых членов (�при коэффициентах 
а1, а2, . . . , а,). Графики построены •в диапазоне О�оо�2оо,, где 
оо, = O,28/0- граничная чаtетота усилителя (на уровне ,половинной 
мощности). 

Из рис. 1.4 и 1.5 наглядно видно, что приближенные функции Н _ 2 
и ер_2 близки к функциям Н и ер в области низких частот ю < юr; 
фазовое рассогласование здесь не 'Превосходит ~ 14°. Это позво­
ляет оценивать «площадь искажения», соотвеТС'\'IВующую этой части 
спектра, непосредственно из .графиков модульных функций. 

Функции Н_ 3 
и ер_3 близки к функциям Н и ер в более широком

.циапазО1Не частот и т. д. При этом знаЧ'И1Мость каждого 1/IОСЛедую­
щего 1/Iриближения (в интегральном смысле) уменьшается. 
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10. Изложенные в пп. 6-9 раосуждения относились
к сигналам, характеризуемым монотонным убыванием 
модульной функции Н (,w). Но если сигнал h(t) содер­
жит слабо затухающие колебания значительной сравни-

н 
1/=

1 . 

we V(1+w2 e 2 )9 

H_5-npu QS+к=O 
(к-1, 2, .... ); 

п-9, иJг=О,28/0 

Юt---�f---t-----,------1------J 

St-----+--�---+----+------1 

о 0,5 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

н_г 

1,5 

Рис. 1.4. Модульная функция Н (и ее различю,�р 
nриближения Н _5) переходной характеристики

9-каскадноrо реостатного усилителя. 

тельно с h ( оо) амплитуды, то модульная функция может 
изменяться и не монотонно. Предположительно можно 
было бы ожидать, что и в этом случае в принципе нет 
ограничений для применения равенств (1.24) и вытекаю­
щих из них формул (1.25)-(1.27), если только порядок 
приближения достаточно высок, так как при m--+n 
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должно иметь место hзm-h *. Однако применение 
приближения hзт ,.._, h практически оправдывается при
достаточно низком порядке приближения. 1( тому же
можно убедиться в том, что не при любом заданном 

rp rp_ - при а5 .к =О 
..,5 

(к = 1,2, ... .); 
n = 9, c,Jr=0,28/8_ 

Ч'-�,,,,,,-

. �s 

/ --

/ <р~з 
200•�---+-----+--,

1,
f:,,,.??t------'-1

"f 
/ ·  

1/ 

о 0, 5 1,5 '4J/c.Jr 

Рис. 1.5. Фазовая функция q> (и ее различные прибли­
жения '/'_8) переходной характеристики 9-каскад,ноrо 

реостатного усилителя. 

порядке приближения m<n существует (физически 
реализуется) приближение hзт,.._, h, даже если предъя·в-

• При переходе от приближения порядка m=k к приближению
порядка k+ l погрешность аппроксимации уменьшается скачко­
образно. Но если ввести понятие о д р о б н о м порядке приближе­
ния М=m+ь, где ь�l (см. § 4, п. 10), то погрешность аппрокси­
мации можно (п,ри некоторых оrраничениях) рассматривать как ве­
nрерывную функцию М.
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ляются ограниченные требования к точности аппрок­
симации и е·сли допустимо пренебречь некоторыми вто­
ростепенными деталями анализируемого процесса. 

В связи с изложенным возникают вопросы: 
- каковы условия реализуемости при·ближения по­

рядка т?
- при каком порядке т получается приемлемый

результат? 
- какова погрешность аппроксимации?

Выбор порядка nрнбnнження 

11. В некоторых случаях уже приближение нулевого
порядка (т = О) удовлетворяет требованиям решаемой 
задачи ·( см. § 3, п. 27). Как показал опыт применения 
данного метода приближенного анализа, если сигнал h 
изменяется монотонно или если даже он изменяется 
не монотонно, но колебательный компонент сигнала 
«паразитного» происхождения выражен слабо и сам по 
себе не представляет технического интереса, то при 
аппроксимации такого сигнала обычно можно огра­
ничиться приближением 1-ro порядка. Такая· аппрокси­
мация удовлетворительно отображает фронтовую часть 
сигнала, что позволяет с технической точностью оценить, 
например, его активную длительность фронта. Бели коле­
бательный процесс выражен в сигнале более сильно и он 
оказывает существенное влияние на форму сигнала, то, 
естественно, функция 1-го порядка приближения не в со­
стоянии отобразить_ нужные свойства этого сигнала. Наи­
нпзший пригодный в ,этом случае порядок приближения 
m=2, но иногда приходится прибегать и к приближению 
3-го порядка. К приближению 2-го порядка приходится
обращаться и ,при аппроксимации монотонного сигна­
ла h(t), если при этом ставится задача хорошей аппрок­
симации не только функции h (t), но и ее производной.

Приближения порядка т�4 представляют ограни­
ченный практический интерес, что oбyc:iroвJreнo как бы­
стрым возрастанием трудности нахрждения аппроксими­
рующей функции, так и сложностью последующего опе­
рирования с ней. 

Иногда качественный характер искомого переходного 
процесса известен из рассмотр'ения свойств анализируе­
мой цепи, •что может предоста•вить данные для выбора 
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нужного порядка приближения. Но не всегда это уДаеtся
установить достаточно просто и надежно (см. ,п. 21). По­
этому желательно располагать ,удобной рецептурой опре­
деления нужного порядка приближения. В этом отноше­
нии первое и при том весьма простое указание дают уста­
новленные в приложении 1 необходимые условия сущест­

вования (реализуемости) приближения любого поряд­

ка т: Эти условия выводятся из требования, чтобы все
коэффициенты bj (j= 1, '2, ... , т) изображения (1.4)
аппрокс.имирующей функции были положительными.
Иначе приближенное решение окажется недиссипатив­
ным. 

Как показано в приложении 1, приближение 1-ro
порядка реализуется при условии, что 

(1.28) 

В общем случае, при любом т� 1, необходимое 
условие реал.изуемости приближения* сводится к вы­
полнению неравенства 

( 1.28а) 

где лm,�Ф - критическое значение параметра л.,п .

Формулы, выражающие л.,п,нр, приводятся в § 2. 
При л.т

= лт.1Ф приближение порядка m=k вырож­
дается -в приближение ,порядка k-11 ( если оно сущест­
вует) или же выражает недиссипат.ивный процесс. При 
л.,п�Л,п,нр погрешность аппроксимации . возрастает 
(иногда очень значительно). Но погрешность аппрок­
симации зависит не только от отношения л..,n/л,п,нр = sт, 
и для правильного выбора порядка приближения же­
лательно располагать простой, но достаточно надежной 
оценкой погрешности аппроксимации. 

Поrреwность аnnрокснмацнн 

12. Проще всего оцениваетС:Я погрешность прибли­

жения изображений hзтсл h [15а], или, что то же, по-

* При т�2 условие (1.28а) является необходимым и достаточ­
ным. При m;;;,,,3 необходимо дGполнительно щ,mолнить условия 
диесипативности ап•проксимирующей функции, вытекающие нз теоре­
мы Г урви u. а (см. приложение 1, п. 13). 

25 



грешность приближения спектралы-1,ых функций сигна­
лов ( в частотной области). Больший интерес, особенно 
применительно к задачам импульсной техники, пред­
ста·вляет погрешность приближения во временной об­
ласти, дающей непосредственное представление о по­
грешнос-ги .аппроксимации. Но определение такой по­
грешности сопряжено с большими трудностями. 

Рис. 1.6. «Временная» погрешность аппроксимации (при 
h=O,lhmax Лt=/to,1-fo,1/; при h=0,9/tmax Лt=to,9-/o,9). 

В некоторых случаях важна оценка «амплитудной»
погрешности Лli = h-hзm ( или относительной величины 
IЛh/hl). Иногда можно ограничиться оценкой погреш­
ности определения по данным аппроксимирующей функ­
ции hзт действительной величины «в ы б рос а» сигнала 
hвыбp=hmax-h ( 00), содержащего колебательный ком­
понент. Согласно равенству ( 1.8) определение погреш­
ности 

Лhвыбр = [hmax - h ( 00 )] - [(hзm)max - hзт ( 00)}

сводится к определению «амплитудной» погрешности 
Лhmax = hmax- (/iзm) шах в точке h = hmax- Относительная 
величина этой погрешности 

13 дhвыбр hmax - (hзm)max 
выбр = h

:11ыбр = /imax - h (оо) • 
(1.29) 
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Иногда практический интерес представляет относи­

тельная погрешf-lОсть · стределения междецильного интер­

вала времени ( актuвf-lОй длительf-lОсти фроmа) сигпа­

ла h по данным аппроксимирующей функции hзт, т. е. 
погрешность 

8 
-

\ 
дtd, 

, 
__ -ltф_-'tФI

ф- t
ф 

·- t
ф 

' 

( 1.30) 

где (рис. 1.6) tф = to ,9 - to,1• а '{ ф = r0,9 - to,1· 

Применительно ко многим задачам импульсной тех­
ники основной интерес предста·вляет «временная» по­
грешf-lОсть аппроксимац-ии в смысле, указанном в п. 2 
(рис. l. l). Оценка такой погрешности важна при анализе 
временных процессов ·в устройствах, содержащих каска­
ды временной задержки сигналов, в каскадах линейно 
изменяющегося напряжения, в логических схемах, 
в транзисторных импульсных устрой-ствах (в частности, 
при определении момента входа и выхода транзистора 
из насыщения) и др. 

Таким образом, в разных задачах нас может инте­
ресо·вать погрешность приближения разного. характера. 
Тем не менее .при решении вопроса о выборе надлежа­
щего порядка приближения hзт ~ h целесообразно, из ме­
тодических соображений, исходить из какого-нибудь 
одного вида погрешности аппроксимации. В этом смыс­
ле, принимая во внимание как практическую значимость 
погрешностей аппроксимации разного характера, так 
и соображения, приводимые в конце данного п. 12, це­
лесообразно исходить из наибольшего в междецильf-lО,\t
иmервале (tc,,1, to,9) отf-lОсuтельf-lОго значения «времен­
f-lОй» погрешf-lОсти аппроксимации: 

8 l
дt

l 1t-tl t,наиб = -t - = -t- ; 
наиб наиб 

· (1.31)

здесь t или t - моменты времени, в которые соответст­
венно функции h(t) и hзт('f) принимают некоторое зна­
чение h=ho (0,lhmax�ho�0,9hmax), причем относитель­
ная погрешность I Лt/t I при этом оказывается н а и б  о л ь­
ш с й. Если это получается в н у т р  и междецильного ин­
тервала, то погрешность 61,наиб сравнительно не велика. 
Большие значения бt,наип обычно получаются на грани-
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цах междецильного интервала: либо при h =O,l hшах 
( что чаще всего обусловлено малой величиной io,1), либо 
при h=0,9 hшах (что обусловлено большой величиной 
1 Лt 1). Очень редко наибольшая «временная» погреш­
ность получается при li>hmax (например, в показанный 
на рис. 1.6 момент t0), так как здесь, даже при сравни­
те.ТJьно большой величине liЛltl, относительное значение 
1 Лt/tl обычно не велико ( если исключить из рассмотре­
ния в этой области погрешности при уровнях h0, весьма 
близких к /�шах или к hmm). Поэтому практически можно 
ограничиться рассмотрением погрешности 61,наиб толы{о 

h h (t) 
I 

Рис. 1.7. Наибол·ьшая «временная» погрешность аппро­
ксимации колебательного сигнала h фу,нкцией h,1 

1-го порядка приближения.

в пределах междецильноrо интервала, что в дальнейшем 
имеется в виду. Следует заметить, что применительно 
к большинству задач импульсной техники по-грешности 
аппроксимации в н е междецильного интервала практиче­
с-кого значения не имеют. 

Особо ,следует отметить случай, когда сигнал h (t} 
носит колебательный характер, причем hmax>'h ( оо), и 
этот сигнал аппроксимируется функцией h31 1-,го поряд­
ка приближения (рис. 1.7). Здесь !Погрешность бt,:наиб по• 
лучается иногда на верхней границе междецильного ин­
тервала (при .h=0,9hmax). Если же 0,9hmax>h ( оо), то 
в •соответствии с принятым определением погрешность 
61,наиб = оо, так как hз1(00) =h(oo). Аналогичная ситуация 
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может возникнуть и при приближении hз2 ~h (т=2),
если в отличие от показанного на рис. 1.6 выполняется
Нt:равенство 0,9hmax>(hз2)max- ',v 

Именно та1юй жесткии подход к ,оценке «временною> 
погрешности аппроксимации имеется в даль:нейшем 
в вид�у. При таком подходе прещотвращается использо­
gа,ние аппроксимирующего сигнала hпт недостаточно 
высо1юго порядка приближения и в том случае, когда 
практический интерес представляет не п-огрешность 
6·t,наиб, а погрешность определения .величины «выброса» 
или «амплитудная» погрешность (в области t>tзm при 
не очень низких уровнях ho). Что же ·ка,сается погреш­
ности i>Ф, то обычно она близка к пог,решности 61,наиб•

13. Применение приближенного метода анализа прак­
тически оправдывается лишь в том случае, если это при­
водит к у п р о щ е н -и ю а н а· л и з а *·. Поэтому и задача 
оценки п,агрешности приближения hзт ~ h должна быть 
предельно проста. Это, .как показано в § 4, достижимо 
при некотором ограничении аппрок,симируемых сигналов. 
Такое ограничение !Касается предельных �величин коэф­
фициентов а; полинома Л п (р), определяющего изображе­
ние ( 1.1) сигнала h. Именно, начиная с номера i;?:'4 ко­
эффициенты ai должны удовлетворять -соотношению 

ai:;;;;;2ci (i�4), ( 1.32) 
где с; выражаются равенствами (1.7). При этом во всех 
случаях должно �выполняться выражаемое формулой 
( 1.lб) у,словие диссипативности (аi<ац;р), а при 
0,7ai.1Ф>ci (i�4) должно :выполняться неравенс'ГВО ai< 
<0,7 аi,ИР• 

При выполнении указанных выше условий и сооmю­
шения ( 1.32) действительны приводимые ниже верхние
границы погрешностей аппроксимации, поз,воляющие 
в ряде ,случаев наиболее просто решить вопр�ос о нужrном
(приемлемом) порядке т приближения. 

Следует пр'и вто,м п,одчеркнуть три обстоятельства.
Во-первых, ограничение ( 1.32) не является сильным:

* В этом смысле имеется коренное различие между задачей
а н а л и з а переходного процесса в схеме и задачей с и .н т е з асхемы, где ·важно ;возможно точ111ее определить оотимальные пара•метры схемы, удовлеТ11юряющей 11ребуемым характеристикам,а сложность решения задачи синтеза и оценки погрешности решенияменее сущее11венны. 

29 



оно либо сла1бее ограничения ai<ai,I;r, либо ,близко к не­
му (отклонения от это.го положения возможны, 11-ю прак­
тически редко). Во-вторых, ограничение ( 1.32) не обяза­
тельно для •возможности применения .рас,сматриваемого 
ме11ода прибл'иженного анализа, а вводится для установ­
ления верх!Них границ погрешностей аппроксима,ции. 
В-третьих, имеется практическая возможность пр·ибли­
женной оценки погрешности аппроксимации и в том слу­
чае, когда сооmоше.ние ( 1.32) вообще не выполняется. 

14. На р·ис. 1.8 'Изображено ,семейство кривых б 1г
= .

= Фt1 (�з, 61), представляющих верхние границы наиболь­
шей «временной» погрешности аппроксимации (при т =
=1), выражаемой формулой (1.31). Кривые построены 
в фу,н,кции от двух пара,метро1в - �з и 6 l , где 

(1.33) 

Здесь сог JJacнo равенствам ( 1. 7), в которых надо при­
нять m= 1, 

Сз = Ст+2 = t: 1 ( �; + t;; ) = t;' ( а1 -+ l31 ), (l .З4)

причем находимое из уравнения (1.26) запаздывание (см. 
§ 2, п. 3)

( 1.35) 

Используя эти несложные формулы и предста-влен­
ное на рис. 1.8-семейство кривых, можно ,найти гр ан и ч­
н о е значение наибольшей «временной» погрешности 
аппроксимации, что в ряде практических случ.аев позво­
ляет весьма просто (непооредственно из графиков 
рис. 1.8) решить вопрос ,о приемлемости ,наименее ,слож­
lНоrо приближенного решения (т= 1). В сомнительных 
же ситуациях следует восп-ользоваться приводимой н·иже 
фор.мулой (1.36). 

Объяill!ение св-оеобразноrо характера· кривых ,семей­
ства, предста·вленноrо на ,рис. 1.8, приводится в § 4, п. 8. 
Здесь же отметим д:ва обстоятельства. 

Во-первых, большие значения наибольшей «времен­
ной» пог.решности аппроксимации получают,ся на r р а­
н и ц а х  междецильного интервала- (при tз< 1 - на 
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ур,овне О, 1 hmax, а при '�з>:1 - на уровне 0,9 hmax); на
остальных уровнях «временная» погрешность б1<б1,наиб• 

Поэтому даже, например, при бt,наиб :::::: 0,3 п,риближение
1-го порядка М'ожет оказаться праК'гически приемлемым
в ряде задач, что иллюстри�руется на пример.ах, приво­
димых в§ 3. 
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Рис. 1.8. Верхние границы наибольшей «временной» погреш­
�ости аппроксимации при im= 1. 

Но-1вторых, ра·венств-о б1г = 1б1,наиб имеет ,место в ,слу­
чае, когда изображение ( 1.'1) аппр•оксимируем-ой фу:нк­
ции определяется полином.ом А п (Р) степени п�3 (при 
n='2 параметр �3 =0) *. Если же n>3 (т. е. при диффе­
ренциальном уравнении более высокого порядка), то при 
выполнении соотношения (1.32) погрешность �t,наиб<бtг,
Как это обсуждается ш § 4, п. 13, в ,этом случае пред-

* Следует цри этом ·иметь в виду, что погрешность построения 
кривых, -представленных на рис. 1.8, обусловленная поrрешностью 
довольно громоздких расчетов, равна около 10%'. 
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ставляется возможность приближенной (с погрешностью 
до ,....,30%) оценки величнны 61,наиб 113 простой формулы: 

�,,наиб�.аtг V0,7(1-C4) 2 +0,l8(l-.C6) 2 +0,12: (1.36) 

где '�i = ai/ci, причем согласно равенствам (1.7) при m = 1 

(1.37) 

Оценочную формулу ( 1.36) ,моЖJНо .распространить и 
на -случай, когда при i�4 ai>2ci, но при том условии, 
что ai�0,7 аi,нр. В этом случае может иметь место 
61,наиб><'>tг, причем погрешность оценки величины <'>t,наиб 
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Рис. 1.9. Верхние границы погрешности определения меж­
децильноrо .времени (активной дл11телыюстн фронта). 



может иногда достигнуть ~ 50%. При а;>О.7 а;щ,>с;
пог:решность оценки в�Jшчины О1,11аиб (при указаннuм 
в п. 12 жестк.ом определени-и «времен,н6й» погрешности) 
быстро возрастает, строго говоря, до оо. Однако это зн.а­
чение погрешности относится только к уровням h� 
�0,9 hmax, а при li<0,9 hmax «временная» погрешность 
аппрокс11мации быстро сннжается (см. рис. 4.2,6). По­
этому 13 области li<0,8 hшах можно пользоваться 01�еноч­
ной формулой (1.36) практически при любом аi<а;,кр. 

15. На ,рис. 1.9 ·изображен,о семейство кривых 6фг = 

=ФФ1(�3, 6 i ), представляющих при m= 1 верхние грани­
цы погрешности определеrшя междсu,илыюсо времени, 
выражаемой формулой ( 1.30). Как и в случае, рассм•от­
ренном в .п. 14, граничные значения 6Фг равны действи­
тельным погрешностям 6Ф, если степень полинома 
А п (р) п�З *. Если же n>З, то при выполнешш соот­
ношения ( 1.32) и связанных с ним условий погрешность 
6Ф<'6Фг, причем -это неравенство .выполняется тем силь­
нее, чем меньше абсолютные значения разностей 11-�41 
и 11-�sl. 

Из-за слоЖJНого характера, закономерностей, опреде­
ляющих погрешность 6Ф ( см. § 4, п. 9), не удалось осу­
ществить более детальный ан.ализ этой .погрешности. Как 
покаэывают расчеты (-см. § 3), погрешность 6ф, ,в общем, 
близка к погрешности 61,паиб, причем ·она иногда несколь­
ко превышает ее, .но чаще уступает ей по величине. 

16. На рис. 1.10 изображено семейство кривых 6 1г = 

= Ф12 (л.1, �2), представляющих верхние границы наиболь­
шей «временной» погрешности аппроксимации при m=2. 
Поскольку :в этом случае всегда аз= с3 (�3 = 1), кривые 
построены в функции от двух .параметров: л,1 и 62, где 

(1.38) 

прпчем, как показано n .приложении 1, значение л2,ир(в зависимости от л, �0,5) выражается од.ной из двухформул, приведенных на рис. 1.10. 
Обсуждение особенностей представленного нарис. 1.10 семейства ,кривых ,приводится в § 4, п. 11. Здесьже отметим, что, как и в пп. 14 и 15, величина 6�г= 6t ,наиб

* Погрешность пос-троения представленного на рис ] .9 семействакривых достигает ~ 20%. 
3-2247
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в случае, 1югд,а изображение ( 1.1) ,определяется полино­
мом A n1(p) степени n=З *. Если же п>З и :выполняется 
соотношение ( 1.32) .со -связанным с ним условиями, то 
<'lt,нaиб< 16tr• В этом случае, если большая величина 61r
вызывает опасение •в приемлемости приближения 2-ro 

Jtr �i 1\--t; 0,6t--+-=----+-+t�,++-,:.+---i 

1\�W}.З 

�.,, �\ 
O.Sr--t--нttг.0�9��гt-\ --, 

к 1\\\ 

,__ ;,z,к;л, J (;,,>f) 
)z,кp·л,-i·§Vr1-2;.,)3 (), < t) -

A,•az(a;, Аг= 0з/аf;'s 2-Аz/?. 2 ,кр ,__ 

\.'-\� O.�t--+-Нlf+-+-'lt-N\1,-�-+--+--+--+--+--+--+--+--+--+-�-+-�--i

i't.."-� 

о. 2
J / !И.�-..._ 'r---. ----r----r--.r:_r--:r--� 

0,1 
'/, � �t-... -r--. __ --r---� i--t--,_ -

о 2 J 

-

Рис. 1.10. Верхние границы .наибольшей «временной» погреш­
. ности аппроксимации при m=2. 

порядка, удовлетворителЬ'Ную (,с погрешностью до 
,_, 30%) оценк�у �величины 6·1,наиб можно получить из пр•о­
стой формулы ( см. § 4, п. 13): 

8t,напб � 8tr V0,95 (1 -С4)
2 + 0,04 (1 -C5)

2 +0,0l, (1.39) 

r де cor ласно равенствам ( 1. 7) при т = 2 

(1.40) 

* Пог,решность [IОСТроения ,представленного на -рис. 1.10 семей·
ства кривых достигает ,_, 15%. 
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причем в соответствии с равенствами ( 1.27)

Ь1 = а1 - tз2; Ь2 = а2 - а1tз2 + 0,5t�2• (1.41) 

а t32 - корень уравнения, ( 1.26) (с.м. § 2, пп. 4-6). • Формулу (1.39) можно распространить и на случаи, 
когда со011ношение ( 1.32) не выполняе11ся (по этому по­
воду ,см. п. 14). 

Примеры использования формулы ( 1.39) приводятся 
в§ 3. 

t 7. При формулировке выра-жаемоrо равенствами ( 1 .24) прави­
ла для определения параметрпв аппроксимирующего изображения 

hзт (р), которые находятся из простых формул (1.26) и ('1.27),
в основном преследовалась цель максимального упрощения и уни­
фикации процедуры аппроксимации (без оптимизации результата 
аппроксимации). Ин�ересно оце-ни�ь, насколько полученные []0 это­
му •правилу значения ·параметров fзm и bj изо,бражения (1.4) отли­
чаются от значений этих же параметров, найденных из решения 
·системы уравнений ( 1.12), обеспечивающего минимизацию инт, ! 
гральной (Щенки 12 = !2, m1n. Как указывало,сь в п. 4, решение си­
стемы тра,ноцендентных уравнений (1:12) удается осущесrnить толь­
ко численным путем. Результаты выполненных расчетов показали 
что различие указанных значений -составляет ~ (1 + 10) % при т = 1 
и ·значительно меньше при m=2. Такого же 1по·ряд1Ка расхождение
получается, как показали расчеты, и при других критериях оптими­
зации (напри·мер, по ,минимуму ,погрешности 61, наиб). В большин
стве практических случаев та,кое разлиqие не вводит существенное 
ухудшение в результат аппроксимации. Во, ,всяком случае, можно
прийти к ,выводу о том, что весьма сложная и громоздкая процеду­
ра определения оптимальных параметров аппроксимирующей функ­
ции не оправдывается достигаемым при этом улучшением качества
аппроксимации. В тех же особых случаях, ко·гда качесrво а'ппрокси
мации оказывается недо·статочным, а обращение к приближени1,
более высокого порядка нецелесообразно, видимо, проще обратить­
ся ·к строгому решению, если, конечно, оно достижимо.

18. Анализ погрешности аппроксимации при прибли­
жении. порядка т�3 оказывается весьма сложным 1· 
громоздким. Приближения порядка т�3, видимо, бу­
_дут рещю применяться на практике. Если такое при­ближение не является первым физически реализуемым приближением, то погрешность аппроксимации на-столькомала, что ею можно пренебречь. Если же такое прибли­жение реализуется впервые, то погрешность может ока -заться значительной. О ее величине можно качественно 
судить по степени выполнения неравенства Лm < лm нр 11 
�� ;В)�

ичинам разностей l1-'�m+2I 1-I р-;т+зl (см.'§ 3,
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· Прибnиженне сиrнаnов, имеющих изображение
в виде рационаnьной дроби

19. В более ,общем случае может стоять зад·ача п,ри­
бл:ижения фунК1ций hЗ'm

,...,,,ifi, где 
. ~ 1 +g'1p+ . • . +g'rp' ·a'r(p) (1 42) h 4:- h = р ( 1 + а'1р + . . . + а' .,р") = рА'., (р) ' 

причем степень пол,и.нома G'r (P), по крайней мере, уд·ов­
летворяет !Неравен-ству r<'n---'1 *1

, а к,оэффицие/Нты а'; 
в !С•огла-сии ,с принятым в п. 1 должны уд�овлет.ворять 
у.сл•овиям диосипатив.ности. 

Будем условно называть изображение (и си�на•л) 1ви­
да (1.42) «сложным», а изображение (и сигнал) вида 
( 1.1) - «простым».

~ ~ 

К методике определения параметров изображения ham"- h 
можно подойти разными путями, один из которых рассмат­
ривается ниже. 

Предпол,ожим, чт,о ис-комое изображение существует
,в «пр,остой» форме: 

~ . е -рt•т е-рtат 
h · - ----,.,......,....,.----,--а---. - -=-...,....,.... (1.43) ат- p(l +Ь1 Р+ . . .  +Ьтрт)- рВт(Р) • 

Если существует приближение hзm
,...,,, ·h, то не худшее

приближение ·юго же порядка долЖIНо -существовать 
между -свертками функций ·h и hЗ'm с одной и той же 
функцией h'r (t)+:-1/p,G'r (p). Этому соотве11ствует отвеча­
ющее приняТ'ой меrо:дике приближение .wзображений этих 
-сверток, т. е. 

h(p) 1 
G'r.(P) = рА'., (р)

Здесь 

e-pt•m 1 
� pG'r (р) Вт (р) = рС00 (р) 

(1.44) 

С00
(р) =G'r (р) Вт.(Р) ( 1 + рtзт+ �! p9t:111+ ... )=

= (1 + g'sP+ ... + g'rPr) (1 +с1р+с2р1+ ... ), (1.45)

где коэффициенты cl выражаются равенствами ( 1.7). 
* При r=n-1 (а таt<же в ряде случаев при r>n-m) аппрокси­

мирующая фу�11кция ,в виде запаздывающей функции (1.4) не суще­
ствует. Эти случаи рассматриваются в пп. 21 и 22. 
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Произ.водя rючленное умножение полин,омов (1.45), 
получим 

где 
C'i = c1+g'i; } 
C'2=C2+g'2+g'1C1;

�С'з =Са+ g's + g' 2С1 + g'ic2; 
I• • • • • • • • • • • • • 
J 

( 1.46) 

(1.47) 

Применительно ,к приближеН'ию ( 1.44) в соответствии 
с принятой методикой мож1Но :ооставить систему из m+ 1 
ура�внений: 

a'1 = C't (i=l, 2, ... , m+l). ( 1.48) 

Оставляя в правых ча,стях э11их ур,авнений только ко­
эффициенты с,, 1юторые ,связаны с неизвестными пара­
метрами tзrn .и bj ,равенствами ( 1.7), мы придем к с'исте­
ме уравнений, ничем 1Не ·отличающихся от уравнений с.и­
стемы •( 1.25), если ю6оз1Начить 

а1 = а'1 -g'i; } aa = a'2-g'a-g'ia1;
} 

�з .. а: з -� �'з.-: :'2_а:-:· �'-1а.2; f
} 

(1.49) 

Так,им образом, задача аппроксимации сигнала, обла­
дающего «сложным» изображением (1.42), сводится к за­
даче аппроксимации сигнала, обладающего «простым»
изображением

h:_ G'r(p) _ 
- рА' n (р) - -p-(=l_+ _a_1P_ +_a_2P-2�+-.-. -.�

) -
1 

А ( ) •(1.50)
р 00 р 

коэффициенты которого (at) выражаются через коэффи­
циенты изображения (1.42) с помощью простых равенств
(1.49). 

К. такому же результату (но еще проще) мож1Но прий­
ти, если ,в исходном ,из,ображооии ( 1.42) произвести де­
ление п,олинома А' п (р) на полином G'r (P). Иначе гово-

87 



ря, изображение '( 1.50) - другая форма предста·вления 
изображения ( 1.42) *.

Из изложенного •следует, что в отношении рецептуры 
определения параме11ров изображения ( 1.43) аппрокси­
мирующей фу,нкц·ии hзт ( если он.а существует в «про­
ст,ой» форме) справедливы все формулы и с,оотношения, 
полученные выше применительно к задаче аппроксима­
ции «простого» сигнала ( 1.1). Однако пр11 «сложном» 
изображении возникают н,овые ситуации. Во-первых, 
1в отличие от пол·ином-ов Ап (р) и А' 

п (р), фигурирующих 
в изображениях (1.1) и (1.42), фу,нкция Аю •(Р), опредt­
ляющая из1ображение ( 1.50), представляет собой беско­
нечный ,степенной ,ряд (даже при конечном п). Во-вто­
рых, неко11орые коэффициенты а; ряда Аоо (р) ,окаэывают­
•СЯ •отрицательными. Вследс11вие этого при «сложном» 
изображении не всегда просто (и да,же однозначно) ре ­
шается ·вопрос ·о реализуемости аппро1юимирующей функ­
ции. 

20. Следует �различать две· существенно различные
ситуации. 

В одной из ,ситуаций все первые т+ 1 коэффициен­
тов а; ряда Аоо (р) п ол о ж и т е л ь  н ы. Тогда условия 
реализации приближения порядка т ,не отличаются от 
условий, ·относящихся к аппрокеимации «простого» изо­
бражения (1.1). В этом ,случае согласно изложенному 
в § 4, п. 14, для ,оценки погрешности аппроксимации при 
nt.= 1 и m=2 можн-о воспользоваться соответственно 
кр•ивым,и рис. 1.8 и формулой ( 1.36) или кривыми 
рис. 1.10 и формулой ( 1.39). Примеры таких расчетов 
приводятся в § 3. Как и следовало ожидать, рассчитан-
111ые значения погрешности аппроксимации нах•одятся 
в удовлетв-орительном соответствии •С действительными 
погрешностями. Погрешность оценки величины 61,наиб
обычно менее (ча-сто значительно менее) 50%; лишь при 
а4<О и (или) as<O, когда абсолютные значения la4I � 
�С4 и (или) lasl �cs, погрешность указанной оценки 
м,ожет ,существенно возрасти - примерно до 100%, если 

* К такому же результату можно прийти, применяя методику 
приближения, основанную на разложении в ряды Маклорена изобра­
жений ( 1.42) и ( 1.43) [15, l5a]. Принятая в тексте процедура осво­
бождает от необходимости отыскания сравнительно громоздких вы­
ражений цроизводных (пор) функций (1.42) и (1.43) до (т+l)-го 
порядка 1включительно. 
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о�ваченные неравенствамй величины отличаются при­
мерно на порядок. 

Наиболее проблематичной •оказывае11ся друган ситуа­
ция, при к,оторой некоторые из первых т+ 1 �оэффици­
ентов ai ока·зываются о т  р ·и ц а т  ел ь ·н ы м и. В э11ом слу­
чае полож,ительные значения ,коэффициентов bj (что не­
обходимо из условия диссипативности) получаются при 
отрицательнам запаздывании Uзm<0). Такое положение 
,в .принципе свидетельствует о дефектнос'Ги приближен­
ног,о решения :в форме, еоо11вет,ствующей изображению 
( L.43), так ,ка1к в области t�0 аппрок,симируемая фу,нк­
ция h (t) = О; более того, если •в изображении ( 1.42) сте­
пень r<n-m, где т� 1, то не только h(0) =0, но, по 
крайней мере, и первая производ,ная dh/dt ,в точке t=0 
равна нулю, что требует выполнения нера1венства tзm>0, 
но отнюдь не tзт<О. 

О допустимости отрицатеnьноrо запаздывания 

21. Ввиду важности .вопроса о допустимости о т ри­
ц ат ел ь ног о запаздыва1Ния •Обратимся к его рассмот­
рению в наиболее пр·остом ,случае приближения 1-го по­
рядка. Это тем ,более интересно, что получаем,ое при 
m= 1 решение совпадает ,с приближенным решением по 
способу С. Я. Шаца :[9, 10], основанному на использова­
нии параметров переходного процесса, на·ходимых мето­

дом моментов (5, 6]. 
Пусть решается 1задача приближения функций h31 ~ h,

изображения которых выражаются формулами ( 1.42) и 
( 1.43). В этом случае параметры изображения 1hз1 за·ви­
сят т,олько от коэффициентов а 1 и а2 , определяемых пер­
вьiми двумя ра1венствами ( 1.49): 

( 1.51) 

Используя обычную методику, из первых двух урав­
нений ( 1.27) находим ·ис1юмыi параметры изображения 
( 1.43): 

Ьт = Ь1 = V а� -2а2 = V(a'1)2 -(g'i)2 -2 (a'2 -g'2);
!( 1.52) 

(1.53) 
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Точно _1акие же выражения получаются и в работах 
(9, 10], где аппроксимирующая функция представляет со-
бой запаздывающий IНа :время tз 1 = Т п-Т н! V 2:rt {:Игнал, 
на,растающий по э:ксп-оненциальному закону -с постоян-
ной време:ни Т rJ V 2:rt. Здесь Т п и Т н - параметры, 11:Iа­
х·одимые мет.адом м.оментов (п•о Элмору) (5, 6]: параметр 
Т п = а'1-g'1 = а1 выражает время задержки сигнала h(t), 
которое примерно равно 0,5h(oo); параметр Тн = 

V 2:rt Ь1, ,где IЬ1 выража•ется фор.мул ой ( 1.52), ,опреде­
ляется Элмором как не1юторая активная длительность
нарастания ,сигнала, п.ример.но ,равная междецильному 
в,ремени tФ. При этом в р.аб:отах {5, 6] особо подчерки­
вае11ся, ·что осуществляемый на такой основе анализ це­
лесообразен только в том случае, если ,h(t) представляет
собой монотонную функцию времени. Кр1оме ·юго, из вы­
ражений для Т п и Т н, предста,вляющих существенно по­
ложительные :величины, следует, чт,о они имеют омысл 
при вьшол1Нении неравенств 

а 1 =a'i - g'1 >О; 2а 2·< а�. (1.54) 

Что же касается требования а2 >0, то оно вовсе не
фигурирует в условиях метода моментов; более того, при 
az<0 второе неравенство (1.54) оказывае1";ся излишни.м.

Подчеркнутые .положения мет,ода .моментов не без­
упреЧ!Ны. Во-первых, не просто устаlН•овить м-оно·юнность 
процесса по его изображению (19]. В.о-1Вторых, если а2< 

<О, ·то даже при монотонном нарастании анализируемо­
го процесса получается существенная ( иногда недопу­
стимая) погрешность нахождения параметров Т п и Т п,
определяемых указанным выше образом. Соответственно 
вводится значительная погрешность и в построение пере­
хоdного процесса hз1 1-го порядка приближения.

Для иллюстрации этих положений рассмотрим изо­
бражение 

- 1 +О,5р • h(t)h = р (1 + р + о, !р2 + О,005р3 ) 7

которому соответствует функция (рис. 1.11) 
h (t) = 1 -A0e-cxJ---'- e-a.t (А sin wt + В cos �t), 

(1.55) 

где ао = 1,118; Ао=О,496; а=9,44; ro=9,47; А=О,66; В=
=0,504. 
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В данном ,случае из-за ,сильного затухания ,колеба­
телыной составляющей фуrнкция ,h(t) !Ндр.а,стает мон.Qтсщ­
но, т. е. ,она .удовлетворяет требованиям Элмора. При 
ет:ом функция h(t) характер'изуе11Ся 1следующим�и значе­
ниями величин, находимыми из строгого решения: 

- междецильное время ,tФ = 1,37;
- время задержки сигна.11а (до уровня О,5+0,63)

Т v = 0,18+0,25. 

1.ог-------�---------, 
л 1 ' О 5р л ( 1, о 5р) е - о, ,оБ Р 
h ' · h = --'---,--

p(1•p•D,tp 2 +0,DD5p3)' 111 р(1+0,8Э�р)--..,.
0,81----,----,-----,---=.-"1'"-'�':ai"" ....... ,.,,,;:_--1 

о, 2 

h = i 
з, р(1+0,5р)

л 1•05Зо 
Г1// p(1+/,5]p•o,tt7p2) 

0,6 0,8 

Рис. 1.11. Сравнение различных способов приближения «слож-
1ноrо» сигнала. 

�Сравним эти реальные з·начения · с ,величинами пара­
метров, ·получаемыми из расчета по Элмору. Из первого 
ра,венства ( 1.51) найдем Т v ,,;,,a 1 =a' 1-g' 1 = 1-0,5 = 0,5 
(вместо 0,18+0,25). Из второго равенства (1.51) полу­
чим a2

= -0,l5; несмотря на а2<О, •определяемая из фор­
мулы (1.52) величин-а Ь 1

= 0,742 ,положительна, откуда· 
параметр Т R = ✓ 2nb 1 =а 1,85. Как видно, в рассматри• 
ваемом случае вводится замеmая погрешность в опреде­
ление активной длительности нарастания сигнала и 
огромная погрешность в отrределение времени задержки 
сигнала. 
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Определим теперь функцию 1-го приближения hз 1 ,_, li 
в «простой» форме, -соответствующей изображению 
( 1.43). Исп,ользуя найденное значение Ь 1 =9,742, из фор­
мулы (1.53) найдем запаздывание, которое 1в данном слу­
чае оказывае11ся отрицательным: tз 1 =-0,242. В соответ­
,ствии ·С �найденными пара.метра1ми 

- еО,242р t+0,242 

hз1 = p(I + О,742р) -:> (1 - е-о.742 )• l (t+ 0,242) = hзi• 

График эт,ой функции также изображен на р·ис. 1.11 (по­
казанные пунктиром графики ·относятся к .другим спосо-
бам аппро:к!Симации, ,раосматриваемым ниже). 
Как видно из рис. 1.11, приближение h31 ,_, li 
нельзя признать удовлетворительным не толь·ко из-за 
того, что в области t�O не 1вьшолняется равенство h31 = 

- =0, 1н·о, глаВ,НОе, из-'За существенного различия ,с:1юро­
стей нарастания функций h3 1 и 1h в области наиболее ин­
теноивного их изменения. 

На ,основа,нии выполненных 1расчетов (в согласии с со­
ображениям-и, изложенными в п. 20) устан,овлено, что 
применение аппроксимирующей функции hзт, обладаю­
щей «простым» изображением ( 1.43), целесообразно при
выполнении неравенств 

ai>0 (i�m+ 1), (1.56) 
где коэффициенты ai выражаются равенствами ( 1.49). 
Это простое и удобное правило, не связанное с необхо­
димостью определения характера аппроксимируемой
функции, как этого требует метод моментов {5, 6], всегда
приводит к надежным результатам, причем при выпол­
нении неравенств ( 1.56) применимы приведенные выше
оценки погрешности аппроксимации. Иллюстрации этих 
п,оложений приводятся в.§ 3. 

При невыполнении неравенств ( 1.56) аппроксимирую­
щую фун::к;цию следует представлять .в «сложной» фор­
ме. Две возможные формы такого решения приводятся 
в пп. 22 и 23. 

Незаnаздывающее решение 

22. Если при «сл·оЖ:Ной» форме изображения ( 1.42)
неравенства ( 1.56) не выполняются, а 'разность степеней 
пол·иномов 'В изображении ( 1.42) n-r<m ·цли если пе· 
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зависимо от ,с,оотношения ( 1.56} раз,ность степеней n-r= 
= l, то хороший результат приближения hэm,..., h, где 
hrm,, =hэтU) -IН е � а п а-з д ы в а ю щ а я аппроксимирую­
щая функция порядка т, достигается по методу, разра­
ботанному В. А. БоД,нером (1 5] .ц Ю. А. Ряз'ановым {l5a]. 
Согласно э·юмj'- методу изображение 'искомой функции 
д,олжно иметь ;вид 

- 1 + е'1р + . . . + е' ,р• 

hэт = p(I +Ь' 1р+ • . . +Ь'
трт) -

/;'. (р) 
рВ'т (р) '

(1 .57) 

п,ричем наилучшее приближение получается, , если раз­
ность степеней полиномов :в изображении ( 1.57) удовлет­
воряет равенс-гву 

m-s = n-r. ( 1.58) 

При эт,ом предпола•га-ется, что приближение порядка rn 
существует, для чего !Необходимо 1выпол,нение 1Неравенств 
b'j >O (j= l, 2, ... , ni) , что, однако, не нсе:гда имеет ме­
,сто (см. п. 24). 

Удовлетвор,ительный результат приближения hзт ,.._, h 
получается и в ·юм случае, если при выполнении равен­
ства ( 1.58) 1Нераве�ства ( 1.56) хотя и выполняются, но 
запаздывание tзт функции hзт, определяемой изображе­
нием ( 1.43), мало (tзт«а1 и fзт«а2/а1). 

Согласно мето�у. изложенному 'В работах (1 5] и [l5a], 
параметры b'j и e'k (k= l, 2, ... , s) находятся путем раз­
ложения в ряды Макл,о,рена передаточных · функций 
ph(p) и рhзт (Р) и соответственного приравн,ивания m+s 
последовательных членов этих рядов, начиная со 2-го 
члена (в силу соотношения ( 1.8) раnенство первых чле­
нов рядов всегда выполняется). К та1юму же результа­
ту, но без необходимости определения производных раз­
личных порядкав можно прийти и по методике, приме­
нявшейся ,выше. Именно, производя деле.пне полинома 
В'т (Р) на &'s (P) ,  приводим изображение (1.57) к виду 

где 

- 1 1 
hзт = p(I +Ь1 р+Ь2

Р2 + . .. ) - рВ
оо

(Р) ' (1.59) 

Ь1 = Ь'1 -е'1; 
Ь2 = Ь12 -е'2 -е'1Ь1; 
Ь3 = Ь'з � е' з - е2Ь1 - е\Ь2 ; 

1 

t 
• • • • • • • • • • • • • • • • J 

(l .60)

43 



Аналогичным путем 'Выше выражалось изображение 
( 1.50) аппроксимируемой функции h. Прирав1нивая пер­
iВые m+s -коэффициентов .рядов Воо(Р) ,и Аоо(Р), получим 
,систему из m+s у.рав�ений относительно m+s неизвес-r­
ных параме'11ров: 

Ь1=Ь'1-е'1=а'1-g'1=а1; · 1

�
2 

.. �2.---:�'а.-:�'
1

�
1 

.. �'2.--:�':-:�'.
1

�
1

. а2; 1 (1.61) 

Ьт+s=ат+в• 
J 

В § 2, п. 9, принодятся выражения па,раметров b'j и 
е' k, п,олучаемые из решения системы ( 1.61) (примени­
тельно ,к приближениям до 3-т-о лорядка включительно). 

Реwенне по сссnособу производной)) 

23. Имея !В виду особый ,случай (g'o= O), представим
в несК1олыю более ,общем виде изображение аппро,к,сим·и­
руемой функции: 

(1.62) 

В случае, если g'o= O или же, независ·им,о от величи­
ны g'0, если неравенства (1.56) не выполняются, изобра­
жение аппроксимирующей функции можно искать в виде 

~ g'o +g'1P+ • • • +g'rpr -pt'•m . 
/Jdm = p(I +ь·1Р + •.. +Ь'трт) е -;>hdm• (1.63)

После нахождения стандартным путем запаздываю­
щей на В1ремя t' зm вспомогател:ыной функции 

. ~ 1 
pl' 

h' h' 
- --,-----,:-------,--- - •msm":- sm -· p(l +Ь' 1р + .•• +Ь'тРт) е ' (1.64)

представляющей собой при·ближение h'зm,_, h' к «про­
. стой» фун:к:ции 

' . -,
1 

h 4:- h 
= р ( 1 + а' 1Р + . . . + а' nPn) '

искомую аппр,оксимирующую фунКПJИЮ hdm,_, h 
(в ,области t>t'зm) ,представить ,в виде су;ммы: 

44 

h 
' h' + , dh'вm + + � drh'■rn 

dm = g о зm g 1 ---;п- • · · g r ---;л;-• 

(1.65) 

,МОЖНО 

( 1.66) 



в о11Иошени.и приближе�ия вспомогательных фу�Нкций 
h, ,_, h' ,справедливы все формулы и соотношения, от-зm носящиеся к приближению «простых» функций ( 1.1) и
(1.4) ('всюду лишь ,следует заменить ai на a'i, Ь; на Ь';
и tзm 1На 1f'зm) • 

в ,области t>t'зm приближение «п10 производной», т. е. 
r. _ ,...,:h часто оказывается наиболее ,близ,ким. Заметим, 
t"dm , 

что КJонструктивная сложность функции hdm !Не выше 
конструктивной сложности вспомогательн-ой функ­
ци,и h'зm• 

t t 

Рис. 1.12. Приближенная аппр_оксимация функции hdш(t) в области 
O�t�t'am (показано пунктиром) при приближении по «способу 

производной». 

Если 1в изображении ( 1.63) -степень r-;:;::. ni, то в мо­
мент t=t'зm +0 ЗIНачение функции h.im=l=0. Этю обстоя­
тельство •само по •себе не я·вляегся криминалом, так как 
и значение ап'про�сими,руемой функции h(t'зm) =/=О. Одна­
·ко ,поведение функции hdm в облас11и t<lf'зm 0,казывается
неопределенным; из·вестно лишь, что h (О) =0 и что
ti-,r-1 первых пр,оизводных функции h(t) в точке t=0
ра1вны нулю. Это являе'Гся -основанием для о,риентировоч­
ного продолжения функции h.tm к началу координат, как
э·го ,показано пу;нктиром на рис. 1.12. Впр.очем, [юведе­
ние функции h(t) в обла1сти 0�1t�,t'зm представляет
,ограниченный .интерес, так ка1к поведение фуiНкдии h
-в 1эrой области можно уст.ано:вить из асимптотического
разложения
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24. Для иллюстрации рез'ультата приближения, по­
лучаемого по «способу производной», на р1ис. 1, 11 по­
казаны точки фующии /1/;11 ~ h (т = 1), где /i - аппрок­
симируемая функция, расомотренная в п. 2 1. !Параметры 
изображения (1.5 5) этой функции определяют парамет­
ры изображения (1.64) в,спомогательной функции h'з1: 

Эти параметры, в свою очередь, о'Пределяют пара­
метры изображения ( 1.63) искомой функции hd1, приве­
денной ца- рис. 1.11, .где в соответствии с изображением 
(1.5 5) g'o = ·l, g'1=0,5 и g'2=g'3= ... = О. Согласно ука­
занн�ому в конце п. 23, на рис. 1.11 штрих-пунктирной 
линией ориентировочно намечен ход функции hd1 в об­
ласти .f<1t'з1, пр·ичем учтено, что согласно изображению 
(1.5 5) в точке t= 0 dh/dt=0. 

Из рис. 1.11 видно, что приближение hd1 ,_,Ji суще­
ственно лучше рассмотренного в п. 21 приближения 
hз1 ,_, h, при котором ив-за а2<0 получилось fз1 <0. 

Для -сравнения iНа рис. 1.11 показана (крупным пунк­
тиром) не з а п а з д ы в а ю щ а я  аппроксимирующая 
функция 1-ro порядка приближени.я hэ1 ,...., h, построенная 
по формуле (1.57). Поскольку разность степеней поли­
номов исходного изображения (1.5 5) n-r=3-1 = 2, то 
наиболее ,близкое выполнение равенства ( 1.58) при 
m=11 будет иметь место, если ,в изображении i(l.57) при­
нять s=0 (е'1

= ... =e's
= 0). Отсюда ,с учетом найден­

ного в п. 21 значения а1
= 0,5 из первого уравнения ,(l.61)

находится единственный параметр искомого изображе­
ния (1.57): Ь'т

= Ь'1 = 1Ь1 = а 1 
= 0,5. Из рис. 1.11 .видно, что 

хотя !Приближение hэ1 
,_, ,h существенно лучше ,приближе­

ния h31 ,_,1h, но все же является малоудовлетворитель­
ным. Это обусловлено тем, что при m= l в рассматри­
ваемом случае '(n-r = 2) нельзя удовлетворить опти­
мальному соотношению (1.58). 

Если для улучшения приближения hэ m ,_, h исполь­
зовать приближения порядка m = 2, то ·С учетом n--1Г = 2 
для получения оптимальной функции hэ2 следует в изо­
бражении (1.57) также принять m-s=2, откуда s= 0, 
т. е. е'1

= е'2 = . . . 
= 0. Но тогда из решения первых двух 

уравнений (l.61) получается b't = 1b1
= a1

= 0,5 и Ь'2= 

=,Ь2 =а2 =-0,1 5 (см. п. 21), что не удовлетворяет усло-
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вию диссипативности (Ь'2<О). Ближайшее к оптималь­
ному изображение hэ2 доJ1жно •Содержать параметр е'1 
(s= I). Для этого случая из решения первых трех урав­
нений системы ( l .61) находятся три параметра иско­
мого изображения (1.57): е'1 = 0,53; b'i = l,53; b'2 = 0,ll7. 

Функция hэ.2 изображена на рис. l.ll мелким пунк­
тиром. Как и следовало ожидать, приближение hэ2~ h
существенно лучше приближения h31 ~ h, но даже оно 
в области f>;2'f'з1 уступает приближению hd1, хотя 
здесь m= 1. Такое положение также объя,сняется невоз­
можностью построения в рассматриваемом случае опти­
мальной фун1щии, удовлетворяющей равенству ·(1.58). 

25. Как это было проиллюстрировано выше, в ряде слу­
чаев применение приближения hdm~h оказывается 
предпочтительным. Обсудим вопрос о выборе нужного 
порядка приближения. 

Согласно формуле ( 1.66) функция hdm выражается 
через п р  о и з  в о д  н ы е вспомогательной функции h'з т, 
которая, в свою очередь, выражает приближение поряд­
ка т к функции h', обладающей 1«простым» изображе-
нием (1.65). Для досгижения же удовлетворительной 
аппроксимации п р  о и з  в о д н о й  от некоторой функции 
степень приближения аппроксимирующей функции 
должна быть тем выше, чем ,выше порядок производной 
( см. ,§ 3, п. 24). !Поэтому поr�ядок приближения hdm ~ h 
должен быть тем выше, чем больше удельная значи­
мость членов суммы (l .66), содержащих производные. 

Пусть при m=:k достигается вполне удовлетвори­
тельное приближение вспомогательных функций h'з т ~

А, h' (погрешность такого приближения оценивается 
наиболее просто). Если при подстановке функции h' 3 m

в формулу (1.66) на интересующем нас в,ременн6м ин� 
тервале выполняется неравенство 

1 , dh'зm + , drh'am 1 < \ , h' (f) 1 g 1 � • .. g r � g о зm , (l .67)

то можно полагать, что при порядке пр�иближения m=k 
будет получено удовлетворительное приближение (по• 
грешность такого приближения примерно ра·вна погреш­
ности приближения h'з т ~ h'), а при порядке прибли­
жения m=k+ 1 получит.ся вполне удовлетворительное 
приближение. 
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Если неравенство ( 1.67) не выполняется, то 
ет применить порядок приближения m-;:;::.k+ 1. 
при m=ifl+ 1 

1 
, d2h'зm + + f drh'•m

\ \ 
f h' +

g а d[a" · · • g r � < g о ат 

+ , dh'зm \ 
g 1 dt 

следу­
Пусть 

( 1.68) 

Тогда можно полагать, что при m=k+ 1 получится 
удовлетворительный результат, а при m=k+2- вполне 
удовлетворительный результат приближения. Продол­
жая аналогичные рассужд�ния, можно прийти к выводу, 
что если при m=lf выполняется неравенство 

( 1.69) 

то при m=r+ 1 получится удовлетворительное прибли­
жение. 

Указанный лодход к выбору порядка приближения 
является достаточно жестким, но он прИ'водит к более 
надежным результатам (см.§ 3, п. 24). 



2. Рецепт ура пр и б л иже н но r о ан ал и а а

1. !Пусть нормир�ованное изображение аппроксими­
руемого сиг нала h=h (,t) выражает,ся дробно-рациональ­
ной функцией 

~ ~ g'0 +g'ip+, • . +g'rpr _G'r(p) 2 h=h(p)= p(l+a'1P+· •. +a'npn)-A'n (P)' ( .l) 

где степень r<n-1; коэффициенты· a'i>O удовлетворя­
ют условиям дис,сипативности ( см. § 1, п. 1) и g' 0 = 1. 
(Частные случаи, соответствующие g'o =O и r=n-1, 
рассматР'иваются в пп. 9, 10.) 1 

Как указывалось в § 1, п. 19, путем деления много­
члена А' n (р) на G'r'(p) изображение (2.1) приводится 
к виду 

где коэффициенты бесконечного (в общем случае) сте­
пенного ряда Аоо (р) определяются равенствами 

a1 =a'i-g'i; 
)а2 = а'2 - g'2- g'ia1; 

аз=а'з-g'з- g'2a1-g'1a2; 
(2.2а) 

. . . . . . . . . . . . . . . } 

Если при приближении порядка т первые m+ll ко­
эффициентов а1 положительны, то в отношении рецеп­
туры определения параметров функции, аплроксимирую­
Щей функцию h, рассматриваемая задача приближения 
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не отличается от задачи приближения функций h3 т ,_, h, 
изображения которых 

е-рt•т

рВт (р)
(2.3) 

(2.4) 

Поэтому для определенности в дальнейшем имеется 
в виду приближение функций hз т ,_,·h, изображения ко­
торых выражаются формулами (2.3) и (2.4). Особенно­
сти же аппроксимации функции h, если при i::::;;1m+11 не­
которые из коэффициентов ai изображения (2.2) оказы­
ваются отрицательными, рассматриваются в пп. 9 и 10. 

Условия реализуемости аппроксимирующей функции 
(2.3) оформулированы в приложении 1; при порядке 
приближ�ния т::::;;3 они выражаются через безразмер­
ные параметры 

(2.5) 

Решение задачи приближения порядка т заключает­
ся в нахождении запаздывания fз т и коэффициентов b j 

(j = 1, 2, . . .  , т) изображения (2.3). В общем случае ·за­
паздывание fз m равно н а и м е н  ь ш е м  у вещественно­
му корню уравнения (1.26), а коэффициенты b j нахо­
дятся из равенств ( 1.27). Ниже описывается рецептура 
нах,ождения атих параметров при т::::;;-3. 

Вопрос о выборе ну_жноrо порядка приближения 
, (когда это не ясно из характера решаемой задачи), 

а также методика оценки погрешности аппроксимации 
описаны в§ 1, пп. 11-16, 18 и 25. 

2. Приближение нулевого поряд1<а (т=О). Предель­
но простое решение получается при аппроксимации сиг­
нала h функцией hзо нулевого порядка приближения, 
которое всегда существует и иногда достаточно для са­
мой грубой оценки сигнала h (см.§ 3, п. 27). 

При m=O находится только запаздывание 

(2.6) 

которое согласно формуле (2.3) определяет единичную 
запаздьи,зающую функцию 
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hзJ (t) = 1 (t - f30) <-:- _!_ e-pt•o. 
р 

(2.7) 

3. Приближение 1-го порядка ( т = 1 ). Два параметра
-изображения аппр•оксимирующей функции (2 • 3) нахо­
дятся из уравнения (1.26) и первого равенства (1.27): 

(2.8) 

(2.9) 

При 211 � 1 (практически при 11 < 0,2) допустимо при­
нять 

(2.9а) 

В соответствии с формулой (2.3) 

т-', е. аппроксимирующая функция 1-го приближения 
представляет собой запаздывающую экспоненциальную
функцию. Этот результат совпадает с приближенным 
решением, которое можно получить путем применения 
метода .моментов (9, 1 О]. 

Как показано в приложении 1 и непосредственно вы­
текает из формул (2.8) и (2.9), приближение 1-ro поряд­
ка реализуется при выполнении неравенства 

(2.11) 

Если же л.1 = 0,5, то Ь1 = О, fз1 = а1, и приближение 1-го 
порядка в ы  р о ж д а ет с я в ,приближение нулевого по­
рядка. 

4. Приближение 2-го порядка (m=2). Как показано
в приложении 1, п. 10, такое приближение реализуется 
при 

(2.12) 
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где 

1 1 
ita,кp = il.21,кp = А1 -3, если л1 ;;,, 2; (2. 13)

il.2,кp = А22,кр = il,1 -+++ V (1 - 2л1)3
' если А1 < +. 

(2.14) 
Раскладывая радикал в формуле (2.14) в ряд, получим 

.{2.14а) 

Соотношение (2.13) соответствует случаю, когда 
приближение 1-ro порядка не реализуется, а соотноше­
ние (2.14) или (2.14а), -когда приближение 1-то по­
рядка реализуется. При .л. 1 =0,5 получаемые из формул 
(2.13) и (2.14) значения совпадают: л2,нр= 1/6. 

Если приближение 2-го порядка реализуется, то 
в соответствии с уравнением ( 1 .26)1 запаздЫ'вание 
t3 m =it32 а,ппроксимирующей функции равно н а и м  ен ь­
ш ем у вещественному корню ,t3 =1l82 кубического урав­
нения 

(2. 15) 

Как показано в приложении 1, должно, по крайней 
мере, 1выполняться неравенство iз2<а 1 или ра1Венство 

(2.16) 

_ При rподстановке ,равенства (2.16) в уравнение (2.15) 
получаем уравнение Кардана относительно е: 

где 
e�+3re+2s=O, (2.17) 

(2.17а) 

Если дискриминант D=s2+r3>0 (что, на,верняка, 
выполняется при ;л,1 �0,5, т. е. при от,сутствии прибли­
жения 1-то порядка), то единственный вещественный ко­
рень уравнения (2.17), который согла,сно равенству 
(2.16) определяет запаздывание, выражается форму­
лой {16] 

•=f-s+ V s 2 +rз +y-s-V s2 +r3
• (2. 18)
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Е,сли выполняются приводимые ниже (в квадратных
с1<о6ках) ,соотношения, то, используя формулу Ньютона
(с:м. п. 5), можно получить менее громоздкие выраже-
ния для е: 

е � - �� ( 1- 27,з �
2
12s2 ) [ 40;2: �7rз} (2.18а)

е � V - 2s ( 1 - з r ) [r � О; -2s < 1 ;] ; (2.18б)
. V 4s2+r 27 / гз 1..;;; 0,4s2 

.�✓-3r +� [
r<O; -Зr< 1; 

J
. (2.18в)

Зr -27 r3 ;;?,� 40s2 

Погрешность определения ,fз2 из этих формул не пре­
вышает н.ес1юльких процентов. В п. 6 описываются дру­
гие, обычно более удобные способы определения корня
f
з2 ур:авнения (2.1'5). 

После определения запаздывания остальные два ко­
эффициента изображения ('2.3) находятся из простых
фор:-1ул:

Ь1 =а1 -tв2; } 
Ь2 = а2 - a1 t32 + 0,5 t:

2
, 

причем иногда можно пренебречь членом 0,5
В соответствии с выражением (2.3)

имеем 

(2.19)

t2 

32 

при m=·2

(2.20)

Отсюда

hз2 (t)= [1-e-u.t' (coswt'+: sin(ut')]-i(t'), (2.21)
где t' = f - fз2 И

а+ jw = 2�1

2 
( 1 + j V 4�

2 1 )- (2.22)

Если 4Ь2 < Ь� , то выражение (2.21) преобразуется в апе­
риодическое. 

5. Нахождение наименьшего вещественного корня
tэ -= ,tзm уравнения (1.26) может в отдельных случаях(при m�2) составить некоторые трудности; это - наи-
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более ,громоздкая операция в определении изображения 
аппроксимирующей функции. Однако чаще всего удается, 
исполь-зуя приближенные методы решения алгебраиче. 
ских ура,внений [16, 20], сравнительно просто найти при. 
ближенное значение tз

,_,iз m• После этого нетрудно по. 
лучить более точное значение 

(2.23) 

где определяемая по формуле Ньютона поправка [16] 

(2.24) 

здесь Fт+1 (tз) - функция, фигурирующая в уравнении 
( 1.26). 

Часто уже одна поправка дает удовлетворительный 
результат. Если же это необходимо, то, используя сно­
ва формулу (2.24), можно найти вторую поправку. При 
этом (для упрощения вычислений) целесообразно пред• 
варительно округлить величину t3 • 

Часто величина tз т относительно мала, и при опре­
делении tз можно в уравнении ( 1.26) отбросить члены, 
содержащие высокие степени tз ; иногда даже можно 
принять 

(2.25) 

6. Проиллюстрируем применение формулы Ньютона
на примерах определения запаздывания iз2, соответст· 
вующего m=·2. 

Подставляя в формулу (2.24) функцию Fз(tз) из ле· 
вой части уравнения (2.15), получим поправку 

Здесь полезно различать 3 случая. 

1) Если е1 = l2p.,� < 0,5, то можно принять

ta=as/a2. (2.27 
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Находя дважды из формулы (2.26) поправку и рас­
J{Ладывая ее в ряд, можно получить весьма точное вы­
ражение запаздывания в виде ряда

аа [ в, 11Т ( л, 
) + 1!1 ( л, ) + ] .tз2=а; 1+2+2 l-з Т l-т ... 

(2.28) 
Неравенство ,t 1 <0,5 часто встречается на практике 

J{aK при Л 1 <0,5, так и при л. 1 >0,5. Ощутительная по­
грешность (10-15%) применения формулы (2.28) по­
лучается при л.1<0,2, если при этом t1 близко к 0,5. 

2) Если е 1 >0,5 и ,л.1�;1, то целесообразно принять

(2.29) 
В этом случае с учетом находимой из формулы (2.26) 
поправки получаем такое выражение запаздывания: 

ta2 � а1 (--}-11+ 2е1- 1 )- (2.30)

Уже при ,е 1 >0,53 !Погрешность !Применения этой форму­
лы не превышает нескольких процентов. 

3) Бели е1 >0,5 и lл. 1 > 1, то можно принять tз = а1.
Тогда находимая из формулы (2.26) относительная по­
пранка 

дt32 =� (l _ Зл2 - л,) = 2 Л21,
к

р- 1-2_ (2.31)
а, 3 2л, - 1 2л, - 1 

Эта формула тем точнее, чем меньше разность л,2 1 ,кр-:л.2. 
Если Мз2/а 1 >0,1, то, используя формулу (2.26), следует 
найти вто·рую поправку. 
, 7. Приближение 3-го порядка (т=,3). Аппроксими­

рующая функция 3-го порядка приближения реализует­
ся при 

(2.32)
где t-.з,кр зависит от того, ,существуют или не существу­
ют приближения более низких порядков. 

Соответствующие выражения для ?-з,кр приводятся 
в приложении 1, п. 11. Если приближение 2-го порядка 
Не существует, то кроме неравенства (2.32) должно вы­
полняться также неравенство (П.1.24), вытекающее из 
теоремы Гурвица. 

55 



Если приближение 3-го порядка существует, то в со, 
ответствии с уравнением (1.26) запаздывание tзт= i

1, 

равно н а и м е н  ь ш е м  у ·вещественному корню ypan. 
нения 

F4
(tз)=t:-4a1t:+ 12a2t:-24aзf3 +24a4=0. (2.33) 

Этот корень можно найти по методу Ньютона, исполь, 
зуя формулы (2.23) и (2.24). Нужное для ,этого приблн, 
женное значение 'fз�tзз 1можно выбрать, исходя из еле. 
дующих соображений. 

Как показано .в приложении 1, запаздывание должно 
удовлетворять неравенствам 

(2.34) 

где t зiii -запаздывание, соответствующее приближению п0-
рядка т < 3, ближайшего к m=3 ( если приближения 1-ro 
и 2-ro порядков не существуют, то т = О и t ат= а1 ;. 

Так как в определяемом неравенствами (2.34) интер­
вале друтих корней у.равнения (2.32) быть не может, то 
можно принять 

fз=0,5t зт• (2.35) 
Если заметно выполняется неравенство а

4
а2 < О,5а;, то 

~. 2целесообразно принять tз = а
4
/а

3
; если же а4а2 < О,2а

3
, 

то допустимо просто принять tз3 = а4/а3 • 

При m='3 изображение аппроксимирующей функции 
~ l -р138 

hзз (р) = р (1 + Ь1Р;+ Ь2Р2 + ЬзР3 ) 
е 

где согласно формулам ( 1.27) 
Ь1 = а1 -tзз; 
Ьа = аа - a1t зз + 0,5t;3 ; 

(2.36) 

1
(2.37) 

Учитывая конкретные свойства уравнения ,(2.33), 
в ряде случаев удается находить компактные выраже· 
ния коэффициентов функции (2.33), что иллюстрируется 
в § 3,Ж: на примере решения сложной задачи. 
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· 8. !Приближения поряд,ка m>3 прwменяются редко.
flpИ необходимости получения такого приближенного
реwения следуе·т воспользоваться общими соотношения­
М'И, выражаемыrми формулами ( 1.26) и ( 1.27), а также 
фор:мулами (П:1.11) и (П.1.25) приложения 1. 

0 9. АппрQксимация с помощью незапаздывающеи
функции. БслiИ в изображении .(2.1) аппрокоимируемой 
фун·кции h коэффициент g'0 *0 '(в этом случае при нор­
мировании изображения h устанавливается g'0= 1) и
разность степеней полиномов n-r= 1, то для а1п1Прокси­
мации функции h следует применять не з а п а з д ы в а ю­
щую функцию hэm=hэm(t), изображение которой 

. 
, 

�С'• (р) 
pB'm (р)' 

(2.38) 

причем разность степеней m-s= 1.
· К приближению hэ т ~ h нужного порядка т .целесо­

образно прибегать и в том случае, когда n-r<1m, при­
чем при переходе от изображения ('2.1) к изображению 
(2.2) не все пер,вые т + 1 коэффициентов ai, определяе­
мых, равенс,,вами i(2.2a), положительны. Как показано 
в работах [15, 15а], вполне удовлетворительный резуль­
тат 111риближения hэ т~h получается, если при n-r�l 
степень s удовлетворяет оптимальному соотношению 

.s=m-(n.-r). (2.39) 
Условие ,реализуемости функции (2.38) заключается

в выполнении неравенств Ь';>О (j = ,1, 2, . . .  , т), а при 
т�З, кроме того, - в выполнении неравенств, выте­
кающих из теоремы Гур.вица (см. приложение 1, п. 13), 
которые при m=З и 4 имеют вид 

b'1 < b'tb'2; Ь'4 <{�:У е,��2 -1). (2.40)

Как указывалось в § 1, п. 22, параметры изображе­
ния (2.38) находятся из решения системы из m+l 
уравнений (1.61). В частности, при s=O, 1 и 2 (и m>iS) 
получаются приводи:мые ниже формулы для коэффици­
ентов изображения (2.38):

а) п,ри s=O (е' 1 
= е'� = 1 

• • •  
= 0) 

(2.41) 
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б) при s = 1 (е'2 = е'3 = .. . =О) 

(2.42) 

в) при s = 2(e'
3
=e'

4
= ... =0) 

(2.43) 

Фигурирующие ·в формулах !Параметры a1i (k= j, j-1 
j-2) определяются равенствами (2.2а), причем при k;
=0 тождественно a1i= 1, а при k<O тождественно
a1i=O.

Ввиду простоты построения аппроксимирующей, 
функции (2.38) к приближению ·hэm

,.._, h целесообразно 
прибегать и в том ,случае, если при g'0= 1 и выполнении 
равенства (2.39) коэффициенты ai получаются хотя и 
положительными ( следовательно, приближение hз т ~ 11 
существует), но запаздывание tз т аппроксимирующей 
функции (2.3) мало ,сра,внительно с величиной а 1 =a' 1-

-g'1 (например, ·tз т <0,2а1).
10. Аппроксимация по «способу производной». К та•

кому опособу аппрокоимации следует прибегать в слу• 
чаях: 

а) если в изображении (2.1) коэффициент g'0=0; 
б) если при g'0 ='1::0 не все т+ 1 �первых коэффициен· 

тов ai, определяемых равенствами (2.2а), положитель· 
ны, а незапаздывающая аппроксимирующая функцпя 
(2.38) не реализуется (некоторые из коэффициентов 
Ь';<О); 

в) если ,при реализации функции (2.38) не удается 
(невозможно или это оказывается чрезмерно громозд· 
ким) удовлетворить равенству (2.39) . 

. В указанных случаях приближение нужного порядка 
т следует осуществл·ять с помощью аппроксимирую· 
щей функции 

h _ / h' + f dh'am + + , drh'am dm- g о зm g 1 -;н- • · · g r �• (2.44) 

Здесь g'o, g'i, ... , g'r - коэффициенты, фигурирующие 
в исходном уравнении (2.1), а h'з m - вспомогательная 
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3а,паздывающая аппроксимирующая функция, выражаю­
щая приближение h' зт ~ h'. где 

h ' �h' 1
+;- = (1 + , + + , ")" 
, р а ,р . . . а "р 

(2.45) 

(2.46) 

Изображение (2.46) получается из исхрдного изображе­
ния (2.1), если в нем положить g'0=,l и g'1 = ... = g'r= 

=0. 
Параметры изоб,ражения (2.45) находятся по тем же 

формулам, по которым определяются параметры изо­
бражения (2.3), но в этих формулах следует заменить 
ai на a'i, bj на b'j и ,tз т на t'з т• Аналогичным путем ис­
пользуются и другие формулы, определяющие условия 
существования приближения того или иного порядка, 
погрешности аппроксимации и др. 

Аппроксимирующая функция (2.45) определена в об­
ласти t>t'з m• В области .t<,t'з т ход аппроксимирующей 
функции намечается ориентировочно с учетом того, что 
в точке t= O исходная функция h (t) и n-r.,....l ее пер­
вых производных равны нулю (см. § 1, п. 23, рис. 1.12). 
Соображения пе- выбору надлежащего п о р  я д  к а при­
ближения ham~ h приводятся в§ 1, п. 25. 

Сравнение различных способов аппроксимации 
«сложных» сигналов вида (2.1) производится в § 1, 
пп. 2 1  и 2 4  '(рис. 1.1 1), а также в§ 3,Е. 

11. Нормировка уравнений по времени. При анализе
переходных процессов часто полезно осущствлять н о  р­
м и р о в  к у в р е м е н  и, принимая некоторую постоянную 
е в качестве эталона времени, определяющего безраз­
мерное время т=t/0. В соответствии с этим вводится 
«безразмерный» оператор 

q=p0. (2.47) 

Пусть с учетом подстановки (2.47) изображ�ние 
апл.роксимируемой функции имеет вид 

(2.48) 
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где все коэффициенты ai являются б е з  р аз м е р н ым� 
величинами. В соответствии ,с этим изображение аппро!{. 
симирующей функции принимает вид 

где коэффициенты bj также безразмерны и 'fэ m = ,tэ т/.0 *!, 
Согласно теореме подобия оригиналы изображени:� 

(2.48) и (2.49) отличаются ·соответственно от оригина.
лов изображений (2.4) и ("2.3) только заменой в по.
следних времени t на т: = ,t/0 [17]. 

Из теоремы подобия также следует, что все приве. 
денные ,в данно1м и других параграфах (а также в при:. 
ложениях) соотношения и формулы, используемые для 
нахождения оригинала и изображения аппроксимирую. 
щей функции, останутся неизменными, если во всех со. 
отношениях и формулах заменить время t на -r:=t/0 и 
запаздывание f3 m на безразмерное запаздывание 'fз m =: 

�tзm/0. 
12. Аппроксимация изображения, выражаемого транс,

цендентной: функцией:. В ряде случаев ( см. § 3,А, В) изо­
бражение аппр!()IКСИ!М'ируемой: переходной: характеристики 
выр·ажае'ГСЯ 'Гра•нсценд•ен-гной: функцией в:ида 

- - Goh=h(p)= рАт(Р)' (2.50) 

где Go = const, а трансцендентная функция Ат(Р) рас· 
кладывается по степеням р в сходящийся ряд, причем 
изображение (2.50) приводится к виду 

(2.51) 
где 

А
0 
= lim Ат (р) = Ат (О); (2.52) 

р➔О 

1 l' [ 1 d 1Ат] (. l 2 ) a'ff. = -.-, 1m "
( ) 

-d; t = , , ... . t. 11➔0 "'r р р (2.53) 

• В ,выражениях (2.48) и (2.49) символы б е з р а з м ер н ы Х
коэффициентов сохранены такими же, как и символы ,р а з м ер н ы х 
коэффициентов выражений (2.4) и (2.3), для того, чтобы не менять 
символику всех соотношений данного и других па,раJ:1рафов. 
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Если разложение функции A'l'(p) выражается стан­
дартным-рядом, то выражения коэффициентов ai иногда 
проще находя тся непосредственно из этого ряда (см. 
§ 3,А).

Процедура получения приближенного решения hm(t) ~
~ h (t), где h (t) � 7i (р) и изображение 7i выражается
функцией (2.51), не отличается от рассмотренной в пп. 1-7. 



3. Некоторые применения приближенного
анализа 

д. Переходные характернстнкJt ндеалиэированноrо 
беэдрейфовоrо транзистора 

1. Пренебрегая влиянием емкостей Н,"iрузки и пе­
реходов, найдем пр и б л и ж е  н н о  е выражение пере­
ходной характеристики коллекторного тока iн идеали­
зированного бездрейфового транзистора, · отпираемого 
перепадом тока эмиттера /3 • l (t) (см. · приложение 2, 
пп. l и 2). Опер_ационное изображение ,перехощной ха­
рактеристики выражае-гся формулой (П.24), т. е. 

li- �- '(р (3 1) - lэ - р ch (о у! + P'tv) . 
Изображение (3.1) выражается трансцендентной 

функцией, что типично для систем, описываемых урав­
нениями в частных производных. В соответствии с изло­
женным в § 2, п. 12, для применения приближенного ме­
тода анализа необходимо предварительно представить 
изображение (3.1) в виде рациональной дроби от р. Это 
достигается разложением в ряд выражения, стоящего 
в знаменателе дроби (3.1): 

32 34 
ch(o Vl + p-cv)= l + 21-(l + р-ср )+41 

(l + p-cv)2 + ...

(3.2) 
Имея в виду осуществить нормировку переходной 

характеристики по амплитуде, замечаем, что слагаемые 
ряда, не заинсящие от р, образуют ряд 
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и в соответствии с формулой (П.2.8) yp/ch б=урх=•ао, 
rде ао - коэффициент передачи тока эмиттера. 

При решении подобных задач полезно осуществлять 
также нормировку переходной характеристики по вре­
мени ( ом. § 2, п. 11). В данном случае целесообразно 
принять q=p0, где постоянная времени, относительно 
которой о-сущест,вляется нормировка, 

112 w2,: w2 
0 р • =21:11=-2 =-w-=1:п,

2LP Р 
(3.4) 

здесь приняты во внимание соотношение (П.2.5) и равенст­
во VDP ,: P Lp , Заметим, что ,:п-время диффузии но­

сителей ,(дырок) через базу {10, 25]. Эта длительно-сть 
весьма мала сравнительно с временем жизни 't'p, Дей­
ствительно, в соответствии с соотношением (П:2.13) 
можно записать: 'tv = 0,5б2тр � 1:v/�0• а �о► 1. 

· Группируя .в разложении (3.2) члены, относящие­
ся к одинаковым степеням р, и осуществляя намеченные 
выше нормировки по ам1плитуде (для чего ·.выно·сим 
в ·разложении (3.2) ch 6 = ·1/х за скобку) и по времени, 
представим уравнение (3.1) в ,виде 

'fi l 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

(3.5) 

(3.5а) 

_Здесь ряды, стоящие в круглых скобках, получены пу­
тем почленного деления рядов, стоящих в квадратных 
скобках, на ряд (3.3). Заметим, что поскольку в даль­
нейшем нас будет интересовать только приближение 
порядка m=•l, то значения µi� l и ТJi� l при i;:;.:,3 не 
существенны. 
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Изображение {3.5) определяе-гся бесконечным сте­
пенным рядом, причем его коэффициенты а 1 и а2 удов­
летворяют условию существования приближения 1 -го 
порядка. Действительно, так как б2 «1 (обычно б2 <0,1), 
то выражаемый фор�мул·ой ( 1.33) параметр 

" л1 2" 2 а2 .. 2 1 1 ь l 3 i::: ,.1 =-л-- = "'1 = -2 = 31=3 � . ( .об) 
1,Rp 

а1 
• 

Поэтому можно рассчитывать на весьма хорошее при­
ближение hз1 ,_, h. 

Согласно методике, описанной в § 2, п. 3, 

h ---( -.-... 1) 
..!.!..= 1 -е ь, • l(1:-'tз1),
а.о 

(3.6) 

где в соответствии с принятой нормировкой времени 
-r:=1t/-r:n, ,:31 =lfз1/-r:n -безразмерное запаздывание и Ь1-8 = 
= Ь1-r:ю -постоянная времени аппрО'ксимирующего про­
цесса. 

Соrла•сно формулам (2.8) и (2.9) 
,/ 2 • /' 2а 2 1 ( 2а 2

) b1=r al -2аа�,., 1-т-т l-5 �

( 
2а2

) �0,817 l - 5 ; 

'ta1 = a1 -ь.� 1 - �
2 

-О,811 (1 - 2:
2
) �

�0, 183 (1- :�), 
где пренебрежено малыми величина1ми порядка 64• Ре­
шение (3.6) совпадает с решением, полученным 
С. Я. Ша ц е м  путем разложения изображения (3.1) 
в ряд и применения метода моментов [9, 10]. 

На рис. 3. 1 сплошной линией изображена нормиро­
ванная переходная х·арактеристика h/a0, постр·оенная из 
строгого •решения (П.2.6) (при :п:2 +4162 = 10); ось вре­
мени нормирована относительно «основной» постоянной 
времени То решения (П.2.6), которая практически равна 
постоянн_ой времени Ь10=·Ь1-r:ю. Показанные на рис. 3.1 

точки аппроксимирующей характеристики h31/a0 почти
совпадают с характеристикой h/a0• Заметное различие 
наблюдается лишь в небольшой окрестности t =1t81 , рас­
положенной вне междецильноrо интервала (при 
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Ji<O, i). В точке ,t =1iз 1 «амплитудная» погрешность 
'аппроксимации Л:ft(ts:) =0,039, но дальше она быстро 
уменьшается, и наибольшая в .ш:ждецильном ин!ервале 
погрешность Лhнаиб::::::0,01. Выражаемая формулои (1.31) 
наибольшая «временная» погрешность 61, наиб =0,037 по­
лучается на уровне h=0,1 (при h>0,2 «�временная» по­
грешность б 1

= М/t<О,022). Выражаемая формулой 
( 1.30) погрешность определения междецильного времени 
бф =1Л1tф/iф

= 0,012; в данном случае она меньше погреш­
ности 61, наиб- · 

1.0 

0,8 

-h/cxo� - - ,_ -- --- -
�-

• • • 11r1lao -,,.,,... 

,. 
� 

0,6 
V 

_.,V 
' JГ2 •ч82= ,о 

о. ч 

0.2 

✓ 
T0°�'rD 2 O,811TD -

Ь, 8=O,8OбТD = Т0 -

/ С 11= О, 18З rli= О, l2БТо

� ,./

t -)...0,ч о.в 1,2 1,б 2,0 2,1/ t 17а 

Рис. 3.1. Нормированная переходная характеристика коллекторного 
тока iк идеализированного бездрейфового транзистора, отпираемого 

перепадом тока эмиттера. 

Сравним найденные реальные значения погрешностей 
с их граничными значениями. Выражая все параметры 
в относительных единицах ( с точностью до малых по­
рядка 62) и полагая 't'з 1 =0,183, Ь1 =0,817, вычислим из 
формул ( 1.34) и (1.33) величины параметров, опреде­
Jiяющих граничные значения погрешностей: 

Сз
= "С� (ь

2
', +tз·:) :::::0,016; Сз

= -1�0,71,
1 • • с1 

где аз вычислено из формулы (3.5а). 
Параметру ,�3 =0,71 и вычисленному выше из форму­

Jiы '(3.5б) параметру s1 =0,33 соответствуют находимые 
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из рис. 1.8 и 1.9 граничные значения логр�!Шiuстей 
8tг ::::: О,065 и Офr �О.015. 

Эти значения бo,лJ;illi{\ реальных погрешностей , что
находится в соответствии с изложенным в§ 1 ,  пп. 14, 15. 

1Ср:пшим реальную величину бt,наиб = О,037 со зна­
чением, получаемым из оценочной -формулы ( 1.36). Для 
этого из формул {1.37) находим 

_ з(b1+'tэ1)~s9 l0-4• _ 4 (Ь1+ 1:•1)~41О-5
С4 - 'ta1 З! 4! = ' . ' С6 - 1:•1 4! 5! = . 

Вычислив из формулы (3.ба) значения а4 и as, найдем 
�4 = а"/с"�О,45 и �5 = а5/с��о,22. Подставляя эти значе­
ния в формулу (1.36), получим 

8t,вавб �8tl'V0,7 ,0,552 +0,l8,0,782 +0, 12= 0,044, 

что только на 12% больше реального значения погреш­
ности. 

2. Найдем пр и б л и ж е  н но е выражение нормиро­
ванной переходной характеристики коллекторного тока 
идеал1Нзированного транз-исrора, отпираемого перепадом 
входного напряжения (ом. пр,иложение 2, п. 4). 

Отправляясь от изображения (П.2.15) переходной
характеристики, после ее нормирования (по амплитуде) 
относительно установиf!шегося тока коллектора iк( оо), 
определяемого соотношением (П.2.17), получим 

h = __L __ 1_ а Ji" i + р1:р (3 7) ix (оо)- �1 psh(д У 1 + p'tp)' 
где 

(3.7а) 

Аналогично изложенному в п. 1 используем разложение 
sh(д_t"l+p1:r, ) 

= 
1+ 

a 2 (1+p1:r,)+д•(I+p1:r,)2
+ ... (38)

а у 1 + р1:р 
з1 5! · 

и осуществляем нормировку по времени (q=p0) отно­
сительно постоянной времени 

(3.9) 
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Учитывая соотношения (3.8) и (3.9), запишем урав-
11ение (3.7) в виде 

(3.1 О)

, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  , . .  ,,
(3.11) 

Здесь ряды, ,стоящие в круглых скобках, ,получены пу­
тем почленного деления р·ядо1в ·В квадратных скобках на
ряд (3.7а). Так же как и в п. t, значения µ,<::11 не су­
щественны для далЫiейшего анализа, связанного с на­
хождением ;приближения 1-го порядка. 

В рас-сматриваемом случае, хотя 1и слабее, чем в п. 1,
во все же с существенным запа•сом ·выполняетс,я усло­
вие существования приближения 1-ro порядка, и выра­
жаемый формулой (1.33) коэффициент 

" Ai' 2 1 2 а2 ~2(3!)• Об<I (3.12),,.=-,--= 11.t= -2 = 51= ' 
n1� а 

· 

Аппроксимирующая функция 1-го порядка приближения
имеет вид 

( ,._ .. 31) 
hв1= hвk•)= 1-е --т,- •l(-;-,:31), (3.13)

где в соответствии с принятой нормировкой времеш1 't'= 

=t/'t'v, 't'з1 =fз1/'t'v и согласно формулам (2.8) и (2.9)'
(с точностью до малых величин порядка 64) 

ь. = Va� - 2а2 � о .211 ( 1 - 2:n:
1:в1 = а1 -Ь/� О, 122 (1-0,01631). 

В данном случае влияние малой величины б2 оказы­
вается еще менее заметным, чем в рассмотренном в п. 1
CJJyчae. При принятой идеализации процеосов (здесь
существенно пренебрежение объемным сопротивлением
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базы) постоянная Ь 1 получилась почти в 4 раза меньше, 
чем в ·п. 1, но запаздывание уменьшилось только 
в 1,5 раза. Следовательно, о тно с и т е л ь н а я  величина 
запаздывания здесь значительно больше. 

На рис. 3.2 пунктирной линией изображена характе­
ристика ·h31, а сплошной линией - характеристика h,
построенная из строгого решен•ия (П.2.16). Ось вре,менн 
нормирована относительно «основной» постоянной вре-

о 

-
h t/--J -

j 
./ / 

1--t т..---1._1�, 
I03Y• �J

"t�: 

,r 
'V 11 

/ 

' 

·,, 

·� ,,-r-

..,,.,,,. 

�' '-
V я1•1'-10

Т,•42ij, 
ь,s•o,zlff'1• ,,osr,
t,1•0,f22'rD•·0,61T1 

z 3 tJr, 

Р·ис. 3.2. Но,рмИjрованная переходная характеристика коллекторного 
тока iк идеализцрованного бездрейфового транзистора, отпираемого 

перепадом входного напряжения. 

мен и Т1 решения (IП.2.16), которая почти равна посто­
янной времени Ь1т:v приближенного решения. Следует 
отметить, что в окрестно-сти t=0 решение (IП.2.16) О'Ка­
зывается особенно громоздким: оно ,медленно сходится 
и для ,определения величины h�O �приходится суммиро­
вать не мало членов ряда (IП.2.16). 

Н а и ,б о л ь  ш и е поГ'решности аппро�симации полу­
чаются здесь (как и в с.Тiучае, рассмотренном в п. 1) 
в окрестности t=,tз 1 вн е ,м.еждецильного интервала. Как 
и следовало ожидать (из-за большей величины �1 ), здесь 
гrогрешности аппроксимации оказываются существенно 
большими, че,м в предыдущем случае, но абсолютно они 
не велики. «Амплитудная» погрешность Mi(t31) =0,08. 
Наибольшие в междецильном интервале погрешности 
аппроксимации получаются на н и ж н ей границе интер­
мла (1При ·h=0,1), причем наибольшая «амплитудная» 
ез 



nогрешность Л,hнаиб =О,055, наиболыиая «временная» по­
грешность 61, наиб = О,095; погрешность определения меж­
децильного времени бФ = О,02< 161, наиб• 

НаходИlмые (�подобно указанному в п. l) из рис. 1.8 
и 1.9 граничные значения погрешностей б1 г = О,145 и 
Офг�О,3 соответствуют выражаемому формулой (3.12) 
параметру s1 = 0,6 и параметру �з = аз/сз = О,838, где на­
ходимый из формулы (1.34) коэффициент c3 = l,9,l0-3

, 

а коэффициент аз находится из формулы (3.11). В со­
ответствии с изложенным в § l, 1п. 14, граничные значе­
ния погрешностей больше реальных погрешностей, что 
также вытекает из сравнения ,реальной погрешности 
61, наиб с расчетным значением. Для определения послед­
него находим ( аналогично выполненному в л. l) из фор­
мул 1 (1.37) величины параметров �4 = а4/С4 = 0,594 и �s = 

1 
=a5/cs = 0,359. Подставляя эти значения в оценочную 
формулу (1.36), найдем 

8t,наиб ::::= Оtг✓О,7-0,4062 + 0,18 · 0,6412 +о, 12�=0,081. 

что отличается от реального значения погрешно,сти на 
15%. 

3. Найдем приближенное выражение переходной ха­
рактеристики коллекторного тока идеализированного 
тра:нзистора, О'ГIГИраемоrо перепадом тока базы /5 • 1 (t) 
(см. :гrриложение 2, n. 3). 

Операционное изображение переходной характери­
стики выражается формулой (П.2.10), т. е. 

(3.14) 

Производя разложение в ряд функции, стоящей 
в квадратных скобках, получим 

h (1> Vl + )- 1 - а2 (! + р1:р) +о4 (! + р1:р)2 

+ С о рт.р - 21 411 '.' 
• 

• '.а 

Замечаем, что слагаемые этого ряда, не зависящие от р, 
образуют ряд 

а2 а" аа

21+41
+

61+ ... = ch 8-1 = 1/�0 , (3.15) 

где учтено соотношение (П.2.13). Ряд (3.15) определяет
-

Установившееся значение h ( оо) ='hi(O) =1�0• Осуществляя 
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нормировку переходной характеристики по амплитуде 
относителыю h ( оо) и 1по ·времени относительно постоян­
ной времеци 0 (q=p0), где 

(3.16) 

представиl'�{ изо6р;э.женце нормировщтqй щ�реходной ха, 
рр.церистцки в виде 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

(3.18) 

Здесь за.мена символов ai ма Ai обусловлена чисто ме­
тодическими соображениями (для различения этих ко­
эффициентов от используемых ниже в пп. 4-6); значе­
ния коэффициента µi« 1 при i�З не существенны для 
дальнейшего анализа, связанного с приближением: 1-го 
порядка. 

Коэффициенты Ai быстро убывают с возрастанием 
номера i, причем очень сильно выполняется неравенство 
(2.11), определяющее условие существования приближе­
ния 1-го порядка, и выражаемый формулой ( 1.33) ко­
эффициент 

(3.19) 

Поэтому можно ожидать, что приближение hз 1 ,_,h будет 
вполне удовлетворительным, так как даже граничные 
значения погрешностей апп,роксимации (см. рис. 1.8 
и 1.9) здесь пренебрежимо малы. 

Согласно ,методике, описанной в § 2, п. 3, 



rде в соответсtвии с равенством (3.16) т=i/0= t/-r:p ; t31 = 
=iз1/Е> = ,tз1/Тр и согласно формулам (2.8) и (2.9) 

ь. = V А� - 2А2� 1 + 04/6! g;, t'; (3.21) 

(3.22) 

Полезно обратить внимание на то, ч то в данном случае за­
паздывание 

t . ~ (12 
"D~ Т.р 

31 = 't31'tp, = 12 'tp = 6 = 6�. '
где учтено равенство '(3.4). Это запаздывание почти 
равно запаздыванию, которо� п9лучилось при рас�мот­
рении транзистора, отпираемого ,перепадом тока эмитте-

. ра (см. п. 1, где tз1 = O,183,:D)-
0.2 

-- h/f3o 

• • 
6 

• h41/f3o

--- 1-e·-r

0,11------

0,1 

Рис. 3.3. Начальный участок нормцрованной переходной характери­
стики коллекторного тока iк идеализированного бездрейфовоrо тран-

зистора, отпираемоrсэ перепадом тока базы. 

Однако относительная величина запаздывания 1:81/Ь1� 
�1:81�82/12� i/(6�

0
) получилась зд есь поч ти в �о раз 

меньше, чем в СЛJ.Чае, рассмотренном в п. 1. 
,Вследствие сильного выполнения неравенства Тз1 �Ь1 

допустимо :пренебречь запаздыванием и принять еще 
71 



более прос'i'ую а'I'!nрокси:мацию переходной характери­
стики с помощью н е з а 1п а зды в а ю щ е й  функции 
hэ 1 ~Ji (см.§ 2, ,п. 9). Согласно формулам (2.38) и (2.41) 
при m = 1 (s = O) единственный параметр аппроксИ1ми-
рующей функции b' 1

= a 1
= A1~I. Отсюда hэ 1

= 1�o{p(I+ 
+ рА1) J-1, откуда

hэ1 = � 0( 1 - e-,fA,) с:::: � о ( 1 - е-'). (3.23) 

На ,рис . 3.3 сплошной кривой изображен график на­
чального участка нормированной переходной ха,рактери­
с1ики h/�o, построенный из строгого решения (П.2.11); 
пунктирной линией изображен график незаrпаздывающей 
переходной характеристики hэ,/�0, 1построенный по фор­
муле (3.23), а точки, приведенные на 'РИС. 3.3., соответ­
ствуют а'ПП'роксимирующей функции hз1, выражаемой 
формулой (3.20). Из рис. 3.3 видно, что фу�:�кция hз1 

почти совпадает с функцией h в области -r>itз1, При бо­
лее грубом приближении hэ1 ~ h вводится небольшая 
«временнная» погрешность д't с:::: 'tз1 • 

&. Переходная характернстнка ключевой схемы 
с общнм эмнттером 

4. Найдем выражение переходной характеристики h

для тока iR, про'Гекающеrо через -резистор Rи ключевой 
схемы, приведенной на рис. П.2.2 ( см. приложение 2, 
п. 5), где предполагается, что б е з  д р е й ф  о в ы й  тран­
знстор отпирается перепадом тока базы / б • 1 (t). 

Согласно формулам (П.2.21) и (П.2.22) изображение 
h -i+ h = i

R 
(I 6 (с учетом емкости Си нагрузки и емкости 

Си коллекторного перехода) имеет вид 

где 
У=Rк(Сн+ёк), 

'tp 

(3.24) 

(3.25) 

Если ПОJ1ожить в выражении ph р=О, то, при­
нимая во внимание соотношение (3.15), получим уста­
новившееся значение h ( оо) = �о- Как было также пока-
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зано в п. 3, стоящая в ква�ратных скобках выражения 
(3.24) функция 

ch(8 V-1 +-Pt-p ) - 1 = -/;(1 +A1q+A 2q2+ ... ), (3.26) 

где q= p-r:p , а значения коэффициентов Ai выражаются 
_равенства1ми (3.18). Имея·· это в виду и осуществляя 
нормировку по времени изображения (3.24) ,относитель­
но постоянной 0=-r:p , с учетом чего двучлен в круглых 
скобках выражения (3.24) 1+pytp =1+q,y, после по­
членного перемножения этого двучлена на ряд (3.26) 
приведем изображение (3.24) к виду 

(3.27) 
где 

Пренебрегая заведомо ,малыми величинами и учи­
тьiвая, что согласно ·соотношению (3.15) �0::::::::2/62

, 

упростим выражения коэффициентов ai: 

(3.28) 

Получить строгое аналитическое ·решение уравнения 
(3.24), по-видимому, невозможно. Анализ выражений 
(3.28) показывает, что при любых практически возмож­
нь1х значениях параметров ун, у и �о параметр л1 = 
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= а2/а: <О,25<л1 :кv = О,5. Еще сильнее выполняется не­
равенство А-2 = аз/а�< А-2,кр• 

Следовательно, в данном случае весьма сильно вы­
полняются нер·авен�тва (2.11) и (2.12), выражающие 
условия существования приближений hзm

,.._, h при m= 1 
и m = 2. Принимая теперь во внимание, что при m=2 
функция hз2 выражает_ в т  о р о е  физически реализуемое 
приближение, можно прийти к выводу, что в области 
-r>�з2 эта функция должна практически совпадать 
с функцией h, выражающей строгое решение уравнения: 
(3.24). Во всяком случае, можно убедиться в том, что 
даже граничное значение !Погрешности аппроксимации, 
находимое из рис. 1.10, оказывается здесь неразличимо 
близким к нулю. 

5. Функция h32(-r) 2-ro порядка приближения. Для
определевия функции hз2(-r) раньше надо найти безраз­
мерное запаздывание 'tз2 ( см. § 2, 'П. 4), являющееся наи­
меньшим вещественным корнем кубического уравнения 
(2.15). 

Приближенное значение '¾~1:32 выражается равенством 
(2.27), т. е. �=а3/а2

=- l/(6�
0

), где приняты во внимание 
равенства (3.28) и пренебрежено малыми величинами поряд-
ка 1/��. Определяя из формулы (2.24) поправку д1: 8 к зна-
чению 1:8 , после некоторых преобразований найдем, что 

д1:а < 1 Ук ·Dк
�. 

-12 �оУ =12(Сн+ Ск) � I. 

Эти нера!"lенства выполняются достаточно сильно даже 
при Сн = О, ввиду чего с высокой степенью точности 
можно принять, что относительная величина запаздыва­
ния переходной характеристики в ключевой схеме с об­
щим эмиттером 

(3.29) 

Так как, по крайней мере, �0 >:10, то практически 
можно пренебречь запаздыванием 'tз2, но учет этого за­
паздывания не усложняет, а упрощает выр_ажеция �Q-
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3ффициентов изображ�ния h32, которо� согласно форму­
ле (2.20) имеет вид 

-Р•з2 
h -

е 
з2- p(l+Ь.q +Ь2q2) (3.30)

rде согласно формулам (2.19)

b1=a1-'tз2=l+rк+1; (3.31)

"Ь2
=а2 -а1tз 2 +О,5-.2 �у [1- 'С.к ] �у. (3.Зlа)

32 

б(Са+l'и) 

Заметим, что если пренебречь небольшим запазды­
ванием 'tз2 и принять Ь2�У, то к упрощенному таким
образом «незапаздывающему» изображению (см. § 1,
п. 22) вида 

- 1 
hэ2 = pJl+Ьiq+ b2q2)-;+ hэ2 (t)(q = ptp)

. можно прийти непосредственно из формул (П.2.21) и
(П.2.22), если, как это обычно делается f 10, 25], ввести
упрощение в выражение (П.2.20), определяющее опера­
ционный коэффиuиент передачи 

rде

- 1 � 

� = ch (а у 1 + ptp )- 1 � 1 + ptp • 

Находя оригинал изображения (3.30), получим

(3.33)

1 2 
( 

'1) '1)1 '1)1 

) 
. V2 = b,'l)(l+Vl-21)) = b1'1J 1-т-т-т-••• •

В силу неравенства (3.33) функция (3.32) является
апериодической. 
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6. Функция hз 1 ('t') 1-ro порядка приближения. Хотя
выражаемая формулой (3.32) функция /�з2 ~ h и не яв­
ляется сложной, все же в практике технических расче­
тов удобнее оперировать с более простой функцией hз1, 
выражающей приближение hз1 ~,h порядка m= 1. Со­
гла-сно методике, описанной в§ 2, 1п. 3, 

-(•-•з1)/Ь, 3 34 hз1 = hз1 (,:)=�о (1 - е )· 1 (,:- ,:з�), ( . ) 

где ,: = f/,:
т,

; 't з1 = fз1 /,:
1
, и согласно формулам (2.8)·и (2.9) 

Ь1 = Va� -2а2� 1 +Ук+У- 1 +�к+У; (3.34а)

(3.346)
Приближенные значения в последних двух фо1рмулах 

справедливы при 2v«1(l +vн+v), что обычно выпол­
няется. 

Учитывая равен-ства (3:25), представим запаздыва­
ние и эквивалентную постоянную времени аппроксими­
рующей функции в виде 

t 
Rк (Сн + ,G:к) 

з1
='t з1'tр = Rr + 'tp, 

к-1: 'tp 

0з1 = b1'tp = 'tp + RкCJ: - fз1 , 

где суммарная (действующая) емкость ключевой схемы 

Из этих выражений видно, что если емкость нагруз­
ки Сн = О, то запаздывание fз1 <'t'p/,�0• Если же С�оо, 
то fз1---Ср , Из анализа функций b1 (v) и 't'зi(v), выра­
жаемых формулами (3.34а) и (3.346), следует, что мак­
симум отношения fз1/8з1 

='tз1/Ь 1 получается при v= 1 + 
+vн- В этом экстремальном случае fз1 = O,5't'p, 0з1 

= 

= ·b1't'p
= •1,5't'p+2Rll'�oCн, Если при этом Rн�оСн= 't'р, то

Uз1/8з1 )mах = 1/7. Но даже в предельном случае, когда 
Rн�оСн= О, 

(fз1 ) 1
8з1 max max = з·

(3.35)

· Таким образом, п,ри всех обстоятельствах эквивалентная
постоянная времени 0з1 по крайней мере в 3 раз� боль-
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ще ,запаэдывания. Но пракrически соотношение (3.35) 
не реально, и обычно t31 �031 (типичное соотношение: 
tз1 �о. 1 Е>з1) 

7. На рис. 3.4 оплошной линией изображена норми­
рованная переходная характеристика hз2!�0, построен­
ная по формуле (3.32) (,Ь 1 =3, Ь,2 =0,99). Как указыва­
Jюсь, практически здесь не проявляется запаздывание 
('t'a�� 1) и можно полагать h32�hэ2�h. 

О.7 

О.6---+-

о 0.5 

lк. t·1 
• f/= 0.22 

ёк 
С •С. =i),05
н 1( 

1,0 1,5 г.о z.s

Рис. 3.4. Нормированная переходная ха,рактеристика транзисторного 
ключевого каскада с общи.м эмиттером. 

На рис. 3.4 пунктирной линией изображена функция 
hз1~h 1-ro порядка приближения, построенная по фор­
муле (3.34) (Ь 1 =3-1/3, 't'з1 =,1/3). Несмотря на сравни­
тельно большую величину отношения 't'з1/Ь 1 = 1/8, IJIO· 

грешность аппроксимации h31 ~ h здесь не велика. Наи­
большие в междецильном интервале погрешности 
(см. § 1, п. 12) имеют здесь такие значения: Л1hнаиб=О,ОЗ; 
бt,ваиб=О,062 (при h=0,1); бФ=О,022. Эти значения, как 
это и должно быть ( см. § 1, п. 14), несколько уступают 
граничным значениям погрешностей аппроксимации, на­
хрдимым из графиков, изображенных на рис. 1.8 и 1.9 
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(для s1 = 2Л1 = 2а 2/а�= 0,22 и ·�з = аз/сз = О,155): 61г~О,О8 11

бq,г�О,027. 
Заметим, что даже в наихудшем предельном случае 

аппроксимации, соответствующем соотношению (3.35) 
(в этом случае s 1 =0,5 и �3

= 0,05), граничные значения 
погрешностей аппроксимации лишь умеренно велики: 
бt г�О,35 и бфг�О,l. Однако такой случай работы 
схемы !Практически не реален. 

Из изложенного вытекает, что во всех случаях рабо­
ты ключевых схем достигается вполне надежная аппрок­
симация переходного процесса ( в активном режиме ра­
боты) при простейшем приближении h31 ~h порядка
m = l. 

В. Переходные характернстнкн ндеаnнзнрованноrо 
дрейфовоrо транзнстора 

8. Пренебрегая влиянием емкостей нагрузки и пере­
ходов, найдем п р  и б л иже н н о  е выражение переход­
ной характеристики коллекторного тока iк идеализиро­
ванного дрейфового транзистора, отпираемого перепадом 
тока эмиттера iэ = lэ • 1 (t) (е:м. приложение 3). 

Согласно формуле (П.3.3.) изображение переходной 
характеристики 

(3.36) 

где операционный коэффициент передачи тока эмиттера 

� � l '( а•= а(р)= �=-P-e'I · 
1 

-:- ф (х,) ' lэ 
(3.36а) 

здесь параметр 'tJ = w/(2LN
) > l; у Р � 1 - коэффициент 

инжекции и 
ф(Х)= ch х+ i, shX, (3.36б) 

(3.36в) 



В дальнейшем потребуется выражение стационар­
ного коэффициента передачи тока эмиттера 

здесь

Х0 = Х (О)= w {---\-+-1-
2 

= 11 (1 + 2о� ) :::= 11, (3.37а)
4L L 

N р 

где принято во внимание, что !При 11>'1 постоянная
LN <w<f;:.Lp, ввиду чего 

2 

2 LN 
о

1 
= -

2 
< 1. (3.37б)

L
P 

Подставляя в формулу (3.366) значение Х0 
~ 71, найдем

(3.37в)

Учитывая теперь соrласно (3.37а) более точное значе­
ние X0 �11(l +20�) (иначе мы получили бы, что коэффи-
циент переноса неосновных НТ через базу х = 1), из фор­
мулы (3.37) найдем 

-211Ъ2 
( 

wLN
)«о ="(рХ="(р е 

1 :::=yp (l -2718�)=ур__ 1- L: .

(3.37г)
В соответствии с приближенным методом анализа

представим изображение нормированной относительно
h,(oo) =ао переходной характеристики в виде 

f 1 1 

а;-
= 

рФ (р)
= 

р (I+a1p+ а1р2 + ... )' 
(3.38) 

где в силу нормировки Ф (О) = 1 и cor ласно равенствам
(3.36) и (3.36а) 

Ф (р) = ;; е-11 ч, (Х),

а значения коэффициентов полинома Ф (р)

ai = + (d:�) (i= 1,-2, ... ).t р р=О 
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имея в виду ограничиться аппроксимацией 1-го по­
рядка приближения, найдем выражения первых двух
коэффициентов ai: 

а=(dФ) -�e-'lj
[

�dx,
] . i dp р=-0 - '(р d'X, dp р=О ' 

_ <Х
0 -'lj 

l
d2ф 

( 
d'X, 

)
2 dф d2'X,

] а2- 2'(р е d'X,2 dp + d'X, dp2 р=О.

(3.38а) 

(3.386) 

Находя значения производных при р=О и пренебре-
4 гая при этом малыми величинами порядка 81, получим 

(:i) = sh Х0 + i ch Х0 - � sh Х0; р=О о 'Х,0 
(:�� \ = ch Х0 + i sh Х0 - 2-} ch Х0 + 2 ; sh Х0; р=О 

о х,о х,о 

( 
d'X,) 

wLN ~ l - 23� 
dp р=О::::: D

p 
(! + 23�) = 'У/ 'tD' 

(d2x,) :::::::: _ 1 - 23� 
(ГdХ )2 '

dp2 р=О "f/ dp р=О 

где время диффузии 't'ю выражается формулой (3.4). 
Подставляя в выражения производных значения хо

�2 • с точно.стью до 01 п подставляя затем наиденные выра-
жения в формулы (3.38а) и (3.386), получим 

1 -23
2 

а1
:::::::: 'У/ 

1 'tv [ 1- 2\ (l-e-2r0)-F1 (8�) ]• 

где 
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Ограничиваясь рассмотрением дрейфовых транзи­
_сторов, для .которых ri>l (типичное зна'Чение ri�2+4),
можно в написанных выражениях пренебречь малыми32 
величинами порядка 1 • Тогда

(3.38в)

Из анализа последних выражений можно убедиться в
том, что при любом 'fl > О параметр 11 = а2/а� удовлетво­
ряет усло.вию J... 1 <0,5 ,существования аппроксимирую­
щей функции 1-го порядка приближения. В частности,
если ri � 1, то в этом можно убедиться из рассмотре-

2 2 
' • ния разности а 1 

- а2 , при составлении которои следует
воспользоваться разложением е-8 = 1-е+О,5е2- .•• ; при
значении же ri >'1,25 при оценке указанной разности до­
статочно принять е-2'1::::::: О.

Аппроксимирующая функция 1-го порядка прибли­
жения

hз1 
( _ t�t•1)

а;-= 1 - е ' • l (t- f31); (3.39) 

здесь согласно формулам (2.8) и (2.9) постоянная вре­
мени 

где

Fь('l/)= �2 
y''fl-{+(2'fl+l)e�2'1++e-4'1, (3.396)

а запаздывание
(3.39в) 

где
(3.39r) 

Такой же результат другим путем (на основе метода

моментов) получен в докторской диссертации С. Я. Шаца.
�-2i47 §1



В табл. 3.1 ПJJИВодятся численные значения функций 
(3.396) и (3.39г), определяющих относительную величи­
ну постоянной времени Ь 1 и запаздывания ta 1 ·(в долях 
от времени диффузии тю), а также относительные значе­
ния 'Величин ,f3 1/b 1 и fз1 / (2,2Ь 1 ). 

Таблиц а 3,1 

3 4 

Fь ('IJ) = Ь1 /т.D о ,5600 1 о ,4006 0,2294 О, 1477 о, 1037 0,0775 

Fa (7)) = ia1/tD 0,1758 О, 1671 О, 1479 о, 1302 о, 1150 О, 1025 

ta 1/b1 0,314 0,417 0,645 0,883 1,109 1,332 
ta1/(2,2b1 ) О, 143 о, 190 0,293 0,401 0,504 0,600 

Из приведенных в табл. 3.1 данных следует, что при­
ближенное решение (3.39) качественно удовлетворитель­
но 011ражает свойства переходной характеристики дрей­
фового транзистора. Как видно, с изменением параметра 
ri от 0,5 до 5 относительная величина 1nостоянной вре­
мени Ь 1 /тю уменьшается более чем в 7 раз, в то время 

1,0 
----

____ 17 
r:lo 

о о,ч о, 8 1,2 1,б 2,0 2,4 '(,,t/fl 

Рис. 3.5. НормИJрованные переходные характеристики коллекторного
тока iк идеализированного дрейфового транзистора, отпираемого

перепадом тока эмиттера. · · 
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gак относительная величина запаздывания tзi/т:v уме1:1ь-
111ается при этом только в 1,7 раза. Из табл. 3.1 также 
,видно, что если при ri =0,5 длительность запаздывания 
't

31 составляет около 14% от активной длительности на­
растания tФ=2,2Ь 1, то при ri=5 длительность запазды­
вания составляет около 60% от активной длительности 
нарастания. 
. Для оценки качества ,приближения h31 ~ h на рис. 3.5 
изображены нормированные переходные характеристики 
h31 /ao и h/ao для двух значений параметра ri = 1 и 3. По­
казанные сплошной линией характеристики h/a0 построе­
ны из точного решения (П.3.4), где нормировка по вре­
мени осуществлена относительно постоянной Е>, выра­
жаемой формулой (П.3.5). В соответствии с этим при­
веденные в табл. 3.1 значения b,/-cv и iз 1 /-rv пересчитаны 
в значения 

Ь Ь1 Ь, 11:2 Fь('1J) /0,5 при '"f\=l, 
10

= т = �· 8ао ::::::""о.8
=

\0,185 при 'fj=3;
fз1 lз1 т.

2 Fз('1)) /О,209прИ7j=l, 
'tз1= -=-.-=--=, 8 'tD 8ао - 0, 8 "-0,163 при 7j= 3. 

Из приведенных на рис. 3.5 графиков видно, что от­
.iюсительное значение наибольшей «временной» погреш­
ности бt,наиб<О,1. Такой результат можно признать 
удовлетворительным для целей технических расчетов. 

9. Пренебрегая влиянием емкостей нагрузки и пере­
ходов, найдем п р  и б л и ж е  н н о  е выражение переход­
ной характеристики коллекторного тока iк идеализиро­
ванного дрейфового транзистора, отпираемого перепадом 
·тока базы i6 =/б•l(t), где ток lб=const не вводит тран­
зистор в насыщенние.

Операционное изображение рассматриваемой пере­
. ходной характеристики

где операционный коэффициент усиления тока базы 

6* 

(3.40) 

(3.40а) 

83 



причем согласно равенствам (3.36) и (3.38) 

(3.40б) 

Здесь 1(rпри ri>·l) коэффициенты а 1 и а2 выраж аются 
форму лам и (3.38в) и (3.38r). 

Можно показать [28J, что формула (3.38в) выражает 
время пролета ..

.. 
дрейфового транзистора (1: .. < ,:

D
). Та­

ким образом, 
(3.41) 

где из сопоставления выражений (3.38в) и (3.38r) получаем 

з 2 211 +з _271 1 +�- 71-�е 
F� =f� ( -11)= l 1 -2 ]2 

1 - 21/ ( 1 - е '1) 

FJJ 

0,8 

О,б 

--
-

:............ 

l/ 
--

V 
1/ F

JJ
= Z�z

Т:,;;_ 

2 J

Рпс. 3.6. Функция F�= Г� ('1/). 

(3.41а) 

-

г 

Функци,я (3.41а} меняется в узких пределах 
(рис. 3.6) - в интересующей н ас области от ~ 0,5 до 0,8. 

Подставляя выражение (3.406) в равенство ·(3.40а) ,  
получwм 
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схо 

а2 

) ( 1 - СХо) 1 + 1 - СХо р + 1 - схо 
р2 

+ ... 

Используя равенства 
СХо А !_�о 

l-cx0 =ro• 1-cx0 -ag•



!Принимая теперь во ,внимание соотношения 1(3.40),
представим изображение нормированной ( относитель­
но h ( оо) =1�0) переходной Ха'рактеристики ,в виде 

где 

h 1 
То

= 

p(I+ А1Р+ А2р2 + ... )' 

А 1 �о 2р2 = -2 -,: Q• СХо а; t" 

(3.42) 

(3.42а) 

Из равенств (3.42а) следует, что в данном случае 
в сильной степени ,выполняется условие (2.11) существо­
вания аппроксимирующей функции hз 1 ~ h 1-ro порядка 
приближения. Действительно, так как �0 �а0, а вели­
чин а Р � < 1, то 

, А2 \ a0 F<I , 1 
"'1 = 7=2 То \!' 2�о � "'1,кр = 2·

1 

Это обстоятельство свидетельствует о весьма хорошем 
. приближении h31 ~ h- лучшем, чем это получается при­
менительно к бездрейфовому транзистору, позволяюще­
му получить значительно меньшую величину �0/ао. 

Согласно формулам (2.8) и (2.9) постоянная време­
ни аппроксимирующей функции 

Ь1 = у А� -2А2 = �: 't" V 1 - �: F� (3.43)

или (так как а0 � �0)

ьl� !: 't,. (1- 2�: F�)��o't
,. � 'tp,

а запаздывание 

fз1 = А1 -Ь1 �0,5F�-i:,. < -i:,. � 'tp· 

(3.43а) 

(3.44) 
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Таким образQм, приближенное вьtражение iюрмирu. 
ванной переходной характеристики 

(3.45) 
Вследс1вие относительно весьма малой величины за­

паздывания, получающегося в данном случае, им прак­
тически можно в большинстве случаев пренебречь н 
принять 

(3.45а) 

Из сравнения полученн ,,х �ппроксимированных пере­
ходных характеристик дрtйфовоtо транзистора с такими 
же характеристиками бездрейфового транзистора 
( см. А, п. 3) вытекает, что переходная характеристика 
дрейфового транзистора, отпираемога перепадо1,1 то,са 
базы, определяется так же, как и в СвздрейфовоАt тран­
зисторе. 

Однако, хотя в обоих случаях по ст оя�шая времени пе­
реходного процесса tp = �

0
t,., различие заключается в том, 

что в бездрейфовом транзисторе времяпро.и�та -с" равн о 
времени диффузии tD, а в_ дрейфовом транзисторе 't

,.
<1:D 

[здесь t,.•c.:: а1 выражается формулой (3.38в)]. 

Г. Переходная характеристика мноrокаскадноrо 
реостатноrо усиnнтеnя 

10. Ра:сомоТ'рим переходную характер1истику усили-
теля (в области фронта), состоящего из п идентичных 
каскадов, каждый из которых характеризуется постоян­
ной времени 0. Операционное уравнение нормИ'рованной 
[h ( оо) = 1, 't'=,t/0] переходной характеристи такого уси­
лителя имеет вид 

h = 1 --:--:--:------,,----::--,----, ( 3.46) 
Р (1 + p8)n р (\ + a1q + G2Q2 + ... anqn)' 

где q= р0 и 

щ={-п(п-1) ... (n-i+ 1) (i= 1, 2, ... п). (3.47) 
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Переходная характеристика выражается довольно гро­
r,1оздкой функцией [ 1, 3, 14] 

h=h(-.:)= 1-е-� Ё
1 

;� (-.:=-{;- )- (3.48) 

k==o
Параметр

�1 
= 'Л1 = 2.t

1 
= 2 а; = п - l < 1 

l\\,kp а 
n 

(3.49)

удовлетворяет условию существования приближения
hзi ~ h порядка m= 1, и согласно фор,муле (2.10) нор-

1,0 

--h 

---- h
}

1 

• • • • h
'l-z

0,21---1-#+h-+---А;--+--+�н----+-+-----+-------+-т------т----------i 

о ......... ""'-."""'---::.J............,_ _ _.._____....L...-------'--..__-'---------'--'---'----' 
Z ч б 8 10 12 '1:' 

Рис. 3.7. Нормированные переходJНые характеристики п-каскадных 
реостатных усилителей (в области фронта); 0-nостоянная времени 

каскада. 

мированная переходная характеристика 1-ro приближе­
ния ( см. § 2, п. 11) имеет вид 

hз1 = ( 1 - е ) · 1 (,: -'1:в1) ,: = 8 , (3.50) 
-(�-�81)/Ь, 

( 
t ) 

где согласно формулам (2.8) и (2.9) нормированные
(относительно 0) выражения постоянной времени
аппроксимирующей функции и запаздывания имеют вид

/ V 2 
--

Ь1=0зю, 0= а, -2a2=Vn; (3.51)
'1:31 = iз1/0 = al - Ь1 = п - Vn. (3.52)

67 



На рис. 3.7 сплошными линиями изображены графи­
ки переходных характеристик, iПостроенные по фо·рмуле 
(3.48), а пунктирными линиями - характеристики h31 

1-го приближения, построенные по фо·рмуле (3.50). Как
видно, приближение hз 1 ~ h является довольно грубым,

Таблиц а 3.2 
Параметры и погрешности прнuлижения (т = 1) переходных 

характеристик п-каскадного усилителя 

п 

1 ь. ф. (3.51) 
'1:з1 ф. (3.52) 

Сз ф. (1.34) 
:а С4 ф. (1.37) о.
1-< 

ф. (1.37) 4) С5 

о. 
�з = аз/ Сз t:: 
�4 = U4/C4 

�5 = as/Cs 

�. 1 (ф. 3.49)

С1) :s: 

:а t; :r: о
,Q 

:r: 
Jh-ha1lнaиб 

,,::3 бФ ф. (1.30) 
"' 4) 

c:t е- бt, наиб ф. (1.31) о 
t:: 

С1) :s: 
:а 1-< бФr рис. 1.9 :r: u 
1-< о
С1) 

:r: 
бtr рис. 1.8 :,- 8u С1) 

"' о. 
о.. s бt, наиб ф. ( 1.36) 

t:: 

Погрешность оценки 
величины бt,иаиб, о/о 

1, 73 2,00 2,236 2,449 3,00 3,464 
1 ,27 2,00 2,764 3,551 6,00 8,536 
1, 74 5,33 12, 1 22,9 90,0 230 
0,70 3,32 10,4 25,0 162 581 

0,22 1 ,60 6,77 20,8 227 1147 

0,58 0,75 0,82 0,87 0,93 0,96 
о 0,30 0,48 0,60 0,78 0,85 
о о о, 148 0,288 0,555 0,692 

0,67 0,75 о.во 0,832 0,888 0,916 
--

о, 10 О, 10 О, 10 о, 10 о, 10 о. 10 

0,09 О, 12 о, 12 о. 12 о, 13 О, 13 
0,31 0,27 0,25 0,23 о, 17 О, 14 

-- -- -- -- --

0,08 о, 13 о, 15 о. 11 0,20 0,22 

0,30 0,30 0,32 0,35 0,39 0,44 

0,30 0,24 

1 

0,217 0,203 о, 168 о, 17 2 

1 
3,3 

1 
11 

1 
13 

1
12 

11,2 

1 
23 

что обусловлено слабым выполнением неравенства (3.49) 
( см. § 1, п. 11). Тем не менее функция hз1 позволяет 
удовлетворительно ( с погрешвостью мевее 13%) оце· 
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ииtь активную длительность фронта сигl-Iала h. Из-за 
· большой величины запаздывания t3 1 наибольшая в меж­
децильном интервале «амплитудная» погрешность
аппроксимации получается при любом п н а н и ж н ей
границе интервала (на уровне h=0,1), где hз 1 

= 0
(рис. 3.7). Поэтому при любом п погрешность lh­
-hз 1 lнаиб = О,1.

Для и:Ллюстрации способа и точности оценки погреш­
ности а:ппроксимации hз 1 ~'h в табл. 3.2 приводятся ре­
альные и расчетные значения различных погрешностей
аппроксимации (см. § 1, п. 12), граничные значения по­
грешностей, ,а также �параметры, определяющие эти по­
грешности, причем в табл. 3.2 указаны номера формул
(или рисунков), используемых для определения величин
параметров или 1погрешностей. В последней строке
табл. 3.2 указана погрешность оценки наибольшей «вре­
менной» погрешности аппроксимации. Только в одном
случае погрешность такой оценки до,стигает 23 % ; во
всех остальных случаях она значительно меньше (1-
13%). :Как и следовало ожидать (см. § 1, п. 14), при
n=3 граничные значения погрешности определения ак­
тивной длительности фронта и :«временной» погрешно­
сти равны реальным значениям этих погрешностей
(6Фг=·6ф и 61г = 61,наиб); небольшое отклонение в равен­
стве этих величин объясняется погрешностью расчета.
При п�4 граничные значения погрешностей уступают
реальным погрешностям и тем сильнее, чем ,выше п. Это
обстоятельство, а также уменьшение погрешности 61, наиб
с увеличением п (т. е. с повышением ,порядка дифферен­
циального уравнения) соответствует соображениям, из­
ложенным ,в § 1, п. 14.

Из табл. 3.2 видно, что доминирующее значение при
любом п имеет наибольшая «временная» погрешность
аппроксимации, что иллюстрирует сделанный в§ l, п. 12,
вывод о том, что именно эта погрешность должна быть
определяющей при выборе порядка приближения.

11. Если постоянные времени каскадов усилителя
различны (0;*const), то переходная характеристика
усилителя выражается еще более громоздкой функцией:
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и изображение переходной характеристики имеет вид

где первые два коэффициента 

где 

п п 

а2= � � 0i0; (i=,=j).
i=I J=I 

Апп-роксимирующая функция 1-го приближения 
- (t-t81

)/b, hз1 = hз1 (t) = [1 - е ] · l(t - ta1), (3.53) 

п 

ta1 =а1 -Ь1 = � 0t-b1 > О. (3.55) 
l=I 

Заметим попутно, что формула (3.54) выражает из­
вестный «закон квадратур» (5, 6, 14]. 

Можно убедиться в том, что при 0i=#='const параметр 

(3.56) 

т. е. он имеет меньшую величину, чем при 0i=const. 
Следовательно, качество приближения hз1 ,_, h здесь вы­
ше, чем в 1расомотренном в п. 10 случае. 

11.!. Если требуется большая точность аппроксимации, 
в частности если необходимо получить хорошее прибли­
жение не только сигнало:в hз т ,_,,h, но и их производных 
по времени (см. 1п. 24), то следует обратиться к прибли­
жению порядка m=2, которое при любом числе каска­
дов усилителя дает высокое качество приближения. 

�Методика определения па·ра,метров а'ппроНiсимирую­
щей функции hз2 изложена в § 2, пп. 4-6. Можно убе­
диться в том, что в данном случае выполняется условие 
(2.12) существования .приближения 2-ro порядка. При п 
идентичных каскадах усилителя ( <Эi = е = const') усло-
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-вие (2.12) в соответствии с формулой (3.47) сводится
I< неравенству

.:1, _ а3 _ (п - 1) (п - 2) < .:1, 2 - з- бп2 2,кр,
а, 

(3.57) 

rде согласно формуле (2.14} 
п-1 1 ( Vп) 

12,кр = �·-т 1�7. (3.58) 

Относительная величина запаздь�вщшя tз2 = 1tз2/0 на. 
ходится из кубического уравнения (2.15). В данном слу­
чае выполняется неравенство е1 =i.2/�f >0,5, причем 
).1<1. Поэтому корень уравнения (2.15) выражается 
формулой (2.30), которая nриводится к виду 

n-1
+

4n(n-2) ,..,, n- l 
itaa = -r З(n-1) -n= -2-, (3.59) 

где п,о,следнее пр.иближение ,соотвеТ'сrвует формуле 
'(2.29), причем при л1 <0,5 и е1 >0,55 :погрешность опре­
:деления tз2 менее 10 % . 

Коэффициенты Ь 1 и Ь2 изображения hз2 лепю нахо­
'дЯ'ГСЯ из простых фор.мул (2.19), после чего из формул 
(2.20) -(2.22) определяется функция hз2 ( t) (в ука-зан­
ных формулах следует заменить t на -r:= t/0 и fз2 на 
tз2 = .fз2/0). 

Для иллюстрации на рис. 3.7 показаны точки функ­
ции hз2(11), аiшро1ксимирующей: переходную характери­
сти.ку h-(t) 9-,ка,скадного усилителя, построенной по фор­
,муле (2.21) при следующих значениях параметров: 

't'з2 =4,17; Ь1 = а1 -'t'з2 = 9-4,17 =4,83; 
Ь2 = а2 -а1-сз2 +�0,s-с:

2

= 36-9-4,17 +В,69 = 7, 16. 

Эдесь использованы значения at, выражаемые формулой 
(3.47). 

Непосредственное сопоставление функций (2.21) и 
(3.48) определяет погрешности аппроксимации, которые 
получаются существенно меньшими, чем при т = 1: 

Лhнаиб = 1 h -llв2 lиаиб::::; 0,03 (вместо О, 1 ); 
SФ=О,005 (вместо 0,13); 

&1, ханб�Q,03 (вместо 0,14),
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1-:1,айдем параметры, определяющие граничное значе. 
ние 81г: 

А-1 = а; = �� =0,444 ; .а.2= а; = :: = О, 1152. 
al al 

Из формулы (3.58) находим l2 , кр= О, 1234, откуда 
1: _ л2 _0, 1152_0 933 
"3 - л2, кр - О, 1234 - ' 

Для найден,ных значений параметров из рис. 1.10 на­
х-одим граничное значение «временной» погрешности
аппроксимации 

ко'Гор,ое с�щес'Гвенно больше реальной погрешности 
6·t,наиб = O,O3. Та�юе расхождение 1объяс1Няется тем (,см. 
§ 4, пп. 6 и 10), что в данном случае параметр t4 = a4/c4 
близ,ок к 1, ввиду чего «целочисленное» приближение 
порядка m=2 определяет «дробно-численное» пр'И1ближе­
ние порядка М =1m+1�4, близкое к 3. Как будет показано
в § 4, п. 6, п,огреш11юсть аппрок,симации, ,рассмат,р'И'вае­
мая ,как функция па,раметра �4 (рис. 4.3), проходит через 
минимум в окрестности -�4 = 1 .. 

Для определения в р·а,осматриваемом здесь случае 
величины �4 выч,исли,м значение коэффициента С4 (а за­
од1Но и с5). Подста1вляя ·в равенсттва ( 1.40) !Найденные 
выше значения параметров 'tз2, Ь 1 ·и Ьz, получим 

Отсюда 

= 4 172 
(7 , 16+4, 83 ,4, 17 + 4, 172 )- 134

·
С4 ' 2! 3! 41 � ' 

_
4 l?3 (7 , l 6+4, 83 ,4,17+ 4,172 ) = 158 

С5 - • 3 ! 4! 51 . 

" а.., 126 О " а 5 126 О 8.. 4 =
с:-=134= ,94 ; .. 5= 

с;=т
= 

, . 

Подставляя эти значения в ,оценочную формулу 
( 1.39), найдем расчетное значение «времен1Н6й» погреш­
ности а,ппроксимации: 

8t, наиб�8tг yQ, 95-O,O62 +O,O4 -O,22 +O,O1 =0,026, 
Ч'ГО отличае'ГсЯ •от реального з,начения 6t,наиб � 0,03 ме· 
1Нее чем на 14%. 
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д. дnnрокснмацня снrнаnов, определяемых 
днфференцнаnьным уравнением 3-ro порядка 

13. Приближение hз2 ~h, где изображение
� 1 h = _р_А,_а _,(,....р-) 

(3.60) 

представляет не1юторый часТ1Ный ,интерес, поекольку та­
кие сц,rnалы дов,ольно ча,сто встречаются на практике, 
и, кро'Ме ·юго, представляет также и осо,бый интерес, так 
как получающиеся rrpи таком при1ближении .по,грешности 
аппроксимации определяют верхние границы воз1можных 
поr�решностей ( см. § 4, п. 7). Поэтому ,сопоставление ,в е­
л и чин граничных погрешностей, 1Нююдимых из пред­
ставленных на рис. l.8-l.IO графиков, ,с х ара к т е р о м
этих погрешностей, наглядно вьшвляемым из приводи­
мых ниже ,иллюстраций, .полезно для выработки точки 
зрения о практической шриемлемости ·юй или иной вели­
чины пo�pffillнocти приближения. Эти иллюстрации инте­
ресны также в ,отношеJНии сопоста1вления пог,решностей 
ра•знаго в и д  а («временн6й», «амплитуд11-юй» и др.) на 
,конкретных при'Мера-х, ·в которых при задан,ных значе­
ниях пара,метр1ов л1 и л2 эти п.огрешности Пlредельно ве­
лики. 

14. На рис. 3.8 пунктирными линиями .показаны гра­
фики 1ои11нал,ов h, изображения которых вида (3.60) ха­
рак11еризую11ся одной и 11ой же величиной парам�тра ;1, 
но раЗЛ'ИЧJными зна,чения,ми параметра �з- Все такие сиг­
,налы а·ппроксимирую11ся одной функ,цией hз1 (т= l), 
показанной на р,ис. 3.8 .оплошной линией. 

При ъз = 5,17 ,в сигнале ощу1штельно проявляется ко­
лебательная составляющая, и хотя s1 � l, но вследствие 
tэ>'l приближение h3 1 ~ h нельзя признать удовлетвори­
тельным: наибольшая «амплитудная» погрешность 
Мнаиб = О, 16; погрешность определения междециального 
времени 6Ф~О,85; наибольшая «временная» погреш­
ность �t,наиб=О,7 (,она, получается на верхней границе 
междециального интервала, т. е. ,на ур,овне 0,9 hmax). Но 
УЖе при �3·�'3 все погрешности ('при раос·матр'Иваемом 
низ,коrм значении 6 1) ста11ювя11ся умеренными. Та-к, при 
tз = 2,59 (хотя здесь еще за,метно проявляется колеба­
тельная составляющая) ·погрешности ,Лihнаиб� 0,08, 16Ф = 

"'=0102 и 16t,наиб=О1 19 ( 1это значение, по·лучаемое на ниж-
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ней границе междециального интервала, т. е. на уровне 
О, 1 l!max, близко к значению погрешности на верхней 
границе интервала). При дальнейшем уменьшении �з ко. 
ЛЕ:'бате.11ьная составляющая сигнала станови'Гся мало. 
ощутимой, и при �з<2 сипiал изменяется М'онотонпо. 
В приводимом на рис. 3.� графике, соответствуIQще�т 

/J 

Р,9 

Q,8 

O,'f, 

Ь,8 
;. ( 

p/f+f, 1р +0,2р1 +a3p'J' 
r,•ZA,=laz/af :/(J,JJ, 

0,5 i-----1--,-..,....------1 • e·O,Zp 

h1, .. p/1+(J,9p) '
О,'1( 

- - -rs= 5, 17 

O,J. ------r1=2. и 

O,Z . . . .. .. •··'f:з= 1, Оч

-·-·-�
3

= 0
0,1 

о t;1 _0,5 1 1,5 2 J,5 t 

Рис. 3.8. Влияние параме'l)ра �з= аз/сз (сз=О,0193) на качество при-. 
ближения (m=l). 

�з = 1,04, .погрешности аппроксимации близки к :vшнп­
маль'Но возможным (при данном значении s1): Лhнаиб = 

=0,03; 6Ф=:::О,02, 61,наиб=О,05 (эт.9 значение получается 
внутр и междециального ,щпервала). При еще большем 
уменьшении �з п,огрешности возрастают (зависимости по· 
rрешностей от ъз имеют вид U-образных .кривых, пока­
за1Н1НЫХ на рис. 1.8 и 1.9). При {;3 =0 погрешности 
Лhнаиб�О,07, Ьф�О,05 и Ьt,наиб = О,IS (это значение по· 
лучае-ося 1Н а уровне О, 1 hmax). 
1!4 



Для приближений 1-го n•орядка, характерно оtмечен-
110е выше положение: при �з> 1 наибольшая «•времен­
gая» погрешность аппр,ок,сим·ации получается на :верхней 
границе междециалыного интервала, в окрестности (з = 

""'1- внутри указанного интер1вала, а при �з< 1 - н� 
пижней границе интер,вала. Величины погрешностей дру­
гих видов либо уступают, либо близюи .к потрешности 
1',z ,наиб, которая достаточно надежно -( с погрешностью
,-,,10%) определяется из график,ов, представленных на 
рис. 1.8. 

0,8 

11'. 1 о,бt---+--+--��-+-----1 р('1 + :Jp + 'f p z + 2 р r) ' 

s, 20,89, rу 2О,б; sz =0,б; 
О,ч�---т-�+-�/--+---+-----� 

11 _ 1 -zp 
, 'J'- pft+p} е , 

t---,-----,,'++-+---+---1 А е - o,6up 

h;z
= 

р/1+2,Jбр+2,29р2) 

о 2 з � Г о  7 8 9 t 

Рис. 3.9. Аппроксимация почти моно-гuнно изменяющегося сигнала
h(t) функциями 1-го и 2-го пQрядка приближения. 

15. Из приведенного в п. 14 примера не следует за­
ключать, что при монотонном изменении сигнала h(t)
погрешности аппроксимации не могут бы-гь значительны­
ми или даже большими. Для иллюстрации этого поло­
жения на рис. 3.9 ,сплошной линией изображен график 
практически монотонно изменяющегося сигнала 
h (hmax

= 1,027, hm1n = 0,99). Здесь приближение h3 1 ,..._,•h 
Нельзя призна-гь удовлетворительным: �t.наиб = О,6 (на 
уровне О, 1 hmax), �Ф = 0,37 и Лihнаиб = О, 16. Э'Го обусловле­
_Ио слабым .выполнением неравенства s 1 < 1 и существен­
lJОЙ ,величин,ой разности l l---1�зl. К такому же rвыводу 
МIОЖIНо прийти из ра,осмотрения графююв, приведенlНЫХ 
на рис. 1.8 и 1.9. Вполне удовлетворителыный ·результат 
� данном случае получается при пр.иближении 2-го по­
рядка. Здесь .погрешности аппроксимации :весьма малю 
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6t,паиб
= 0,07 (на ур,овне 0,1 hmax), �Ф=О,023 и Л:hнаиб ""' 

= 0,022. 
16. Естественно, если колебательная с,оставляющая

сигнала проявля·ется достаточно силЬ1Но, то приближение 
1-го порядка �не ,может ,быть удовлетво,рительным. Но для
такого за:ключен,ия не требуется ·предварительное выяс.
нение х·арактера сигнала h (t) (ч110 не просто сде.11ать по
данным изображения h). Во ,всех случаях правильную 

h 

л 1 

0,8 t--t--+--...-., -- 11_= p(f•Jp •6р2 •LfpЗ) 
t--t--t---Н'----1 

0,6 52
= 0,4Н, J.1"= 2/3 

1----t--t-�--t--1 

О.ч 1----t--t-___ _,_., 

---h =1.e·Jp 
J-0 {} 

" е-о,12р 

• • • • 
11"J"2 = p(1•2,18p•J,88pZ) 

О 1.4---!--'-...J.._.L......Jбs---+8 -+-10,---.\12.---:1\-11 -,1:':6--:";18,--t:-' 
h 

1,2 

1,0 

0,8 

0,6 

о,ч 

0,2 

о 

с- '?!}О 
ц_ 

• 

1 

1 

---!-
1 1 

1 

1 J 
I_} 
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Рис. 3.10. Аппроксимация колебательных сигна­
лов (m=2). 

ори:ентировку ,в выборе 1нуЖ1Ного порядка приближения 
дают приводимые 1на рис. l.8--11.10 графики. Кроме того, 
уже при заме11Iюй значимости ·1юлебательной составляю· 
щей сигнала не выполняется у.сло.вие (2.11) существова· 
ния приближения 1 "'ГО .порядка. Для иллюстрации: этого 
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n,оложения на рис. 3.10 приводятс5t tрафики двух сигна­
лов, 'В которых заметно проя·вляется к,олебательная с-о­
ставляющая. Уже при ·срав!Нителыно небольшой величине 
,вьrброса hвыбр= О, 15, получаемом на верхнем графике, 
условие (2.11) не 1выполняется: л 1 

= 2/3>� 1 ,ир= О,5. Тем 
более не ,выполняе11ся условие (2.11) во втором сигнале 
(л 1 = 5/ 4). Но ,в обоих -случаях выполняется условие (2.12)
существования приближения 2-ro рорядка (s2

= л2/1Л2,ир<
< 1, где л2,ир= л1-1/з, а л2 = аз/а1 

пр,инимает значения 
4
/27 на ,верхнем nрафике и ½-,на нижнем). В данном 

.случае вв-иду доста11очно сильного :выполнения неравен­
ства s2<'l погрешности аппроксимации не ,велики при 
любом значении параметра � 1 (см. рис.· 1.10). Действи­
тельно, при аппроксимации ,сигнала, представленного на 
�ерхнем ·графике, где s2 = 0,444, поnрешность 161,наиб = О,08, 
а при аппрок-симации дру;г.оr,о ,сиrна·ла, для которого s2

= 

=0,545, поnрешность ,61,наиб = О,12. Другие виды погреш­
ностей здесь у.ступают «временной» погрешности (или 
близки к ней). 

17. На рис. 3.11 иллюстрирует,ся приближение hз2 ~/i
двух ,существенно колебательных ·сиnналов. Здесь усло­
вие (2.11) не выполняется, а у,сл·овие (2.12) вьшолняе'Гся. 
Параметр s2 в обоих случаях принимает близкие значе­
ния (0,78 и 0,75), но значения параметра tЛ 1 ра-зличны 
( 1,74 и 2,75), что при значительной :величине sz>0,5 име­
ет существенное значение .( см. рис. 1.10). Поэ11ому вели­
чины погрешности 61,наиб п.ри ра,ссматриваемых прибли­
жениях получаются различными: О, 19 на рис. 3.11,а и 
О, 11-на рис. 3.11,6 (в обоих случаях эти по-грешности 
получаю11ся на уравне 0,1 hmax). Другие виды погрешно­
стей здесь близки к «временной» погрешности. Качество 
приближения можно считать удовлетворительным 
(рис. 3.11,а) и хорошим ( рис. 3.11,6). 

18. На ,рис. 3.12 иллюстрирует,ся приближение hз2 ~ h 
слабозатухающего колебательного ,сиr,на,ла h (hmax

= 1,85, 
hm1n = 0,21). Хотя параметр s2

= 0,97 здесь близок к пре­
дельному значению (при s2 = 1 приближение 2-го поряд­
ка не существует, так как нарушается условие диссипа­
тивности приближенного решения), тем не менее из-за 
большой величины параметра �1 = 4,21 � 1 погрешности 
аппроксимации не велики: 61,наиб = О, 14 (на, уровне 
О, 1 hmax); примерно такую же величину имеют «ампли­

,тудная» погрешность и погрешность определения вели-
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чины «выброса». Заметим, попутно ( см. рис. 1.10), что 
с уменьшением Jc 1 погрешность аппроксимации при е2 � 
::::: 1 возрастает, стремя,сь к очень большой ,величине 
(при s2 = 1-к оо) при л1�,5. 

19. С целью упрощения анализа переход,ных процес­
сов в схемах, описываемых дифференциа-льным уравне-

h 
л 1 

(61--+--t-1�-i h• p(t•t,l1p •3,1/р2•3р3) 
л ·1,7'1; -о, 78; ,н Ql 
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Рис. 3.11. Аппроксимация существенно ко­

лебательных сигналов (m=2). 

нием 3-.го (или более :высокого) порядка, иногда, о б  ъ­
е д и н  я ю т  некоторые элементы •схемы, разделенные 
между собой «малосущественным импедансом». Так, на· 
пример, в представленной на рис. 3.13 ,схеме, встречаю­
щейся при анализе процеосов в импульсных трансформа­
торах, объединяют паразитные емкос11и С1 и С2 .в одну 
емкость С= С1 + С2, шунтирующую на•грузочное сопро-
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rивление ,R2. Таким путем задача ,сводится ,к нахождению
реше�ия дифференциального у.ра:внения 2-ro ,п:орядка.
В деиствителыности же пере:�юдная хара.кт.еристика схе­
мь1 определяется опера1ци,оняым ура,вн·ением 

где

~ 1 
h= р (1�+ a11f.+ а2Р2 +JaaPa)' 

(3.61)

а1 = 0+ 
R

��
2 

(С1+С2); 0= Ri� R2 

a2 = 0(R1C1+R2C2); aз = 0R1C1R2C2,

Упрощение уравнения (3.61) может быть дос11игнуто
не путем объединения ем:1юстей (чrо основано на каче­
ственных представлениях и не всегда• допустимо), а при­
менением приближения hз2 ~ h 2-го порядка. Тем самым
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Рис. 3.12. Аппроксимация слабозатухающего колебательного сигна­
ла (m=2). 

задача также сводится к нахождению решения диффе­
ренциальн·оrо уравнения 2-го порядка, IНО полученное та­
ким путем .решение hз2 будет тоЧiНее решения h~ (,прав•
да, для этого потребуе11ся найти запаздывание tз2). 

На рис. 3.13 сплошной линией показан график пере­
ходной характеристики h, выражающей точное решение
Уравнения (3.61). а пунктирными линиями показаны
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упомянутые выше функции hз2 и h_ для случая, когда 
при R1 = R2 выполняют,ся равенства R1C1= R2C2

= e. Тогда 
а1= 2<Э, а2

= 2<Э2 и аз=l<Э3
, откуда 

, а2 1 , , а3 1 < , , 1 

"'1- 2 - 2 -л1,кр, "'2- 3 - 8 "'2,кр-"'1 3 · 
а1 а1 

Следовательно, условие (2.11) здесь не выполняется, но 
выполняется условие (2.12) существования приближения 
liз2~h, причем значения Л.1= O,5 и s2

= Л2/л2,нр= О,75 опре­
деляют из представленных на рис. 1.10 графиков уме­
ренную величину погрешности бt, наиб = О,168. 

Рис. 3.13. Сравнение упрощенных слособов анализа переходного 
процесса в схеме. 

Для определения запаздывания fз2 оцениваем в со­
ответствии с методикой, изложенной в § 2, п. 6, величину 
s1 

= l2'l� = 0,5 .

Поскольку это значение является критическим, из 
формулы (2.28) находим приближенное значение tз

= 

=0,78, и после нахождения поправки из формулы (2.26) 
(что, вцроч:м, не обязJЭ.тельно) .припимаем t32 =O,750, 
l,QQ 



Далее из формул ( 2.19) находим параметры изобр�же­
ния ( 2.2 0): 

Ь1 =а1 -,tз2=11,25 е, 
Ь2 = а2 - а1tз 2 + O,5t:

2 
= �; 02

, 

определяющие решение hз2(t), выражаемое формулой 
( 2.2 1). 

Из рис. 3.1 3 видно, ч-то решение h32 дает существенно 
более точный результат сравнительно с решением h~. 
Действительно, при приближении h32~h получаем 
бt, наиб = О,17 (вместо 0,3), �Ф = О,15 (вместо 0,35) и 
Лhнаиб = О,07 (вместо 0,1). 

При некоторых других соотношениях параметров по­
казанной на рис. 3.1 3 •схемы (или при усложнении схемы 
включением индуктивности намагничивания, шунтирую­
щей емкость С2) эффект приближения hз2~h может 
быть еще более значительным. 

Е. Аппроксимация сиrнаnов, определяемых 
изображением сссnожноrо)) вида 

20. Здесь имеются в виду сигналы h, «сложные» изо­
бражения :которых выражаются дробно-рацион,алы-юй 
функцией (2.1). 

В виде первого примера рассмотрим сигнал, изобра­
жение которого 

1 +2р +зр2 

где а'1 = 9; а'2 = 36; а'з = 84; а14 =а\= 1 26; ... а'9 = 1. 
В соответствии с формулами 1(2.2)-(2.3) можно за­

писать: 

где 

fi= i 
рАОО (р) 

а1 = a'i - g' 1 = 9 - 2 = 7; 
а2 = a'2-g\-.g'1a1 = 36-3-2-7 = 19. 

Далее, учитывая, что g'з = g',. = · ... =0, имеем 
ai = a'-1-g'z.Щ.-3,-g'tai-11 

lOj 



опуда 
аз = 25; а4 = 119; а5 = 13; ав = 1; 

а1 = -5; ав = 16; a9 = -l6. 
Так как при i>9 коэффициент а\ = 0, то далее 

ai = -g'2ai-2-g'1ai-1 = (-l)i16. 
В данном случае отрицательные значения коэффи­

циентов появляют-ся при высоких номерах i>6. Поэтому 
в задачах приближения hзm~ h (т::::;;5) можно пользо­
ваться стандартными методами (как и при изображе­
ниях «простого» вида). 

Обращаясь к I'Iриближению 1-го порядка, замечаем, 
что параметры 

л1 - а;-1: ::::::0,388 и �1 - л "
1 

- 2л1 -0,775
al 1, Кр 

удовлетворяют условию (2.11) существования такого 
приближения. 

Параметры аппроксимирующей функции hз1, выра­
жаемой формулой (2.10), -находятся из форм;ул (2.8) 
и (2.9): 

Ь1 = у' а� - 2а2 = У 49�-�38 
= 

3,31; 

fз1 = al -:ьl = 7 - 3,31 = 3,69.
Функция hз1(t) изображена пунктирной линией на 

рис. 3.14, где приводится также график сигнала h (t). 
Как видно, погрешности аппроксимации, рассматривае­
мые в § 1, п. 12, получаются здесь умеренными: ,6Ф = 

=0,128, 161, наиб = О,193 и Лhнаиб = О,1; последние две по­
грешности относятся к уровню h =0, 1 hmax- Как и ·следо­
вало ожидать (см. § 1, п. 14), реальные значения по­
грешностей меньше граничных значений. Действительно, 
находя значение выражаемого формулой (1.34) коэффи-
циента 

t;1• ( 2 \ З,692, ( 2 3 ) 0 
Са = т a1-3 fs1 =� 7-3 _

,69 =3 ,8 
J . ' 

' 

и определяя параметр �з=аз/сз=О,812, из приведенных 
на рис. 1.8 и 1.9 графиков находим граничные значения 
погрешностей: 

8tг = Фt1 (С,,�е1) �0,3; SФr = ФФf(С,, е1) � О, 18. 
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Сравним реальное значение «временной» поrрешно­
с1·и с расчетным. Для этого из формул (1.37) вычисляем 
значения Cz. = 35,4 и С5 = Зl,З, откуда �4 =а4/с4 =0,536 и 
Ь5 =а5/С5 = 0,415. Подставляя эти значения в оценочную 
формулу (1.36), получим 

8t, наиб = 8tг V0,7 ,0,4642 +0.1s.o,585 2 +0. 12 = о, 172, 

что отличается от р·еальноrо значения 0,193 только 
. на 11 %. 

1,'- 1•2p + Jp2 

� 
p(f•p)9 1-- -1--t---

� ..... 
- h(t)

r..? - -- hr,(t)Щ;З,69
• • h"2(t)(tп-1,9't) �'l

,� 
,j 

✓ 
. 

t,z .)/ 
� i_1}11

о r 2 3 t+ 5 6 7 8 З 10 11 1Z 13 t
Рис. 3.14. Аппроксимация «сложного» сигнала 

(m=l и2). 

!,О 

О,З 

0,8 

о. 7

О.• 

�5 

0,1/ 

0,3 

0, 2 

0,1 

о

В рассматриваемом примере выполняетсл также 
условие (2.12) существования приближения 2-ro по­
рядка: 

�2=�= 0

0,odgз=0,81 < 1,
/\2,кр , 

где ')..2 = а3(а� = 0,073, а ')..2 , кр= 0,09 

находится из формулы (2.14). Как указывалось, в рас­
сматриваемой задаче приближения применимы стан­
дартные методы нахождения параметров изображения 
-

hэ2, изложенные в § 2, пп. 4--6. 
Так как величин� параметра е1 = ')..2/').� � 0,5, т. е. она 

близка к критическому значению, то находимое из фор-
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мулы (2.28) значение fз= 1,8 принимаем за приближен­
ную величину запаздывания. Находя из формулы (2.26) 
поправку, принимаем tз2 = 1,94 (более точное значение 
равно 1,95). Далее из формул (2.19) находим параметрьr 

из·ображения hз2: 
b1= a1 -tз2=7-l,194= 5,06, 

Ь2=а2 -а1tз 2 +О.Бt:
2
= 19 -7-1,94+ 1,9=7,3,

определяющие аппроксимирующую функцию hз2(t), вы­
ражаемую формулой (2.21). Точки этой функции пока­
заны на рис. 3.14. Как показало достаточно точное срав­
нение функций h: (i) и h02 (,i), наибольшая «временная 
погрешность аппрок·симации получается здесь весьма 
малой: бt, наиб =0,016 (вблизи уровня h = О, 1). Это значе­
ние существенно меньше находимого из рис. 1.10 гранич­
ного значения бtг= Ф12Р,1, ·s2) =Фt2(0,388, 0,81) :::::0,11, 
что в соотвествии с изложенным в § 1, п·. 16, объясняется 
весьма малой величиной разностей / l-�4/ и / 1-�s/. Дей­
ствительно, находя из формул (1.40) значения коэффи­
циентов С4 = 20,8 и С5 = 12,5, получим �z. = a4/Cz. = 0,914 и 
�s=as/cs= 1,06. Подставляя эти значения в оценочную 
формулу ( 1.39), найдем расчетное значение 

8t, наиб �8t1· 'JI0,95-0,Q862+ O,Q4.Q,062+ 0,01 = 0,014, 

которое отличается от указанного выше реального зна­
чения погрешности на ~ 13 % . 

21. Рассмотрим сю-нал, изображение которого
( «сложного» вида) 

1 +Р+О,5р2 
р (1 + р)4 

В - соответствии с формулами (2.2)-(2.3) это изображе­
ние приводится к «простому» виду: 

- 1 1 
h= рАоо(Р) p(l +а1р+а2р2 +ааРз+ ... )'

коэффициенты которого (находимые аналогично указан­
ному в п. 20) имеют следующие значения: 

а1= 3; а2= 2,5; аз = О; а4= -0,25; а5=0,25 
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(величины остальных коэффициентов не нужны для 
дальнейших расчетов). В данном случае выполняется 
усювие (2.11) существования приближения 1-го поряд­
ка и 

А-1 = а; =: \
5 

= 0,278; el = � = 2.А.1 = 0,556.
а 1 

1, кр 

Параметры аппроксимирующей функции ha1, выра­
жаемой формулой (2.10), находятся из равенств (2.8) 
и (2.9): 

V 2 

.-
Ь1 = а 1 -2a2

= V9-5 = 2,
fз1 = а1 -Ь1 = 3-2 = 1. 

На рис. 3.15 изображены графики функций h и ha1, 
Погрешности аппроксимации, определяемые согласно из-

Рис. 3.15. Сравнение различных способов приближения «сложного» 
монотонно изменяющегося сигнала (m=l и 2). 

ложенному в •§ 1, п. 12, оказываются здесь весьма значи­
тельными: 

бt,наиб=О,52; 6ф=0,1; Лhнаиб= О,14. 
В отличие от имевшего место в рассмотренных выше 
примерах здесь погрешности аппроксимации в ы ше гра­
ничных значений бtг и бфг, Действительно, учитывая, что 
�=аз/ Сз =О, из рис. 1.8 и 1.9 найдем 

1�1.�: = Ф11(:;з, 61} = 0,-13; бфг = ФФ(;з, 61) =0,11. 
lQq 



Tat. ой результат объясняется тем, что в данном •случае 
коэффициент а4<0, а коэффициент as�cs, и, следователь. 
но, не выполняется условие (1.32) (см. § 1, пп. 13 и 114). 

Сравним найденное выше реальное значение «вре. 
менн6й» погрешности •С расчетным. Определяя из равен. 
ства (1.37) значения С4= 0,375 и Cs = 0,0916, по.'lучим �4= 
=-0,666 и �s = 2,73. Подставляя эти значения в форму. 
лу ( 1.36), найдем 

81, наиб::::: 8tг V0,7- l ,6662 + О, 18, 1,732 + о, 12 =
= 0,43-1,61 = 0,67, 

что превышает найденное реальное значение 0,52 на 
~29%. 

Несмотря на большую величину погрешности 61, наиб,
аппроксимирующая функция hз1 может оказать·сн в ряде 
задач приемлемой, так как эта погрешность относится 
к уровню h=0,1, а на более высоких уровнях она быст­
ро уменьшается (при h>0,2 ,6,1 <0,14). Такое положение 
обусловлено значением �з = О (см . § 4, п. 8). Если заве­
домо известно, что аппроксимирующая функция исполь­
зуется на высоких уровнях li>0,5, то еще лучший ре­
зулы:ат приближения достигается по «способу производ­
ной» (,см. ,§ 2, п. 10). Учитывая, что в рассматриваемом 
примере коэффициенты g'o = 1, g'1= 1 и g'2=0,5, в соот­
ветствии ·с формулой (2.44) получаем та·кое выражение
аппроксимирующей функции 1-го приближения: 

h (t) _ h' (t) + dh'в1 + l d2h'з1 
dl - 31 -Л- 2 ci""f2' (3 .62) 

где функция h'з1 (t) представляет собой приближение 
h'з1 ~ h', причем изображение вспомогательной функции 

h' = (1 + ' � + ' 4) (1 � )4 ·р а 1Р . . .  а 4р Р р 

Определяя стандартным путем параметры функции h' 81: 

b'1 = V(a11)2-2a' 2
= V16-12=2; t'з1=а'1-Ь'1= 2 , 

получим 
h'

31
=(l-e-<t-2>12)-l (t-2).

ПодстаВJiяя это выражение в формулу (3.62), получим 
hd1 (t)= 1-0 ,75e-<t-2>12• 1 (t-2).
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График функции hdt также изображен на рис. 3.15, 
причем при t<t'з1 = 2 этот график ориентировочно про­
должен (пунктирной линией) с учетом того, что в точке 
t=O как сама аппроксимируемая функция h(t), так и ее 
первая производная равны нулю. Из рис. 3.15 видно, что 
в области t>t'з1 (точнее, t> 1,4t'з1) функция hd1 весьма 
хорошо аппроксимирует функцию h (t). 

Рас.смотрим приближение hз2,.._, h 2-го порядка, что 
в данном I<онкретном случае представляет специальный 
интерес, так как соответствующее этому приближению 
запаздывание fз2 = 0. Это обусловлено тем, что коэффи­
циент аз = О, а tз = tз2 - н а и м е н ь ш и й  вещественный 
корень уравнения_ (2.15). При tз2

= 0 нахождение параме-
тров изображения h32 из равенств (2.19) упрощается: 

Ь1 = а1 = 3; Ь2=а2 = 2,5. 
Эти параметры определяют функцию hз2, выражае­

мую формулой (2.21), которая в данном случае стано­
вится незапаздывающеii (hз2 = ,hз2). Точки функции 
hз2(t) показаны на рис. 3.15. Здесь погрешность аппро­
ксимации весьма мала и ею можно практически пренеб­
речь. 

22. Расс_мотр�им сигнал, изображение ·которого
( «сложного» вида) 

h- G'2(P) . 1 +g'1P+g'2P2 
• (3 63)

- pk4 (р) Р (1 + а'1Р + а'2Р2 + а'аР3 + а'4р4)' · 

значения коэффициентов g't, g'2 и a'i приводятся на 
рис. 3.16. В соответствии с формулами (2.2)-(2.4) изо­
бражение (3.63) приводится к «простому» виду: 

h-
1

-------- (3.М) - рА
оо

(Р) р (1 + а1р +а2р2 + ааРа+ ... ) ' 

где интересующие нас первые 5 коэффициентов (находи• 
мые аналогично указанному в п. 20) имеют следующие 
значения: 

а1 = 1,8; а2 = 5,16; аз = •2,44; а4 = --4,76; as=-0,12. 
В данном случае отрицательные значения коэффициен­
тов ai появляются уже начиная с номера i=4, что долж­
но существенно повлиять на погрешность аппроксима­
ции, и в этом смысле рассматриваемая задача интересна 
для контрольной проверки точности оценочной форму­
лы (1.39). 
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Параметры изображения (3.64) не удовлетворяю·r
условию ,существрвания приближения 1-ro порядка, но
удовлетворяют условию существования приближения
2-ro порядка. Действительно, 

А1
= а; =

5
1•�� = 1,595>-2

1; A2,Rp=A1 -+=1,262;
а1 

' 

Так как е1 
= ;!,2/;t� = О, 164 � 0,5, то cor ласно формуле

(2.28) запаздывание аппроксимирующей функции ,hз2
2-го порядка приближения 

tз2 = :: [1+т+ е1 (1- �')+···]�

2• 44 1 09~0 r:::1i::: 
� 5, 16 ' = ,

О О
.

Остальные два параметра этой функции находятся из
равенств (2.19): 

Ь1 = а1 - tз2 = 1,285; Ь2 = а2 - a1t32+0,5t2 
= 4,366.

J2 

Найденные значения определяют функцию hз2, выра­
жаемую формулой (2.21). График этой функции показан
на рис. 3.16 мелкопунктирной линией; сплошной линией
показан график ·сигнала h. Из сравнения функций h и
hз2 определяются погрешности разного вида (см. § 1,
п. 12): 

Лhнаиб = О, 11; 8t, наиб= 0,35; 8выбр = Д
h
h
выбр = 0,068.

выбр 

Как видно, особенно значительна наибольшая «времен­
ная» погрешность аппроксимации (получаемая на уров­
не h= 0,lhmax

= 0,134), которая почти в 10 раз превосхо­
дит находимое из рис. 1.10 граничное значение 

81г = Фt2 (;ti, е2) � Ф12 ( 1,56; 0,332) = 0,042.

Такой результат обусловлен отрицательными значения­
ми коэффициентов а4 и а5. Действительно, находя из
формул (1.40) величины коэффициентов С4= 0,61 и cs = 

=0,103, получим �4= а4/С4= •-7,82 (!) и �s= as/cs= -1,16.
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f1одставляя эти значения в формулу ( 1.39), найдем ра�­
четное значение: 

81, нанб � 8tr Ji'0,95 · 8,822 + 0,04-2, 16 2 + 0,01 =

= 0,042-8,6= 0,36, 
что почти совпадает с полученным выше реальным зн_а­
чением погрешности. 

В реализованном выше приближении запаздывание 
(32 мало ( а1 � fз2«: f а2), а разность ·степеней полиномов 
A',i (р) и G',.(p) в изображении (3.63) п- r = 4-2=m.

h 
m•2 

f,t 

о 2 6 8 10 12 tч t 

Рис. 3.16. Сравнение различных способов цриближения «сложного» 
колебательного сигнала. 

В соответствии с изложенным в § 2, п. 9, при такой си­
туации удовлетворительный результат приближения мо­
жет быть получен при использовании н е  з а п  а з  д ы в а­
.ю ще й аппроксимирующей функции hэ2 2-го порядка 
приближения. Изображение такой функции 

рВ'т (р) 
(3.65) 
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где принято во внимание, что оптимальное cootнotiieiHte 
(2.39) выполняется:, если степень полинома &'s(P) S=O.
В этом случае коэффициенты изображения (3.65) нахо­
дятся из прость!х уравнений (2.41): 

b'1 = a1 = l,8; Ь'2 = а2=5,16. 
График незапаздывающей аппроксимирующей функ­

ции hэ2 показан на рис. 3.16 крупнопунктирной линией. 
Как видно, «временная» погрешность аппроксимации 
в этом случае существенно уменьшается, но ·сильно воз­
растает погрешность определения величины «выброса» 
до значения •6выбр = 0,265, которое почти в 4 раза больше 
полученного выше. Тем не .менее применение незапазды­
вающей функции hз2 ( особенно учитывая простоту опре­
деления параметров этой функции) может оказаться
предпочтительным в целом ряде задач, в которых аппро­
ксимируемая функция h отличается отмеченными выше 
особенностями. 

Если заведомо известно, что аппроксимирующая 
функция должна использоваться в области достаточно
больших времен, то наилучший результат пр1иближения 
получается по «спос-обу производной» ( см. § 2, п. 10). 
В соответствии с формулой (2.44) получаемая по этому 
методу аппроксимирующая функция в рассматриваемой 
нами задаче принимает вид 

h h, +dh's2 +2d2h's2 
d2 = з2 � �• (3.66) 

где вспомогательная з а п а з д ы в а ю щ а я  функция h'з2 
представляет собой приближение к вспомогательной 
функции h', изображение которой в соответствии с изо­
бражением (3.63) имеет вид 

h'- l 
- p(I + 2,Вр + 8,96р2 + 11,2р8 + 8р4) • 

Находимые стандартным путем ·параметры изображе­
ния h'32 имеют значения: t'з2 = 1,56, Ь'1 = 1,24 и Ь'2 = 5,8. 
Эти значения в соответствии с формулами (2.20)-(2.22) 
определяют вспомогательную функцию 

h'32
= [ 1 _-e-cxt' ( cosrot'+ : sinwt')] • l(t'), (3.67)

где t'�t-t'32 ; а.�0,109 и ro:::::::4,05. 
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Подставляя выражение (3.67) в равенство (3.66), по­
дучим искомую функцию 

hd2 = [1 - e-1J.t' (0,649 coswt' -0,07 sin(!)t')] • 1 (t'). 

Конструктивная сложность этой функции не выше 
сдожности функции (3.67). На рис. 3.16 показаны точки 
аппроксимирующей функции hd2- Как видно, в области 
t> 2t'з2 погрешность приближения hd2 ~ h весьма мала.

.,,с.:: � ·, 
1,6

1;1�· 
J • 

1,1+ 
h

1-z, . /,j • 1/ 

1,2 

)/ 1,0 
i�
" 

0,8 
11 0,6 

VI 

·- -----------

,_-,.. 
h= 

1 • 0,315р •О,бч5р 2 •0,06Sp J 

'\ 
� р(1•0,5р • 4,29р 2 •D,Sp 3 •p�) 

,·, r\ ' 

' \ \ 
1\ \ �1/ 

hэг

\ \\ О/ 
hd2 J

I 

''�"' / 
" , 

-· t, ... . 
-�---- --�-

""'.!С -·
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о,� t12 
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-�_, 
�,
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� k---1 2 J r+ ,5 б 7 8 9 1О 1/ •О 73 t,� 

Рис. 3.17. Сравнение различных способов приближения «сложного» 
колебательного сигнала цри ta2<0 (m=2). 

23. Рассмот,рим сигнал, изображение которого
( «сложного» вида) 

1; _ G'a(P)
- pA',i,(p)

(3.68) 

(значения коэффициентов этого изображения приводят­
ся на рис. 3.17). В ·соответствии с формулами (2.2)­
(2.4) изображение (3.68) приводится к «простому» виду: 
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где интересующие нас первые три коэффициента прини­
мают значения: 

, a1 = a't-g'1 = 0,5--0,315= 0,l85; 
a2 = a'2..:._g'2-g"1a1 = 4,29-0,645-0,3Г5. 0,185= 3,587; 

аз=а'з-g'з-g'2а1-g'1а2= 
= 0,5-0,065-0,645 · о, 185-0,315 . 3,587 = -0,814. 

Здесь уже коэффициент аз принимает отрицательное 
значение. Это в данном случае является особенно суще­
·ственным, поскольку условие реализации -приближения
1-го порядка не выполннется (л1 =а2/аt2~100»0,5), и
следовательно, диссипативное решение hз2 2-го порядка 
приближения получается только при от р и  ц а т  е л ь  н о м 
запаздывании ( см. § 1, п. 20). И действительно, если при 
полученных выше значениях коэффициентов ai найти 
наименьший по абсолютной величине вещественный ко­
рень уравнения (2.15), то окажется t з2 =-0,211. Бели, не 
обращая внимания на дефектность такого значения tз2 , 
найти из равенств (2.19) значения коэффициентов 

Ь1 =a1-tз2 = 0,l85+0,21 l = 0,396, 
Ь2 = а2 - а1tз2 + 0 ,5t:

2 
=

=3,587 +o,1s5.o,211+о,Б.0,211 2 = 3,648, 

определяющих изображение h32 , то в соответствии с форму-
лами (2.20)- (2.22) ·.запаздывающая" аппроксимирующая 
функция будет иметь вид 

h32 = [l - е -o;.
t
' ( cos <uзf' + �з sin w3t')] · l (t'), (3. 70) 

где t'=f-tз2; аз= О,0634, ffiз= 0,562. 
График функций (3.70) изображен на рис. 3.17 (круп­

нопунктирной линией), где также показан (сплошной 
линией) график исходного сигнала h, содержащего две 
колебательные составляющие с резко различными часто­
тами колебаний, характеризуемых различным затуха­
нием. 

Хотя величина отрицательного запаздывания tз2 аб­
солютно не велика и приближение /�з2 ~ h можно при­
знать удовлетворительным, но применять аппроксими­
рующую функцию hэ2 все же ттецелесообразно, т1щ как 

. . 
' .. 
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более точное, в общем, прибл,ижение достигается в рас­
сматриваемой задаче с помощью н е  з а п а з д ы в а ю­
ще й функции hэ2~h, которая определяется и конструи­
руется более просто. 

Поскольку в данном случае разность степеней поли­
номов изображения (3.68) удовлетворяет неравенству 
п - r = 4-3 = 1 < т, то в соответствии с изложенным 

в § 2, п. 9, изображение hэ2, удовлетворяющее оптималь-
ному соотношению (2.39), должно иметь вид 

Ji - 8'. (р)з2 - рВ'т (р) 

При этом коэффициенты данного изображения должны 
удовлетворять равенствам (2.42), откуда: 

, - - ат+1 - - аз - 0, 8 14,_о 227·е 1 - - - з 587 ' '
ат а2 ' 

Ь'1 = а1 +е'1ао = 0,185+0,227 • 1 =0,412; 

b'2 = a2+e'ta1 = 13,587+0,227 • 0,185 = 3,63. 

Оригинал изображения (3.71) имеет вид 

h32 = 1 -e-r,.t (cos тt-0, 111 sin wt), (3.72) 

где а=О,0568 и (1.) = 0,522. График функции (3.72) пока­
зан на рис. 3.17 мелкопунктирной линией. В области 
t> 2 приближение hэ2 ~ h является более совершенным,
чем приближение hз2 ~ h.

Еще лучший результат в рассматриваемом случае 
достигается при приближении по «способу производной» 
(см. § 2, п. 10) с помощью аппроксимирующей функции 
(2.44), которая 'С учетом значений коэффициентов поли­
нома G'з (р) исходного изображения (3.68) имеет вид 

где h'82 "'h' и 

(3.73) 
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Найдя стандартным путем параметры изображени51 
h'з2 (t'з2 = 0,117, Ь'1 = 0,383, Ь'2 = 4,24) и затем оригинаJJ 

-

h' 32 --+ h' 32, после подстановки полученной функции 
в выражение для h-d2 найдем 

hd2 
= [1 - e-a-'t' (0,849 cos w't' - 0 ,039 sin eu't')] • 1 (t'), 

где 1f' = t - .f'з2; а'= 0,0452 и ro' = 0,484. 
Точки функции /id2 показаны на рис. 3.17, откуда В'Ид­

но, что в области t>0,75 приближение hd2 ~ h оказывает­
ся наиболее -совершенным из всех рассмотренных выше 
приближений; в частности, только функция hd2 достаточ­
но точно отображает экстремальные значения аппрокси­
мируемой функции h. Такой результат обусловлен двумя 
обстоятельствами. Во-первых, приближение h'з2~ h', где 
изображение h' выражается функцией (3. 73), является 
весьма совершенным; в этом можно убедиться из рас­
смотрения представленного на рис. 1.10 семейства кри­
вых (в данном случае ,л1 = 17,1; ,л2 = 4; s2 = 0,24, откуда 
граничное значение погрешности -б�г<О,02). Во-вторых, 
в рассматриваемом случае достаточно сильно выпол­
няются неравенства ( 1.67)-(1.69). 

В общем, рассмотренный пример подтверждает реко­
мендации, сформулированные в § 2, п. 9 и 10. 

24. Приближение по «способу производной» является
в ряде случаев пр·едпоч11ительным, но не всегда обяза­
тельным. Однако в некоторых случаях такой ·способ ока­
зывается �динственно возможным, так как другие спо­
собы приближения в этих случаях не реализуются. Два 
подобных случая были рассмотрены в § 1, пп. 21 и 22 
(см. рис. 1.11). Применение «способа производной» обя­
зательно также в случае, когда аппроксимирующий сиг­
нал обладает «сложным» изображением вида 

� = l'1 P + l'2P2 + ... + l1r+1 Pт+1 

p(I +а'1р+ ... +a'nPn) (3.74) 

Особенностью такого изображения является равенств� 
l'o=0 (вместо обычного значения l'o= 1, фигурирующего 
в нормированном относительно h ( оо) изображении). 

Изображение (3.74) можно представить в виде 
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Если r<n, то, осуществив одним из стандартных спосо­
бов приближение h'зт ~ h', можно затем найти искомое
0риближение hdm ~ h с помощью аппроксимирующей
функции 

11ри этом для достижения удовлетворительного прибли­
жения hd т ~ h порядок т должен обычно на единицу 
оревышать порядок, при котором получается удовлетво­
рительное приближение h'зm ~h' (см. § 1, п. 25). 

В виде примера рассмотрим сигнал (r<9) 

(3.75)

Согласно изложенному аппроксимирующая функция
должна иметь вид 

(3.76)

где вспомогательная функция h'зт~ h', причем
Л 1 

h'= p(I +Р)9; (3.76а)

Л е -pl 'sm 
h' зm = --��---,-,-----,-р (! + Ь'1Р + ... + Ь'трт) (3.77)

Пусть n выражении (3.75) r= 1. Тогда согласно изло­
женному в § 1, п. 25, поскольку неравенство ( 1.67) не
выполняется, минимально необходимый порядок прибли­
жения /i'зm ~ /i, удовлетворяющий приближению hd т ~ h,
должен равнять·ся двум (m=2). Приближение функций,
выражаемых равенством (3.77) (m=2), рассматрива­
лось выше, в п. 12. Там были установлены следующие

значения параметров изображения h'зm:
f'зт= f'з2 = 4,17; Ь'1=4,83; Ь'т= Ь'2=1,16.

В соответствии с формулами (2.20)-(2.22) эти пара­
метры определяют функцию 

h' 
32 

= [ 1 - e-u.t' ( cos <ut'+ : si.n <ut')] · 1 (t'), (3. 78)

где t'=t-t'32; а=О,33-8; ro=0,161.
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I1одставляя вь,ражени� (3.78) в равенство (3.76), где 
r= 1, получим искомую аппроксимирующую функцию: 

-at' 

hd2 = _е -(а.2 + ш 2
) sin <ut' -1 (t'). (3.79) 

(1) 

Графики функций hd2 и h изображены на рис 3.18,а,
откуда видно, что в области t> l ,li'з2 приближение 
hd2 ,_, h !\южно полагать удовлетворительным. Следует 
отметить, что для приближений рассматриваемого типа 
преобладающей является «амплитудная», а не «времен­
ная» погрешность аппроксимации. 

О.05 
8 

h•e-tL
81 

0.025 

о 

о 5 10 15 -t -0,0250 5 10 15 t 

а) о; 
Рис. 3.18. Приближение по «способу произв�ой». 

Если в выражении (3.75) принять r=·2, а порядок 
приближения т = 2 сохранить неизменным, то в этом 
случае в соответствии с равенствами (3.76)-(3.78) 
аппроксимирующая функция hd2 будет выражаться в т о­
р о й  производной от функции (3.78) или, что то же, пер­
вой производной от функции (3.79), откуда 

hd2 
= [ ( а.2 + <u 2 ) е -r,.I' ( cos <ut' - : sin шt')] · 1 (t'). (3.80)

График функции (3.80), а также график функции h,
являющейся теперь уже в т о р о й  производной от функ­
ции h', определяемой равенством (3. 76а), изображе­
ны на рис. 3.18,6. Как и следовало ожидать, прибли­
жение hd2 ~ h является в данном случае менее удовле­
творительным, чем в предыдущем случае. В соответст­
вии с изложенным в ;§ 1, п. 25, для получения лучшего 
приближения здесь следовало бы применить порядок 
приближения т ='3, но это сопряжено с решением более 
громоздкой задачи. 
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Значительно лучший результат приближения /id2 ~ h 
00лучился бы, если числитель изображения (3.75) пред­
ставлял собой двучлен l'1p +l'2p

2 (особенно при /'1>l'2). 
25. В заключение данного раздела рассмотрим пере­

ходную характеристику усилителя (в области фронта) 
npu простой схеме коррекции. Задача выбора надлежа­
щего коэффициента коррекции, ставшая классической, 

o.s 1,0 '1,5 2.0 

1:,-,

rx�oгs · о,*'*' ,
h 

2,5 J,O r 

Рис. 3.19. Переходная характеристика усилителя с корректирующей 
индуктивностью ( L = aR2C).

обсуждает-ся во многих работах ([1, 3, 5, 6, 14] и др.), и 
приемлемое упрощение анализа, связанного с решением 
этой хотя и не сложной, но часто встречающейся на 
практике задачи, представляет определенный интерес. 

Эквивалентная •схема усилителя при простой (парал­
лельной) коррекции представлена на рис. 3.19, где кор­
ректирующая индуктивность 

L= 1aR2C, 

и а, - коэффициент коррекции. 
Изображение нормированной по амплитуде (относи­

тельно установившегося значения и ( оо) =1 R) и по вре-
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Мени (относнtельно 0=RC) переходной характерйс'Нщ1 
имеет вид 

h_ 1 + aq 1 + g'tq , (*) - p(I+q+aq2 ) p(I+a'tq+a'2q2) 

где q = ре= pRC. К такому же виду привод:ится изобра. 
жение переходной характеристики транзисторного уси. 
лителя с эмиттерной обратной связью при использова. 
нии корректирующей емкости, шунтирующей сопротив­
ление обратной связи [10]. 
· При а::::;;О,25 переходная характеристика нарастает
монотонно, а при а>О,25 она становится колебательной.
В последнем случае ценой допущения выброса выходно­
го сигнала достигается повышение крутизны его фронта.
Из этих соображений обычно принимают а�О,25, но
а<О,5.

В соответствии с формулами (2.1)-(2.2а) изображе­
ние (*) приводится к «простому» виду: 

здесь 

h_ 1 --=-:---1
-:-----=-:---с:-- pA

00
(q) р (1 + a1 q + a2q2 + ... ) 

щ=a't-g'1= 1-а; 

a2
= a'2-g'2-g'tщ = a-0--a(1-a) =а2, 

и так как g'2
= 'g'з= ... =0 и а'з = а\ = ... =0, то 

ai = g'taн = (-l)iai (i�2). 

Поскольку переходная характеристика h описывается 
дифференциальным уравнением 2-го порядка, практиче­
ский интерес представляет получение приближенного ре­
шения только 1-ro порядка приближения (приближение 
порядка m = 0 интереса не представляет). Но то обстоя­
тель·ство, что уже начиная с номера i=З некоторые ко­
эффициенты ai оказываются отрицательными, свидетель­
ствует о том, что в данном случае можно ожидать значи­
тельных погрешностей аппроксимации с помощью запаз­
дывающей функции hз1 ~ h.

У,словие существования приближения 1-ro порядка 
согласно соотношению (2.11) сводится к выполнению 
неравенства 
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Это неравенство определяет н а и б оль ш е е  значение 
1<оэффициента коррекции ( а,<,а0), при котором прибли­
женное решение реализуется: 

а.< a.o=V2 -1 = о,414. 

Если а<ао, то параметры приближенного решения 
(2.1 О) находятся из равенств (2.8) и (2.9): 

ь. V 2 
1 = а, -2а2= v1 - 2а. -- а.2;

-сз 1 = а1 - Ь1 = 1 - а.1 -Vl - 2а. -а.2:
и 

где в соответствии с принятой нормировкой по времени 
t=f/0=t/RC и tз1= iз1/RC. 

При а= О,25 получаем: Ь1 =О,66 и ta1= 0,09. 
При а= ао= О,414 получаем Ь1= 0. В этом случае при­

. ближение 1-го порядка вырождается в приближение по­
рядка m=O, выражающее единичную функцию 

hзо= 1 (t-tзo), 
где 'tзо= а1= 1-ао = l�0,414=0,586. 

На рис. 3.19 сплошными линиями изображены графи­
ки переходной характеристин:и h (t), построенные из 
строгого решения уравнения ( * ) для двух значений 
а: 0,25 и 0,414. При а= О,2-5 это решение имеет вид 

h=h(-c)= 1 -е-2'(1 +-с).

Пунктирной линией на рис. 3.19 изображен график 
запаздывающей на время tз1 = 0,09 переходной характе­
ристики hз1 (t), соответствующей а=О,25. В данном слу­
чае наибольшая «временная» погрешность в междециль­
ном интервале ( она получается на уровне h = О, 1) весьма 
значительна: 61, наиб =0,59. Погрешность же определения 
междецильного времени, определяемая формулой ( 1.30), 
весьма мала: Оф

= О,07. При увеличении а (а>О,25) по­
грешность приближения довольно быстро возрастает. 

Так как в рассматриваемой задаче приближения раз­
ность степеней полиномов изображения (*) п- r= 1, то 
в соответствии с изложенным в § 2, п. 9, лучший резуль­
·н1т пр-иближеf!И� должен получиться при использовании



н е з а п а  з д ы в а ю щ е й  аппроксимирующей функци11 
hэ1 ~ li, опреде.'lяемой изображением (2.38). В данном 
случае m=l, откуда s=m--1=0. Поэтому 

Л 1 • 1 -о/Ь'. h ( ) hэ1 = р (I + b',q) 7 - е = э1 't , 

где согласно формуле (2.41) 
Ь'1 = а1 = 1-а. 

(**) 

Решение (**) ,существует при любом а< 1; при а= 1 
получаем Ь'1 =О (решение вырождается в единичную 
функцию). 

На рис. 3.19 показаны точки, соответствующие пере­
ходной характеристике /�э1, выражаемой формулой (**), 
при а=О,25 и а=О,414. �При а = О,25 получается удовле­
творительный результат приближения. Наибольшая 
«временная» погрешность приближения ·бt, наиб = О,22 по­
лучается здесь также на уровне h=0,1, но далее она бы­
стро уменьшается. Погрешность определения межде­
цильного времени весьма мала: бФ = О,05. Даже при 
а=О,414 получается приемлемый для многих приложе­
ний результат приближения. В этом случае погрешность 
бt, наиб = О,35 (она получается на уровне h = 0,lhmax = 

= 0,103) все же меньше, чем при аппроксимации с по­
мощью запаздывающей функции- hз1, соответствующей 
а = О,25 (!). На более высоких уровнях междециального 
интервала погрешность аппроксимации уменьшается. 
Погрешность определения междецильного времени 
здесь очень мала: бФ=О,03. 

Таким образ·ом, можно заключить, что в рассматри­
ваемой задаче приближения лучший результат дости­
гается с помощью н е з а п а з д ы в а ю щ е й аппроксими­
рующей функции (**), которая к тому же не имеет
ограничений, присущих запаздывающей функции hзt 
(а<О,:!14), и является более простой.

Ж. Переходная характеристика мноrозвенной 
искусственной пинии задержки 

26. Для ил,пюстро.ции применений приблнженного ме­
тода анализа при решении более сложных задач рассмо­
трим многозвенную однородную искусственную линию 
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-задержки (ЛЗ), нагруженную на «согласованное» актив­
ное сопротивление Rн = V Lf C (рис. 3.20).

Изображение нормированной переходной характери­
стики k-звенной ЛЗ можно привести к виду 

h- 1 1 . h ( )· 
- рФn (q) р (1 +a1q+. .. + anqn) "7 

't ' 

эдесь степень полинома n=2k+1 и (см.§ 2, п.11)

,, 

- t t q = p0=pVLC, -.= e= v Lc·

(3.81)

(3.82)

5 10 15 zo r: 

Рис. 3.20. Переходная характеристика 10-звенной линии задержки 
(т=З). 

Выражения коэффициентов ai полинома Фn (q) м ож­
но найти с помощью составленного нами «алгоритма»:

Фn (q)= pk+ (С� qPk-l + с� q 2p1i- 2)Q +(с: q зpit-3 +

[k+I] 
+c4 q 4pk- 4)Q 2 + ... +q1!Q-

2

, 
Jt, 

Че следует учитывать целую часть числа в квадрат­
ных скобках и

c:=fik(k-1) ... (k-i+l} (io;;;;,k);
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Отсюда Можно наff.Ти все коэффициенты ai; вЬфа)l<ейн5I 
первых шести таких коэффициентов -определяются раве1:1. 
ствами: 

(3.83) 

Достаточно строгое решение уравнения (3.81) весьма 
сложно. Решение этого уравнения было сравнительно 
недавно получено в работе [30], где приводится весьма 
точное выражение переходной характеристики k-звенной 
Jrинии задержки, нагруженной на «согласованное» актив­
ное сопротивление ·(рис. 3.20); это выражение опреде­
ляется через цилиндрические функции разного рода по­
рядка r=2k: 

2, 

h (1: < k):::::: 0,5 I lr (х) dx + 0,5l'r (21:) + Klr (21:); 
о 

2, 

h(1: > k):::::: 0,5 51r (х) dx + 0,5l'r (21:)-KNr (21:), 
о 

где 
К= k2 (З,+k) J12 jk - 1: 1 

21:'Y2(k+1:) 5 

График переходной характеристики 10-звенной ЛЗ

(k=·10, r=20), заимствованный из работы {30], изобра• 
жен на рис. 3.20 сплошной линией*. 

27. Аппроксимирующая функция нулевого приближе­
ния определяется из формул (2.6) и (2.7): 

(3.84) 

где 
(3.85) 

"' При т> iO этот график выражает переходную характеристику 
ЛЗ, видимо, с некоторым приближением. 
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Фунщия liao (ее график изображен на рис. 3.20) круп-
11ьrм пунктиром) определяет «теоретическую задержку»
сигналов, осуществляемую линией задержки. В некото­
рьrх задачах можно ограничиться определением только
этой величины. Но реальная задержка сигналов отли­
чается несколько от Тае, 

Условие существования приближения 1-го порядка
в данном случае не выполняется, так как параметр л1
оказывается равным своему критическому значению: 

11 = а; =+ = 11,кр• 
• 

al 

Это означает (см. приложение 1, п. 7), что функция hз1
1-го приближения вырождается в функцию hзо нулевого
приближения (Ь1 ='а1-Тзо =О). 

Условие ('2.12) реализации приближения 2-го поряд­
ка в ра.ссматриваемом ·случае также не выпол•няется,
так как 

ai 1(+1) , 1 1
12 = 

а� 
=т 1 2F >l2,кр =А1-т=т·

Можно убедиться в том, что здесь не выполняется усло­
вие диссипативности (Ь 1 =О): функция hз2 представляет
незатухающие колебания, не удовлетворяющие равен­
ству (1.8). 

Таким образом, приходится обращаться к приближе­
нию 3-го порядка, условие существования которого вы­
полняется. Действительно, согласно формуле (П.1.18) 

и

1 л1 _k2'+ 2 
lз,кр = lз1,к» = 12+т--2--; 24k2 

Функция 3-го порядка приближения

h . h
л 

- 1 e-lf'I•• ' в14:- в1 -
р (1 + Ъiq + Ъвq• + Ъ,q•)

(3.86)

(3.8ба)

(3.87)

rде i-1-'t'88 - наименьший вещественный корень уравне­
аия (2.33). 
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Это уравнение ·с учетом равенств (3.83) приводите}! 
к виду 

4 з+ 2 -. -4k-. 6k2-. -
3 3 3 

-4k3 ( 1 + 2�2) -.3 +k4 ( 1-} )= О.
Применяя подстановку 

't'зз = (1-6,)k, (3.88) 
полученное уравнение можно свести к более простому 
уравнению относительно 6,: 

(3.88а) 

Это уравнение легко решает-ся графически (от k зависит 
только линейная функция 6, стоящая в правой части). 
Применяя метод последовательных приближений, найдем 

8=·4/ 3 4 ;-- 2 "4/" 3 4;--,
у k2 V 1 - 3 V FV 1-... 

откуда получается асимптотическое решение: 
_1 ~ _ 4f7if:

+
_l 

r у т 6 • 
(3.89) 

которое при k>3 определяет 6 с погрешностью менее 
2,5%'. Вычисленные по формуле (3.89) значения б при­
водятся в табл. 3.3, где указаны также боJ1ее точные зна­
чения 6, вычисленные из уравнения (3.88а). 

Используя выражение (3.88), из равенств (2.37) на­
ходим коэффициенты Ь 1, Ь2 и Ьз, определяющие изобра-

r 1 ,о
а 1,0 
е 0,5 

'1:аа о 
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2 

0,806 
0,7758 
0,2650 
0,4484 

3 

0,674 
0,6578 
о, 1952 
1,0268 

. -- . --

Т а блица 3.3 

5 10 15 20 

0,536 0,389 0,322 0,280 
0,5-281 0,3863 0,3290 О, 2795 

о, 1358 0,0867 0,0678 0,0572 

2,3596 6, 1368 10,20 14 ,41 



ж:ение hзз, которое после обычных преобразований при­
водится к виду 

rде 

л е-q••з 
hзз = 

[ 
82 5 з ] 

р 1 + s+ т +5 (1 + е) 

S=k8q=k8pVLC; 

s = --=-2k
..,...,

2
-=-

11 з
,--

· (3.90)

(3.91) 

(3.92) 

Значения е и 'tзз, которые согласно формулам (3.88), 
(3.88а) и (3.92) зависят только от числа k звеньев ЛЗ,
приводятся в табл. 3.3. 

ЗаВ'исимость параметров изображения (3.90) от чи­
сла k звеньев ЛЗ заключена в основном в величине нор­
мированного оператора s и в слабой степени в величине 
малого параметра е. Это дает возможность, получив 
оригинал изображения (3.90), представить коэффициен­
ты функции hзз в виде степенных рядов по е: 

to•' �•• 

-kГ -ы;( . V't' V't1

) hзз (1:)= 1-А
0
е -е Аsш 

м
+Всоs

м 
, (3.93) 

где 
, _ , _ f , fзз 

'1: - '1: -
'1:зз, 

'1: - V LC ' 
'1:зз 

= У LC;
Ао= О,9246-0,346е + О,20е2-2,Ое3 + ... ; 

А=О,8452-О,718е+ 1,35е2-2,4е3+' ... ; 

В= 0,0754 + О,346е-О,20е2 + 2,0e3-

so= 1,5960-1,ОООе + 1,44е2 + 1,2е3 + 

�=О, 7020-1,ОООе + О, 78е2-О,9е3 + 

v= 1,8086-0,72е2 +1,8е3
- .•• 

... , 

... , 

... , 

(3.94) 

Написанные выражения явл.яются универсальными
(справедливыми при любом числе k звеньев ЛЗ). При
k>5 можно пренебречь членами порядка малости е2

• 

28. График функции (3.93), построенный для k= 10,
изображен на рис. 3.20 пунктирной линией; сплошной 
линией эдесь uэрбраж�п граф»� (з;:J.имстsоващтй из ра-

. 
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боты [30]) переходной характеристики h (-r), построеннь1r�
из более точного решения. Как видно, амплитуда нало.
женных колебаний и длительность их затухания близки
к величинам этих параметров функции h. Однако ча.
стоты колебаний функции h и h33 существенно разли.
чаются (примерно в k/3 раз). Тем не менее можно при.
знать, что приближение h33 ~ h является удовлетвори.
тельным для ряда задач. Погрешности приближения
(измеренные относительно графика h), ра·ссчитанные по
формулам, приведенным в § l, п. 12, имеют такие зна­
чения: 

8t,наиб::::: 0, l; 1>Ф � 0,3; д/1,нвиб ~ 0, 19; 8выбр::::: 0, l. 

Функция hз3 вполне удовлетворительно определяет 
длителы-iость задержки 'tзад• = -fзадf V LC, под которой по­
нимают момент достижения уровня h= 0,5. Относитель­
ная погрешность определения длительности задержки
бзад~О,02. 

Сравнительно небольшие погрешности аппроксимации
в данном случае обусловлею�, малыми . значениями раз­
ностей Jl-�s/ и (l-�в/, которые, как это следует из § 4,
в основном определяют погрешность приближения при
m=3. Значения этих разностей в соответствии с форму­
лой ( 4.8) определяются величинами 

с = 2 (.!!.!..+ Ь2-сз1 + Ь1-с;3 + �3 \= 785
5 ,: •• 2! 31 41 51 , ) ' 

С =1:3 (.!!!.+ Ь2-сза +
Ь1-с;3 + 

-с
:з )- 1200 6 •• 31 41 51 61 - '

где учтено (см. табл. 3.3), что при k= 10 запаздывание 
'tз3~6, 14 И 

Ь1 = k8 = 3,86; 

Ь3 = lt e k3 83 =10,4. 

Находя из равенств (3.83) значения а5 =833 и ав "'" 

= 1320, получим 

1 1-с.1 = 11-а.(с. 1�().06 < 1;
J l-C1l=l l-a1fc1 1:::::o,1 < 1.
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29. На рис. 3.21 изображе-ны графики ап11роксймир6-
13анных характеристик f1зз (-r). построенные по формуле 
(З.93) при различных значениях k от 1 до 20. При k =J 
формула (3.93) является точной и hз3 =fi. 

Графики hзз с весьма хорошим приближением опре­
деляют действительную задержку сигнала. Так, напри-
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Рис. 3.21. Аппроксимация переходной характеристики k-звенной 
линии задержки (m=З). 

мер, при k = 3 находимая из графика ,hзз величина 
•зад:::::::3,25; более точное значение этой задержки, как
показано в работе 1[30], 't'зад = 3,З.1, откуда относительная
погрешность 6зад = О;Оl 18. При k=2O находимая из
рис. 3.21 задержка 't'зад:::::::2O,16 определяется с погреш­
ПОстью 6зад = О,021. И вообще, «временная» погрешность
�t при любом k не превышает нескольких процентов,
если h,;;;;;O,5.

Из представленных на рис. 3.21 графиков с умерен­
Пой погрешностью определяется как длительность зату­
хания наложенных колебаний, так и наибольшая вели-
11ина «выброса» этих колебаний. Даже при k=20 отно-
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tиtельная ,погрешность бвыбр,_,О, 15, а с уменьшением k 
эта погрешность существенно уменьшается (при k=З 
бвыбр,_,О,Об). 

С наибольшей погрешностью из представленных на 
рис. 3.21 графиков определяется активная длительность 
фронта. Н а и б о л ь ш а я  крутизна фронта имеет место 
при т:�k, причем ;(30] 

( dh
) 

~ ( dh
) 

~ О, 71
--;J; max = с[;"' � ::::_k = V k 

(3.95) 

Если принять, что в интервале значений h от О, 1 до 0,9 
переходная характеристика нарастает с наибольшей ско­
ростью, выражаемой формулой (3.95), то тогда дли­
тельность нарастания сигнала 

0· 8 
1 13 

3
/k-'"нараст = (dh/d'C)max :::.:_ • V 

• (3.96)

Нетрудно сравнить это вытекающее из более строгого 
теоретического анализа значение Т:нараст ·с аналогичным 

О,б

0,5 

0,3

0,2

0,1

О нарасm � f(k / 

/ 
/ 

/ 
V 

/" 
ч 

l,...,---" 

V 
,,,,,,._ 

/ 

,,/ 

8 12 1б k 

Рис. 3.22. Погрешность определения длительности ,нарастания сигна· 
ла на выходе линии задержки. 

значением, находимым из представленных на рис. 3.21 
графиков. По данным такого 'Сравнения построена при· 
веденная на рис. 3.-22 зависимость относительной поrреШ· 
НОСТИ бнараст

= ,ЛТ:нар;J.ст/Т:нараст
= f(k). Как ВИДНО, при k� 

= 10 эта погрешность значительна: бнараст,_, 0,4. Но даже 
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rtplt dЧень большом k::::::::: ЮО поrрешность бнараст < 1. За­
метим, что погрешность бФ определения активной дли­
тельности фронта с учетом реальной скорости измене­
ния dh/d,: ( а не максимальной) меньше погрешности 
бнараст • Так, например, при k=,10, как это следует из 
рис. 3.20, погрешность бФ~О,3 (вместо бнараст~О,4). 

Относительно большая величина погрешности бнарае·r 
и бф обусловлена малой величиной длительностей tнараст< 
<tФ�tзад• Именно поэтому бФ>>б1 . При оценке ,этого 
результата следует иметь в виду, что функция hзз (t), 
аппроксимирующая решение дифференциального урав­
нения порядка n=2k+ 1, выражает п е р в о е физически 
реализуемое приближение, не считая приближения по­
рядка m=O, которое вообще не определяет длительности 
фронта, так как h30= 1 (t--'t'зo) =11 (-t-k). Оценка актив­
ной длительности фронта в подобных трудно анализи­
руемых случаях даже с погрешностью в (50-100) % , не­
сомненно, представляет практический интерес. 
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4. П о r р е w н о ст ь а п п р о к с и м а ц и м

1. Как отмечалось в § 1, применение интегральных
оценок погрешности аппроксимации hзm ~ h оказывается 
затруднительным (практически приходится прибегать 
к громоздкому численному интегрированию), а приме­
нительно к задачам импульсной техники - и нецелесооб­
разным, так как здесь основной интерес представляет 
н а и б о  л ь  ш а  я погрешно,сть аппроксимации в межде­
цильной области. Правда, используя неравенство Швар­
ца, можно по данным интегральной оценки •вьf ражаемой 

!Jh•h-hym 

Рис. 4.1. Типовые графики изменения во времени «амплитудной� 
погрешности аппроксимации (каждый график нормируется относи• 

тельно характерной для него постоянной времени Т1). 

формулой ( 1.11), получить представление о максималь­
ной погрешности I h-hзm I max• Известны и некоторые дру• 
гие способы оценки этой величины [18]. Однако все та· 
кие способы, во-первых, громоздки и, во-вторых, они 
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nрИводят к приемлемым результатам при монотонном 
11зменении разности h(t) -h3т (i) =:Лh-(i), что не имеет 
!'dеста даже при аппроксимации монотонно изменяюще­
гося сигнала (рис. 4.1). К:роме того, максимальное зна­
чение погрешности может относиться к моменту, лежа­
щему вне междецильной области и не представляющему 
поэтому в ряде случаев практического интереса. Отме­
тим, наконец, что более общие способы оценки погреш­
ности аппроксимации, вытекающие из о.бщей теории 
приближенных методов функционального анаJ1иза 
[21--124], все же настолько сложны, что их применение 
не оправдывается упрощением, достигаемым при при­
ближенном анализе переходных процессов. 

Ниже приводятся более простые и удобные для 
практических расчетов способы приближенной оценки 
наибольшей погрешности аппро.ксимации, 1юторые, как 
показали многочисленные расчеты, приводят к достаточ­
но надежным результатам: погрешность такой оценки 
обычно не превышает 50 % , а в большинстве случаев он а 
значительно меньше ( см. § 3). 

2. Вследствие трансцендентности функций h (t) и
hзm (t) нельзя выразить в свернутой форме о б р а т н ы е
им функции, что почти исключает возможность •строгого 
анализа «временной» погрешности Лt (h) (в смысле, ука­
занном в§ 1, п. 2, рис. 1.1). Поэтому обратимся раньше 
к рассмотрению «амплитудной» погрешности 

Лh =Лh (t) = h (t)-hзmU). ( 4.1) 

Из методических соображений рассмотрим раньше 
функции, определяемые •соотношениями ( 1·.1) и (1.4) или 
(l.6), и представим изображение «амплитудной» по­
грешности в виде 

где 

л л l дh=дh(p)=�­pAn(P) 
1 -рtзт 

рВт (р) е 
(4.2) 

Ап (р) = 1 +а1р+а2р2+ ... +апрn ; (4.3) 

Вт (Р)=1+Ь1р+Ь2р2+ ... +Ьтрт (m<n); (4.4) 

Параметры tзт и bJ находятся из уравнения 
Формул ( 1.27). 

(1.26) и 
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Учитывая тождественность форм (1.4) и (1.6), запи. 
шем: 

Д 1 -Р1зm 
hзт = pBm (р) е 

1
---�· 

рСоо(Р) (4.5) 

tде бесконечный степенной ряд 

Соо(р) = 1 +с1р+с2р2+сзр3+ .. . ; ( 4.6) 
коэффициенты ci выражаются равенствами ( 1.7). 

В соответствии с принятой методикой анализа при 
приближении порядка т должны выполняться равенства 

( 4.7) 
Что же касается коэффициентов ci при i=m+k+11 (k::
1, 2, ... ) , то согласно равенствам (1.7) можно записать 

Cm+t+k Ьm + Ьm-1 fam + + t:;1m , (4 
tk+l (k+ 1)1 (k+ 2)! •• • (k+m,+ 1)!" .S) 
эт 

Учитывая равенство ( 4.5), представим выражение 
(4.2) в виде 

дh= (с,-а,)р+(с2-а2)р2 +(са-аз)Р8+ ...• - (4_9)
рАп (р) С00 (р) 

Однако в силу равенства (4.7) пер,вые т+ 1 членов 
в числителе этой дроби равны нулю (именно поэтому 
и уменьшается погрешность аппроксимации с повыше­
нием порядка т приближения*). Имея ,это в виду, на 
основании равенства ( 4.5) запишем 

где 
Cm+ 1 +11.=Cm+i+11.-am+i+I!. (k= 1,2, ... ), (4.11) 

причем при i = m+ 1 +k>n коэффициенты ai = O и Ci =C ;, 

* Это станет еще более ясным, если учесть, что, во-первьiх, з11а· 
чимость членов суммы (4.9) уменьшается с повышением их номера 

и что, во-.вторых, со сравнительно небольшой погрешностью (те;) 
меньшей, чем выше степень приближения) можно в формуле (4. 
заменить произведение A n (p)Coo(P) на [A n (P)]2 (последнее nырая<е·
ние от т не зависит). 
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Таким образом, при t>,tзm «амплитудная» погреш­
uость выражается суммой производных порядка m+ 1 +
+k от функции ф (t-t3m), тде ф(t) - 'Свертка, изображе-
1:1ие которой 

л 1 1 

ф(р)= рАn(р)Вт(Р) t · +l ') 
(4-12)

p(I+ 1Р,+••· ,Р

определяется полиномом степени v = п +т, причем коэф­
фициенты 

l1 =:а1,+:.Ь1; l2
=:а2 +а1ь1 ·+ь2; ... l.=апЬт. (4.13) 

3. При аппроксимации апериодическJИх еиr�налов (m=
= 1), а также в некоторых других случаях значение 
функции ,Лh (t) в момент t = tзт или в близкой окрест­
ности этого момента либо ,выражает наибольшую по­
грешность аппроксимации, либо же дает представление 
об этой величине. Значение оригинала изображения 

-(4.10) в окрестности t=lзm (t>tзт) можно найти из асим­
птотического разложения: 

где v = n+m и начальные значения производных нахо­
дятся непосредственно из изображения (4.12). 

В точке t=tзm формула (4.14) существенно упро­
щается: 

00 

Лh (tзm) = дh (lзт +О) = L С8ф<в) (О); (4.15} 

здесь принято во внимание, что начальные значения 
v-1 первых производных функции ф (t), а также коэф­
фициенты as при s>п равны нулю.

4. ВыражеН1ия (4.14) и {4.15) были иопользованы
для определения погрешности при низких уровнях 
h4:.. 1hmax- Но не всегда погрешность в окрестности t=tзm 
является определяющей. Непосредственное же использо­
вание более общей формулы ( 4.10) сопряжено ,с боль­
шими трудностями. 

. Формула (4.10) существенно упрощается при исполь-
ЗО'Вании способа при,б.лижения, аналогичного применяе" 
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мому для нахождения аппроксимирующей функци11 
hзт~ h. При этом для расширения временной области 

" ' 

в которои ,существует оценка погрешности аппроксима-
ции, и для отображения особенностей сравнительно слож, 
ной функции Лh(t) (рис. 4.1) необходимо при определе­
нии приближенной (порядка m) функции Л,hзm~ Лh вос­
пользоваться приближением порядка т>m, ,где 1т-по­
рядок прибл-ижения основной аппроксимирующей 
функции hзm~h. Как показали расчеты, в большинстве 
случаев удовлетворительный результат приближения до­
стигается при fii=m+ 1. 

В соответствии с выражением (4.10) изображение ап-
проксимирующей функции дh ~ порядка т имеет вид 

зт 

00 ~ ~

'Л 
� Cm +1+r..Pm+ 1+r..e-P Uзm + tзm > 

дh = -��------.

зт 
k=I р (1 + Ь1р + ь';р2+ ... + Ьтрт)

( 4.16) 

Здесь коэффициент Cm+ I+k выражается формулой ( 4.11); 
tзт - запаздывание аппроксимирующей функции hзт, 
а запаздывание fзт и параметры Oj (j= 1, 2, . . .  ,fii) на­
ходятся из уравнения (1.26) и формул (1.27) при заме­
не в них т на fii, а; на l;, где l; -коэффициенты, опреде­
ляемые равенствами (4.13). 

Формула (4.16) дает 'возможность достаточно точно 
оценить наибольшую «амплитудную» погрешность ап­
проксимации в случае, если 1это значение относится к мо-
менту .t>tзm + �т· 

5. Все приведенные выше формулы относйлись
к «амплитудной» погрешности аппроксимации. Пред­
ставляющую для задач импульсной техники основной 
интерес «временную» погрешность Лt можно ·связать 
с «амплитудной» погрешностью Л,h соотношением 

дh- dhзт дt+-1 d2ham (Лt) 2 + 
� dt 21 dt2 ••• 

( 4.17) 

Используя это соотношение, при известной зависи­
мости Лh(t) можно установить зависимость Лt=Лt(t), 
после qего определяются наибольшие «временные» по­
грешности IЛit/tlнaиб или IЛtlнаиб• Однако столь громрзд­
кий анализ удается пра:ктичес:ки провести лишь при уме-
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оенной величине JЛ,tl наиб, когда можно ограничиться 
одним или в крайнем ·случае двумя членами ряда (4.17). 

6. Иопользование для практических расчетов даже
упрощенных формул (4.15) и (4.16), а тем ·более ряда 
( 4.17) является совершенно неприемлемым. Но весьма 
громоздкий анализ этих выражений, который все же 
удалось провести средствами вычислительной техники, 
а также непосредственные контрольные расчеты самих_ 
функций h (t) и hзm (t), проведенные над обширным се­
мейством функций h (t), описываемых дифференциальны­
ми уравнениями до 5-го порядка включительно, позво­
лили установить ряд закономерностей поведения н а  и­
б о л ь  ш и х  значений «амплИ1удной» и «временной» по­
грешностей аппроксимации при m= 1 и 2. В частности, 
было установлено: 

а) Н а и б о л ь ш и е  значения «амплитудной» и «вре­
менной» погрешностей аппроксимации •(в междецильном 
интервале) определяются в основном первыми двумя 
членами и лишь в редких случаях (при i:'

т
>Ьт) также 

и третьим членом суммы ( 4.16); при этом часто преоб­
ладающая роль принадлежит пер1вому члену суммы. 

б) Хотя для заданной функции h (t) моменты време­
ни (в междецильном интервале), в которые «амплитуд­
ная» и «временная» погрешности аппроскимации (при 
заданном порядке m= 1 или 12) достигают н а и б  о л ь­
ш и х  значений, и не ,совпадают, тем не менее качествен­
ный характер зависимостей наибольших значений этих 
погрешностей от параметров полинома ( 4.3), определяю­
щего изображение аппроксимируемого сигнала, оказы­
вается в некоторых своих чертах (см. ниже) идентич­
ным, по крайней мере с точностью до погрешности рас-
чета. 

·-

в) Если при заданном т и любых фиксированных 
значениях коэффициентов а; ( i �,т + 11) полинома ( 4.3) 
осуществляется вариация коэффициента· ат+2 от О до 
значения (11m+2)ир, определяемого условием диссипатив­
ности (см. §1, п. 1), то минимум наибольших значений 
как «амплитудной», так и «временной» погрешносп-�: 
аппроксимации достигается при ат+2 = Ст+2, если только 
это значение ат+2< (ат+2) ир, Такое же положение спр а• 
ведливо и в отношении коэффициента аm+з• В частности, 
если при ат+2 = Ст+2 изменяется величина ат+з, то более 
низкий минимум рассматриваемых погрешностей полу-
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чается ,при ат+з=Ст+з, если (аm+з)кр>Сm+З· Вариация 
коэффициентов ai при i>m+в обычно мало ощутима 
(из-за погрешностей расчета), но отмеченная выше тен­
денция проявляется и в этом случае. 

Для иллюстрации отмеченного выше свойства на 
рис. 4"2,а представлено несколько кривых семейства 
функций h(t), изображения которых 

л 1 1 
fi = pAn (р) р (1 + 1,2р + 2,2р2 + 2р3 + а4р4

) 

отличаются только величиной а4 • Согласно формулам 
(2.19) и (2.20) при m=2 в с е  такие функции аппрокси­
мируются одной и той же функцией hз2~h, где 

. л е-1,16р 
hз2 = hз2 (t) -:-hз2 = p(l + о,О43р + 1,48р2) •

В данном случае находимая из формулы (4.8) вели­
чина С4= 1,05, и непосредственно из рис. 1.2,а видно, 
что при наиболее близкой к этому значению с4 величи­
не а4 = 0,888=0,85с4 достигается наилучшее приближе­
ние hз2 ~ h. Дальнейшее увеличение а4 в данном коII­
кретном случае невозможно, так как ,согласно формуле 
(1.lв) а4,кр =0,888<с1. Но возможно и другое соотноше­
ние, иллюстрируемое представленным на рис. 4,2,6 се­
мейством функций h(t), изображения которых 

л 1 h
= рА4 (р) p(l + 1,4р + 2,24р2 + 1,4р3 + а4

р4) 

Здесь при т = 2 в с е  функции аппроксимируются функ­
цией 

. Л 
е-О,78р 

hз2 --:- hз2 = р(1 +о,62р+ 1,45р2) -· 

В этом случае С4 = 0,506<а4,кр = ·1,24, и, как видно из 
· рис. 4.2,6, наилучшее приближение получается при а4�
~О,5=0,99с4 (более точно, минимум наибольшего значе•
ния «амшштудной» погрешности получается при а4 == 

=0,95с4, а минимум «временной» погрешности - при
а4 = 1,05с4).

По данным обработки 15 .кривых рассматриваемых
двух семейств функций построены представленные на
рис. 4.3 графики зависимостей �i.вuo='ll)(t4), где t,=
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=а4/С4 и 1б1,наиб - н·аибольшее относительное значение 
«временной» погрешно·сти аппроксимации, выражаемой 
формулой (1.31). Графики имеют вид И-образных кри­
вых. Первый график соответствует представленному на 
рис. 4,2,а семейству. Поскольку здесь а4,нр = О,85с4, этот 
график обрывается при �4

= 0,85. Второй график отно­
сится к представленному на рис. 4.2,6 -семейству, для 
которого а4,нр=2,45с4. Здесь, после достижения миниму-

(1) a�.itp=0.85 1 
С4 ' 1 

О4кр 1 
---..i---'2> -t,;·z.н ---... •.--.1 

о 

1 
' 
' 

Рис. 4.3. Зависимость наибольшей «временной» 
погрешности аппроксимации (m=2) от пара­

метра �. = а,/с,.. 

ма при �4
= 1,05, в области �4 > 11,75 происходит быстрое 

возрастание погрешности до оо. Это обусловлено приня· 
тым «жестким» критерием оценки «временной» погреш­
ности аппроксимации (см. § 1, п. 12). 

Подобные же зависимости получаются и при т = 1 
(см. рис. 1.8). 

7. Произведенный анализ позволил в соответствии
с изложенным в п. 6 ,сделать тот вывод,· qто ценой неко· 
торого огранячеJщя аппрокс1:1мир_уемых функций можно 
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получить удобные для практического применения верх­
ние границы возможных н аиб о л ь ш и х погрешностей 
аппроксимации. Это ограничение ка:сается величин коэф­
фициентов а; полинома ( 4 . .З): начиная с некоторого но­
мера i>u величины а; должны удовлетворять соотноше­
нию 

(4.18) 

При выполнении соотношения (4.18) можно гарантиро­
вать, что наибольшая в междецильном интервале по­
грешность аппроксимации при фиксированных значениях 
коэффициентов а 1 , • • •  , аи, где u>;m, получается, если 
все остальные коэффициенты (аи+�, au+2, ... ) равны ну­
лю. Иначе говоря, если при заданном порядке прибли­
жения m<u и фиксированных значениях коэффициентов 
полино,на А и (р), определяющего «опорное» изображение 

- 1 1 
hu = -

= ---,-------,- (4.19) 
рА,,(р) p(l + а1р + ... + а"р") ' 

добавить к полиному А и (р) члены более высоких степе­
ней, удовлетворяющих соотношению (4.18), то это не 
только не вызовет увеличения наибольшей погрешности 
аппроксимации, но, наоборот, приведет к уменьшению 
таковой погрешности, наиболее значительному при вы­
полнении равенств au+1 = Cu+1, аи+2 = Cu+2, ... 

Это положение можно уяснить из рассмотрения вы­
ражения (4.10) или (4.16). Погрешность аппроксимации 
определяется суммой членов, величины которых пропор­
циональны коэффициентам Cm+I+k = Cm+1+k-am+1+k (k = 
= 1, .2, ... ) . Бели при i>и все коэффициенты а;=О, то 
величины коэффициентов Cm+нk при условии ·выполне• 
ния •Соотношения (4.18) окажутся максимально возмож­
ными, и погрешность аппроксимации будет велика 
(здесь существенно дополнительное обстоятельство, по­
ясняемое ниже в п. 14). 

Вводимое соотношением ( 4.18) ограничение не 
является сильным. Во-первых, при и>З ограничение 
величины а; из условия диссипативности оказывается 
либо более сильным, либо близким к ограничению 
( 4.18). Во-вторых, выведенное из п р  и бл и ж е  н н о г  о 
анализа ограничение (4.18) содержит некоторый «за­
пас». Как показали результаты конкретных расчетов 
приближения h;Jщ

,...,, .h {при m=l и 2), соотношение 
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(4.18) может быть расширено до соотношения ai�2 ci 

при том, однако, условии, что выполняется неравенство 
ai<0,7 аi,нр (это дополнительное ограничение существен­
но только для «временной» погрешности аппроксима­
ции при действии упомянутого выше «жесткого» крите­
рия оценки погрешности). Наконец, при аппроксима­
ции сигнала h(t), имеющего ,«сложное» изображение 

вида (1.42), приводимого к виду h={pAoo(P)]- 1
, где 

коэффициенты а4 и (или) а5 бесконечного степенного 
ряда Аоо(Р) о т р и ц а т е л ьны, ограничение (4.18) 
вообще является несущественным (в этом случае усло­
вие диссипативности относится только к полиному А' п (р) 
в знаменателе исходного изображения (1.4�)]. Иллю­
страция ,этих положений приводится в § Э, Е. 

В соответствии с изложенным 'Выше имеется воз­
можность путем проведения о г р ан и ч е н н о г  о цикла 
расчетов погрешностей аппроксимации сигналов, опре­
деляемых «опорным» изображением ( 4.19), установить 
верхние границы наибольших значений погрешности 
аппроксимации, которые могут иметь место при при­
ближении hзm

,_, ,h, где h=h(t) -любая функция, имею-
~ 

щая изображение h=[р(Ап,(Р)]-1• Объем необходимых 
расчетов существенно зависит от степени и полинома 
А и (р) «опорного» изображения ( 4.19). Имея это в виду 
и учитывая, что наибольший практический интерес пред­
ставляют приближения порядков m= 1 и m.=,2, при по­
·становке указанного цикла расчетов было принято и = З.
В этом случае всевозможные соотношения параметров
полинома А и (р) =Аз( р) учитываются всего двумя без-
размерными параметрами *) .. 1=aiai, l2 = аз/а�. 

8. При приближен,ии :по,ряд1ка m= 1 более вырази­
тельный характер верхних границ погрешностей аппрок­
симации получается, если в качестве параметров таких 
границ выбрать 

• Переход1ный процесс h(t) как функция Вj))емени t характери­
зуется п параметрами ai, размерность каждого из которых ра,в111а 
размерно�сти /1 . При Н(\рмировке в,ремени относительно 0=а1 
(т:-t/а1) 11 введении в соответствии с этим оператора q-pa1 
( см. § 2, п. 11) изображение 1/[рА n (р)] приводится к еиду 
l/[p1'1n(q)), где Nn(g)-l+q+л1q1 +лaq8+ ,., +лn_1q", 
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(4.20) 

По данным цикла конкретных расчетов потрешностей 
аппроксимации при прибл_ижении h31 ~ h (всего было об­
работано 01юло 60 пар функций), охватывающих всевоз­
можные ,соотношения указанных параметров (0�:s1 � 1; 
О�:�з�i5), ,было построено приведенное в §1 ,семейство · 
бtil' = Ф11 (�з. s1 ) ('рис. 1.8), представляющее верхние гра­
ницы наибольшей «временной» погрешности аппрокси.ма­
ции, выражаемой формулой (:1.31). 

Кривые семейства Ф11 (�3 , 61) имеют вид асимметрич­
ных U-образных кривых. Каждая кривая проходит через 
минимум в окрестности �3

= 1 (положение минимумов 
отмечено пунктирной линией). 

При ·�з-+О [в этом случае кубический полином Аз(Р) 
переходит в квадратный полином А2(р)] погрешность бtг 
стремится к конечному пределу, если •s1 < 1, и к оо при 
�1-l, так как в по1следнем ·случае по·стоян.ная вре­
мени аппроксимирующей функции Ь 1-+0. Именно этим 
(и возрастанием lз1) обусловлено увеличение ,бtг с умень­
шением �з в области �з< 1. Поэтому наибольшее значе­
ние «временной» погрешности здесь получается на н иж­
н е й  границе междецильного интервала (при h=0,1hmax), 
Чем ближе величина s 1 к 1, тем быстрее и интенсивнее 
проявляется отмеченное обстоятельство и тем выше гра­
ничное значение бt,,г, соответствующее ·�з = О. 

У нижнего .сгиба кривых наиболышая «·временная» 
погрешность получается в с р е д  н е й  части междециль­
ного интервала, но, чем болыше 151, тем, начиная ,с _мень­
ших значений ,�3 , она начинает определяться погреш­
ностью на в е р  х н  е й  границе междецильного интерва.11а 
(при h=·0,9hmax): при s1 �0,9 это происходит почти сра­
зу после прохождения через минимум; в области _О,9>· 
>,s 1 >О,6- начиная с ТОЧКИ, ра,сположенной в интервале 
1 < 1�з<2 и т. д. После этого крутизна dФ1,1 /d�з возра­
стает ,более интенсивно, стремясь к оо при некотором 
критическом значении �з = 1�зоо, Это значение при s1 <0,5 
велико и не имеет практического значения; при s1 

= 0,5 
параметр ·�зоо~З,7; при s 1 = 0,6 параметр �зоо�2,8; зна­
чение �зоо при s1 �0,7 отчетливо просматривается на 
рис. 1.8. Эта особенность кривых семейства обусловлена 
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принятым «жестким» !<ритерием оценки <<Временной» по­
грешности, указанным в § 1, п. 1:2. 

9. При обработке данных приближе,ния hз1 ,..._, h попут­
но с ра,счетом «временной» погрешности производился 
расчет погрешности определения междецильного време­
ни, выражемого формулой (·1.30). IПо данным этого рас­
чета было построено семейство кривых ·6Фг = ФФ1 (�з, �1), 
изображенных на рис. 1.9, которое также представляет 
в е р  х н  и е г р  а н  и ц ы погрешностей аппроксимации 
в указанном выше смысле., Однако здесь не наблюда­
лась вполне устойчивая закономерность поведения вели­
чин 6фг : отдельные точки выпадали из кривых семейства. 
Это объясняется зависимостью погрешности 6Фг от «вре­
менных» погрешностей Лlto,1 и ,1'!,,).fo,9 приближения hз1 ,..._, h,
получающихся на двух крайних краницах междециль­
ного интервала (при h = О, lhmax и 0,9hmax). Закономер­
ности же поведения таких погрешностей резко различны. 

10. При переходе от приближения порядка_ m=k к k+ 1 (если
они реализуются) происходит, в общем случае, скачкообразное 
уменьшение погрешности а:п:проксимации. Но если ввести понятие 
о д р о б н о м п о ря д к е п р и б л и ж е н и я 

(4.21) 

то погрешность шппрон;симации можно ра·соматри,вать как непрерыв­
ную функцию М. Не останавливаясь здесь на теоретическом рас­
смотренwи вопроса, отмети,м некоторые моменты такого представ• 
ления. 

-

Пусть изо·браже,ние h=1 1/рАз (р). Зафwксируем коэффициенты 
а1 и а2 кубического поJl'Инома Аз (р), причем пусть л1 <0,5. В этом 
случае приближение !-го порядка реализуется, и при аз = О 
(см. рис. 1.8), котда �з = О, «временная» погрешность 61, наиб = б�г = 

= Ф11 (О; 2л1), т. е. ра�вна наибольшему значению на левой грани­
це ттлоскости Фt1('�З, s1). в соответствии с равенством (4.21) сле­
дует полагать, что эта погрешность относится к приближению по­
рядка M=l. Пусть теперь при том же значении л1 ко�ффициент аз 
и, •следо.вателЬ1110. ,пара.метр sз возрастают. Как видно из ,рис. 1,8 !С ро­
стом �з (�з � 1) погрешность ·б1г уменьшается, и при �з:= 1 она близ­
ка к минимуму. Согласно равенству (4.21) эта погрешность должна 
относиться к приближению п.орядка М = 2 (хотя m= !). Покажем, 
что ттри '�з = 'l фун11щия hз1 действительно совпадает с функцией hз2 
2-го порядка ,при-ближения. Для этого, учитывая соответствующие
m= 1 выражения (2.8) и (2.9), найдем из формулы ( 4.8) вели­
чину Сз = аз. После 01бычных преобр.азований получим 
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tледовательно, при tз ='l па,раметр �2 ,iфc'J'Иli:itet криtи11ес:кого• э,на­
чения, ,выражаемого формулой (П.1.14), при котором ·приближение 
2-:го 1порядка ,вырождается в ,приближение !-:го порядка, и /�з2

= hз1-
Но при этом погрешно-сть а1П!Проксимации (m = 'l) оказывается nочти 
минимально во31можной при заданно,м значении s1 = 2л.1 и равной 
Фн ('1, ;1)�(61г)m1n- Это обусловлено тем, что •В данном случае 
кроме ра,венств а1 = с1 и а2 

= с2, обязательных для приближения !-го 
порядка, выполняется та1кже ра·венство аз = Сз, необходимое для 
при1ближения 2-ro поряд�ка, но не обязателыное для m = 1 *, 

Пусть теперь при тех же .значениях а1 и а2 и з.начении аз, [!рИ 
котором л.2

= л.22, нр, осуществляется приближение 2-го порядка. 
Пусть при этом к �полиному Аз (р) добавляется член а.р', при"Iем 
величина а" постепенно повышается до значения · cm+2

= с,., где с. 
та1кже выражается формулой (4.8), но уже при m = 2. В согласии
с формулой (4.21) можно полагать, что получаемая при это:м по­
грешность а:п,проксимации GТНGсится ·к приближению по-рядка М = 

=2+�,., который при �. = a"Jc,.=·l достигает 3начения М = .3. Можно 
убедиться, что при этом погрешность а·ппрокси1мации монотонно 
уменьшается (см. рис. 4.3) до достижения 'При ,�,.

= '! значения, близ­
кого к ,минимально 1ВОЗ1МGЖНGму, причем в этом случае [!ара,метр л.з 
в ТGЧНGсти равен значению л.зз, нр, выражаемому фо•рмулой (П.1.23), 
при ,котором hзз = hз2-

Эти [!Gложения спра1ведливы при любых реализуемых ПGрядках 
прwближен"Ия. 

11. По да�ным обширного 1..щ�ла конкре11ных расче­
тов (было обработано 7·2 пары кривых) «временной» по­
грешности аппроксимации при приближении 12-го поряд-
ка hз2~h, тде h=1/[рАз(Р)], было построено приведен­
ное на рис. 1.10 семейство кривых 161г = Ф12(л1, s2); здесь 
s2 = л2/л2: Rр, и так как m = '2, а п = 1З, то �3 = 11, а �4 = 0. 
Кривые семейства выражают (в указанном в п. 7 смыс­
ле) верхние границы наибольших значений «временной» 
погрешности ,61, наиб при m=2. 

Согласно изложенному в п. 10 при s2 = 1 и л1::::;;О,5 
приближение 2-го порядка вырождает,ся в приближение 
1-·го порядка, чему соответствует крайняя слева кривая
семейства на рис. 1.10. При этом, если л1=л1,Rр = О,5, то
61г = оо. Но с уменьшением л1 погрешность 61г быстро
уменьшается, причем в любой точке граничной кривой
погрешность Фп(л1, l}=Фt1 (1, s1) при 's1 = !2л1, т. е. она

• Если при указанных значениях а1 и а2 осуществляется при­
ближ�ние 2-го ПGрядка, TG цри л.2 = л.22,нр погрешность аппроксима­
ции равна наибольшему граничному значению (см. рис. 1.10); для 
понижения ЭТGЙ погрешности следует уме н ь ш а ть а3 (при аз=О, 
когда л.2=0 и 62= 0, погрешнGсть вообще отсутствует, ибо в этом 
случае полином степени n=3 вырождается в полинGм степени 
n=m=2). ,,. 
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fioчi•и рiiвна ми:1-iимаJi:ЬноМу знiiчению (б·1г)m1n соответст­
вующей кривой семейства, приведенного на рис. 1.8; 
причина такого совпадения пояснялась ·в п. Ю. 

Малые значения погрешности 61г в области S2�•l 
и л 1 <О,5 объясняются тем, что здесь приближение по­
рядка m=2 представляет в т о р о е физически реализуе­
мое приближение (nриближение порядка m=O во вни­
мание не принимается). В области же л 1 >0,5 приближе­
ние 1-го порядка не реализуется. ,Здесь граничная кри­
вая, соответствующая 62= 1, относится к приближению 
hз2·~ h, при котором fэ2 = а1, Ь1 =а1 - f32 = 0, и функция 
hз2(t) перестает удовлетворять условию диссипативности 
(см. приложение 1, п. 7, рис. П. 1.2,6). 

Наличие максимумов у кривых рассматриваемого 
семейства объясняется взаимодействием двух факторов. 
С одной стороны, при л,� погрешность аппроксима­
ции при приближении •1-го и, подавно, 2-го порядка 
стремится к нулю. С дру�гой стороны, при достаточно 
больших значениях л1 и 62 = coпst с увеличением л1 
умень,шается роль кубичного члена а3р3 полинома Аз (р), 
определяющего изображение h. Это станет более ясным, 
если произвести нормировку времени относительно по­
стоянной 0=а1 (-r.=t/a1, q=pa1). Тогда, полагая 62 = 

=const и· принимая во внимание выражение (2.13), 
можно записать h= [pN3 (q)]- 1, где 

Na(q)= 1 +q+.i1q2+e2 (1- з�, )q3 .

Отсюда видно, что при л1-+оо полином Nз (q) вырож­
дает,ся в квадратный полином N2(q), и, следовательно, 
hз2-+h. 
. При малых значениях 62�0,3 максимум кр·ивых се­
мейства выражен слабо. По мере приближения 62 к 1 
этот максимум растет до оо, причем он постепенно сдви­
гается к точке л1 =0,5. 

12. Представле�нные на рис. 1.8 �и 1.10 семейс11ва кри­
вых выражают погрешности аппроксимации бt, наиб

= 

=·бtr (при m=l и m = 2), если степень полинома Ап(Р), 
определяющего изображение h, п�13. При п>З и ука· 
занном в п. 7 ограничении величин коэффициентов 
а; (i>З) погрешность аппроксимации уменьшается. Пред-
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ставляет интерес получить 01�енку отношения б·t, шшб/б1r, 
удобную для практических расчетов. 

l(ак показал анализ выражений (4.9), (4.10), (4.16) 
и (4.17), при m=l и m=2 н а и б о льша я величина 
погрешности аппроксимации в основном определяется 
максимумом ,суммы * 

00 

� ( 1 � C1i ) R1i (t) sin ( wтJ-cpm1i), (*) 
k=m+2 

где �11.
= а,)с11, и амплитуды R11. =R11.(t) колебаний посте­

пенно затухают со временем. Jlо,этаму на и б о л ьш ая 
погрешность аппроксимации равна геометрической сум-

-/f ме затухающих векторов ( 1 - C1i ) R1i е т" ·

В такой •сумме преобладающее значение имеют пер­
вые два вектора (k=lm!+i2 и m+1З), 1сдвинутые между 
собой на угол Лrр, который из-за затухания вели­
чин R11.(t) несколько превышает л/2 **. Ориентировка 
остальных векторов (k;;,:m+14) зависит от многих фак­
торов и в этом смысле является «случайной», но влияние 
этих векторов, ввиду их малости, на по.грешность аппрок­
симации обычно не велико ( с точностью до погрешности 
приближения порядка т+4 ). Это позволяет представить 
с некоторым приближением искомое ,соотношение в виде 

а2 оо 
R2 оо 

t,;
анб 

2t, '1 ( 1 _ C1t )2-}-= \1 w: ( 1-C1i )2. ( 4.22) 
atr i.J atr i.J 

k=m+2 k=m+2 

Величина Ч'11.
= R11./.бtr зависит, ·в первую очередь, от 

порядка приближения т и номера k и затем от пара-
метров л1, л2, • • •  , Лn-i изображения h. l(ак показали 
конкретные расчеты погрешностей приближения hзm ,.._, h 
. (m=,l и 2), при заданном k зависимость Ч'11.= 
= Ч'11. (л1, л2, ... , •Лn-1) не сильна (рассматривались поли­
номы An (P) степени n�l5). Это объясняется :гем, что 
,при заданных т и k в зависимости R11.= R11.(л1, • • •  , дn-1) 
'превалирующее значение (при выполнении указанного 

* Приближенные выражения «амплитудной» и «временной» по­
грешности аппроксимации получаются в структурном отношении 
одинаковыми. ** С точностью до множителя (1-·�п)Rп (t) каждый последую­

щий член суммы (*) равен производной от предыдущего члена этой

суммы. 
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в п. 7 ограничения величин ai при i�4) имеют пара­
метры л 1 и л2, 1'оторые полностью определяют величи­
ну б1r, Поэтому величина о т н оше ния R11./.б1г = Ч'11. опре­
деляется в основном значениями rm и k. 

13. По данным значителыного количеС11ва -конкретных
ра1счетов приближения hзm

,..,,,, ,h были найдены приведен-
ные в табл. 4.1 с р е дни е значения величин Ч!' к при 
m= 1 и lm=,2, причем было установлено, что отклонения 
действительных значений \J.I': от средних не превы-

т 

1 
2 

Т а блица 4.1 
Средние значения коэффициентов щf 

q,2 
4 

0,70 
0,95 

q,2 
5 

о, 18 
0,04 

q,2 
J: 

о, 12 
0,01 

1,00 
1,00 

шают ,..,,,, 20 % . Это обстоятельство с учетом очевидного 
равенства I:•V 1t = 1 позволяет выразить ис1юмое, удобное 
для практических расчетов, ,соотношение в виде полу­
эмпирической формулы 

аtа�;
иб � у w� (1 -С

4
)2 + � (l-С,)2+Ч!'�. (4.23) 

где величина Ч!'� учитывает приближенно влияние всех чле­
нов суммы (4.22) с номерами k�16 (с точностью до по­
грешности приближения порядка 1т+4, где т- поря· 
док приближения hзт

,..,,,, h). 
Простая формула (4.23) позволяет с помощью пред­

ставленных на рис. 1.8 и 1.10 графиков оценить величи­
ну 6 1,, наиб с погрешностью, не превышающей ,..,_, 30% при 
условии выполнения соотношения ( 4.18). Даже если 
с учетом высказанных в п. 7 'Соображений расширить 
соотношение (4.18) и принять щ�2с1 ,(при условии, что 
а1�0,7Щ,кр), то, как показали расчеты (см. § 3), лишь 
в редких случаях применение формулы (4.23) приводит 
к существенному повышению погрешности до ,..,,,, 50 % . 

14. В некоторых случаях изображение аппроксими·
руемой функции приводится к виду h=[pAoo (р)]-1

, где 
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А"" (р) - бесконечный степенной полином, некоторые 
коэффициенты а; которого о т  р и ц а т  ел ь н ы ( см. § 1, 
пп. 20-21). Из общих формул (4.10), (4.11), (4.16) и 
( 4.17) вытекает, что в этом случае погрешность аппро­
юсимации должна возрастать. Отсюда можно прийти 
к выводу, что если отрицательные значения а; получают­
ся при i>З, то приведенные на рис. 1.8-1.10 семейства 
кривых представляют верхние границы соответствую­
щих погрешностей аппрокси.мации. Это бьшо подтверж­
дено конкретными расчетами погрешностей приближе­
ний hзm~ 1h, которые также позволили заключить о при­
менимости в рассматриваемом случае формулы (4.23).
При этом лишь следует учесть з н а к  параметров ,4 и ,�. 
Значения а;<О при i�6, вообще говоря, также обуслов­
ливают повышение погрешности аппроксимации, но зна­
чимость этих факторов мала, и сомасно данным расчета 
в рассматриваемом случае средние значения коэффици­
ентов w: достаточно близки к приведенным в табл. 4.1.
При этом выражаемые соотношением (4.18) ограниченил,
оказываются малосущественными и, приближенно, могут 
быть сняты. 

Из практических соображений, с целью унификации 
методики оценки погрешности аппроксимации, можно и 
в рассматриваемом случае сохранить формулу (4.23)
с приведенными в табл. 4.1 значениями коэффициентов. 
Это согласно контрольным расчетам не приводит к су­
щественному повышению погрешнос1'и оценки величины 
6�. наиб: погрешность оценки этой величины не превышает 
~ 50%, а в большинстве случаев она значительно мень­
ше (см. § 3, пп. 20-22). Лишь в случаях, когда при 
а4 <0 и (или) а5<0 абсолютные значения /a4 I »с4 и (или) 
/a5 I » с5, погрешность оценки погрешности аппроксима­
дии может возрасти до ~ 50-100%. Но такие случаи 
встречаются на практике редко (в произведенных нами 
ра,счетах погрешность оценки не превышала 50%).



ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Усnовие существования прибnиженноrо решения 

1. Пусть функция h(t) аппроксимируется функцией
hзm(t) т-го порядка приближения (m<n� 1), где 

h'(t) . h( ) 1 1 • (П 1 1)
+:- р = pAn (р) p(l + а1р + ... + anp•) ' · · 

e-ptsm 

Р (1 + ь.р + ... + Ьтрт)" (П.1.2)

- В соответствии с принятым в гл. 1, п. 1, ,все коэффи­
циенты ai (i= 1, 2, ... , п) полинома А п (р) вещественны, 
причем 

(П.1.3) 
Соотношение всех коэффициентов полинома А п (р) 

определяется п - 1 положительными безразмерными па­
раметрами (см.§ 4, п. 7): 

(П.1.За) 

Для возмо,жности существования аппрокоимирующей 
функции hзm (t), которая так же, как и функция h (t), 
должна выражать диссипативный процес-с, по крайней 
мере, необходимо, чтобы все коэффициенты bj (j= 1, 
2, ... , m) полинома Вт(Р) были вещественны, причем 
должны выполняться в с е  неравенства 

(П.1.4) 
Вещественным и положительным должно быть также и 
запаздывание ,fзm, 

Выясним условия выполнения всех неравенств 
(П.1.4). При этом, поскольку согласно формулам ( 1.27) 
коэффициенты Ь3 зависят от запаздывания tзm, устано­
вим правило выбора надлежащего корня ta = lзт уравне• 
ния (m+l)-й степени Fm+1(t8)::oo:O, выражаемого равен­
ством ( 1.26). 
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2. Предварительно рассмотрим некоторые свойства
двух функций аргумента t�: функции Fт+1 (t3 ) и функции 
Ь;(tз), выражаемой равен�ствами (1.27), в которых заме­
ним tзт на tз, При этом будем полагать, что аргумент tl 

может принимать любое положительное значение. По­
этому функция Ь;(tз) выражает коэффициенты Ь; изо• 
бражения (П.1.2) лишь при f3= fзт, где f:mt - надлежа­
щий корень уравнения ( 1.26). 

Первое важное свойство рассматриваемых функций 
заключается в том, что функция Fm+1 (t3 ) при m+l =k 
однозначно определяет функцию b_i (t3) при j=k. Дей­
ствительно, из выражений (1.26) и (1.27) следует, что 

F1 (tв) = fз - а1 = - Ь1 (fз); 
)' t2 

F2(tв)= +-а1fз + а2
= Ь2 (tз); 

1 
� (П.1.5) 

t
3 

at
2 · 

' 
Fз(fв)= 3� - ;,э +а2tз-а3

= -Ьз(tз);
1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . ' 

В общем виде можно записать: 
(П.1.6) 

Второе важное свойство заключается в том, что 
dFн, (ta) 

dt 8 

(П.1.7) 

Далее, непосредственно из выражений (П.1.5) и не­
равенств (П.1.3) вытекает, что уравнение Fm+1 (t3) =0 не 
может иметь отрицательных вещественных корней. Сле­
довательно, при нечетном k=m+ 1 (при четном т) это 
уравнение имеет по крайней мере один вещественный 
положительный корень. 

Наконец, из выражений (П.1.5) и неравенств (П.1.3) 
следует, что н а ч а л ь н ы е  значения функций 

F1 (О) <0; F2 (О) >0; Fз {О) <0; . .. (П.1.8) 
3. Проанализируем свойства корней уравнения

Fm+t (t8) =0 из рассмотрения графиков семейства функ­
ций F1t Uэ) (k=l, 2, ... ). Такой подход оказывается наи­
более простым и наглядным. 
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Характерные особенности семейства функций F,, {t3 ) 
определяются соотношением коэффициентов а 1, а2 , • . . , 

.. . , a1i. Показанные ниже на рис. П.1.1 и П.1.2 графики 
5 семейств охватывают все интересующие нас свойства 
функции F k ( fз) . 

Графики каждого семейства расположены один над 
другим. Они по-строены с учетом соотношений (П.1.7) и 
(П.1.8). В соответствии с соотношением (П.1. 7) в точках 
пересечения графика функции F1i(tз) с осью абсцисс (та­
кие точки являются одиночными нулями этой функции) 
функция F н1 Uз) имеет минимум ( если в этой точке про­
изводная dF1i/d.fз>0) или максимум (если dF1i/dtз<0). 
В точках же, в которых функция F1i(tз) экстремальна, 
функция F1,,+1 Uз) имеет точку перегиба. Эти свойства по­
зволяют выяснить поведение функции Fн1 (t3) по пове­
дению функции F k (t3). Поэтому, хотя на рис. П.1.1 и 
П.1.2 приводятся только 4 графика каждого семейства, 
тем не менее, применяя метод индукции., можно выяснить 
интересующие нас свойства остальных графиков семей­
ства (для k>4). 

Благодаря свойству, выражаемому равенством 
(П.1.6), из рассмотрения графиков какого-нибудь семей­
ства легко определить в любой точке tз з н а к всех 
функций bJ(tз), для которых j<k = m+ 1. Так, например, 
из рас,смотрения семейства, приведенного на рис. П.1.1.,6, 
видно, что при k= З (чему соответствует m= 2) в точке 
f3= ,tз2Э, где функция F3 {t3) имеет минимум, Ь2= О, а Ь1 =
=-АВ<О. Заметим, что точка t323 определяет также 
некоторые значения Ьз=-Fз(tз2з) и Ь4= F4(tз2з), но эти 
значения несущественны для приближения порядка 
m=.2. 

4. Линейная функция F1 (tз ) = -Ь1 (tз), выражаемая
первой формулой (П.1.5), определяет единственный, 
всегда положительный корень fз= fзо= а1>О уравнения 
F 1 Uз) = 0. Эта линейная функция фигурирует во всех се­
мействах, приведенных на рис. П.1.1 и П.1.2. Свойства 
функции F 1 Uз) предопределяют обязательное наличие 
м и ним у м а  в точке t3

= a 1 параболической функции 
F2 (t3)= ,b 2 (tз), выражаемой второй формулой (П.1.5). 

Два корня уравнения F2(tз) = О могут быть как веще­
·ственными 1 так и комплексными:

tзt = а.,, (1 - .Vi --2.i; )i t*ai = а1 (1 + v1 -211 ). (П.1.9)
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На рис. П.1.1 изображены два семейства функции 
F k (tз) в случае, когда корни (П.1.9) вещественны и раз­
личны (л1 <0,5), а на рис. П.1.2 изображены три семей­
ства функции Fk {t3) в случае, когда корни (П.1.9) ком­
плексны или кратны {л1 �0,5). 

Рассмотрим каждое из этих семейств в отдельности. 
5. На рис. П.1.1,а изображены графики семейства

функций Fk (tз) для случая, когда при любом k все кор­
ни уравнения Fk (t3) = О некратны, вещественны и, следо­
вательно, положительны. Однако не все такие корни 
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Рис. П.l.l. Семейства функций Fk (ta) цри существовании приближе­
ний порядков т�2. 
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удовлетворяют приближению порядка m='k-1. Прибли­
жению порядка т удовлетворяют только такие корни 
tз

= itзm, которые обеспечивают выполнение вс е х  нера­
венств (П.1.4). Непосредственно из рис. П.1.1,а видно, 
что при любом т этому требованию удовлетворяет толь-
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Рис. П.1.2. Семейст.ва функций F11(tэ) при отсутствии приближения 
порядка m= 1. 

ко н а и м е н  ь ш и й вещественный корень уравнения 
Fm+ I (tз) = О. Так, из двух корней F2(t3) =0 только корень 
tз1 даетЬ1 = -F1(tз1)>О, в то время как -F1(t*81)<0; 
заметим также, что tз1 <tзо= а1. Из трех корней уравне­
ния Fз(tз)= О только н а и м е н ьши й корень /32 дает 

Ь2>О и Ь1>О; в точке же t*з2 имеем Ь1>О, но Ь2 <0, 
а в точке t**з2 получается Ь2>О, но Ь1 <0. Заметим, что 
на и м еньший корень tз2 <it31 . Аналогичное положение 
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справедливо и в отношенин корней уравнения F4(1f3) =0: 
здесь только н а и м е н ь ш и й  корень t33 удовлетворяет 
в с е м  неравенствам (П.1.4) (Ь3 >0, Ь2>0, Ь 1>0), причем 
fзз<fз2-

Продолжая эти рассуждения и используя метод ин­
дукции, можно прийти к выводу: если все корни уравне­
ний Fk(tз) =0 (k= l, 2, ... , т+ l) вещественны и некрат­
ны, то только н а и м е н ьши й  корень f3=1f3m уравнения 
_Fm+1Uз)= O удовлетворяет в с е м  неравенствам (П.1.4)_, 
·что необходимо для существования приближения поряд­
к_а т; при этом наименьшие корни fз, k-l уравнений
fk(tз) =О (k�m+1l) удовлетворяют неравенствам

(П.l.10) 

Выполнение этих неравенств находится в соответствии 
с тем, что с возрастанием порядка т приближения улуч­
шается качество приближения hзm ,....,, fi (при m=n запа­
здывание tзm

= O и hзm=h). 
6. На рис. П.1.1,6 рассматривается случай, когда два

из трех корней уравнения F3(t3) = 0 комплексны, а тре-
. тий вещественный корень t*э2>а1. В этом случае уравне­
ние F4(tз) = 0 может иметь не более двух вещественных 
корней Uзз и t*зз), так как точки f31 и t*з1 являются точ­
ками перегиба функции 11;\ (t3 ). Из рис. П.1.1,6 видно, что 
корень t*з2>а 1 (и, значит, подавно t*э2>fэ1) не удовле­
творяет неравенству Ь 1 >0, ввиду чего приближение по­
рядка m= 2 не существует (соответствующая этому слу­
чаю кривая Fз(tз) показана пунктиром). Однако при­
ближение порядка m= 3 в рассматриваемом случае су­
ществует, причем ему удовлетворяет только наименьший 
вещественный корень i33 уравнения F4(tэ) = 0 (второй 
корень t*эз дает Ьз<О и Ь1<0). 

7. На рис. П.1.2 изображены графики трех семейств
:,функций F h ( t3), соответствующие л1 � 0,5, ввиду чего 
приближение порядка m= 1 не существует. Графики, со­

:ртветствующие отсутствию приближения порядка m= 
=k;----- 1, показаны на рис. П.1.2 пунктиром. В каждом из 
рассматриваемых на рис. П.1.2 случаев функция Fз (tз) 
представляет собой кубическую параболу, причем урав­
нение F 3 (t3 ) = О имеет только один вещественный корень, 
так как точка fэ

= а1 является точкой перегиба функции 
Fз(tз). 
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Приведенное на р·ис. П.1.2,а семейство соответствует 
случаю, когда уравнение Fз Uз) =0 имеет един,ственный 
вещественный �орень fз2<а1, что при л 1 �0,5 неоqходи­
мо для существования приближения порядка m = 2, так 
как при этом Ь2>0 и Ь1 >0. 

Приведенное на рис. П.1.2,б семейство соответствует 
случаю, когда уравнение F3 (t3) =0 имеет единственный 
вещественный корень t*32 >a 1, ввиду чего приближение 
порядка m = 2 не существует (Ь 1 <0). Здесь возможен 
также случай, когда .f*з2= а 1 и Ь 1 =0; в этом граничном 
случае функция hз2 (t) выражает стационарные гармони­
ческие колебания (при Ь 1 <0 амплитуда колебаний на­
растает во времени). 

В приведенном на рис. П.1.2,в семействе уравнение 
FзUз) =0 имеет вещественный корень t**з2 = а 1 [эта точ­
ка является кратным нулем функций FзUз) и F2(.tз)]; 
здесь приближение порядка m=2 (так же как и прибли­
жение порядка т ='l) в ы  р о ж д а е т  с я в приближение 
порядка m=O. 

В каждом из рассматриваемх на рис. П.1.2 случаев 
приближение порядка m= 3 существует только тог дн, 
когда уравнение F4(tз) =0 имеет №а р а з л и ч н ы х  ве­
щественных корня; при этом только н а и м е н ьший 
корень обеспечивает выполнение в 1с е х нера,венств 
(П.1.4): 1Ь3 >0, Ь2>0 и Ь1>0. 

8. Представленные на рис. П.1.1 и П.1.2 графики
охватывают все комбинации параметров а;>О, суще­
ственные для вьшснения возможности ,существования 
приближения любого порядка m�-3. Хотя приближения 
более высоког-о порядка представляют ограниченный 
интерес, тем не менее (поскольку рассмотренные семей­
ства кривых позволяют это легко сделать) сформули­
руем о б щ  и е условия существования приближения лю­
бого порядка т. 

Приближение порядка m=O существует всегда. При­
ближению порядка m>O может удовлетворить только 
наименьший вещественный ( являющийся всегда поло­
жительным) корень f3 = fзm уравнения Fm+1 (tз) =0. 

Для существования приближения порядка т >0 
необходимо, ц,тобы наименьший вещественный корень 
fзт уравнения Fm+1(fз)=O удовлетворял неравенству 
fзт<tэт ; здесь f

3
m-корень уравнения F'in+i (t3)=0, удов· 

летворяющий'!'приближению порядка т, ближайшего к m>m. 
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Исходя из сформулированных выше условий, из рас­
смотрения приведенных на рис. П. l. l и П.1.2 графиков 
можно заключить, что для существования приближения 
порядка т необходимо, чтобы в точке tэт знак функции 
Fm+1 Uэ) был противоположен знаку Pm+I (О) . 

В соответствии с этим должно выполняться неравенство 
Fm+i (t -)•f m+1 (О)< О. Тогда на интервале (О, t -) дол-

э т эт 

жна находиться точка tзт (О< t3m < t -), в которой 
ат 

Fm+1 Uзm) =0, что согласно изложенному выше и необхо­
димо для существования приближения порядка т. Учи­
тывая теперь неравенства (П.1.8) , получим неравенство 

(П. l .11) 

выполнение которого необходимо для существования 
приближения порядка m>O. Вытекающие из неравен­
ства (П. l. l l) необходимые конкретные условия суще­
ствования приближений порядка т�З рассматриваются 
ниже. 

9. Условие существования приближения порядка 
m = 1. В данном случае приближение порядка iii = О, ко­
торое существует, является ближайшим к приближению 
порядка m= l, причем fзm

= f3o = a1. Отсюда в соответ- · 
ствии с. соотношением (П. l .11) необходимое условие вы­
ражается неравенством 

или 

(П.1.12) 

Этот результат в рассматриваемом простейшем случае 
вытекает также непосредственно из равенств (П.1.9) , так 
как должно выполняться h1= a1-fз1>0. 

10. Условие существования приближения порядка
m=2. Здесь следует различ,ать два подслучая: прибли­
жение l-ro порядка пе существует или существует. 

а) Приближение 1-го порядка не существует 
(11 ;;:а, 0,5). В этом случае (см. рис. П.1.2, а), как и в п. 9, 

155 



т = О и t -= ta0 = а1 • Отсюда в соответствии с формулой
зт 

(П.1.1 1) необходимое условие выражается неравенством
а

з 
'а

з 

Fa(a1)=-зf--\\ +а1а2·-аз>С>,

которое после деления всех членов на а�
виду

приводится· к

(П.1.13)

б) Приближение 1-zo порядка существует (l1 <0,5).
В этом случае (см. рис. П.1.1, а) iii. = l иf_=f31 • Отсю-

sт 

да:соrласно соотношению (П.1.11) необходимое условие
выражается неравенством 

F ,(t )- t;1 -а. t:1 + 
>О а. э1 � 31 21 а/а1 - а, .

Подставляя сюда выражение fз1 из первой формулы
(П.1.9) ,  после некоторых преобразований rполучим 

la = :; < l1 - +++ v(l-2l1)
3 =l22,кр ().1 < + )­

(П.1.14)
Это соотношение путем разложения радикала в ряд
можно привести к виду ;._2 ( ;._ ;._2 ) 

l2 < l22,кp = -y 1+++++... . (П.1.15)

При л1=J.1,нр=0,5 выражаемые формулами (П.1.13)
и (П.1.14) критические значения параметра л2 совпада­
ют, т. е. 

l21,кр =l22,кр = + (l• = +)- (П.1.16)

Интересно отметить, что имеет принципиальное зна­
чение (см. § 4, п. 10), одно обстоятельство: равенство
л2=л22, кр получается при таком значении аз, которое
в точности совпадает со значением ст+2

= с3, выражае­
мым формулой (1.7) .  В этом можно убедиться подста­
новкой в формулу (1.7) выражения ./81 из первой форму­
лы (П.1.9) и равенст�а b1 = a1-fa1• 
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11. Условие существования приближения пор_ядка
m=3. Здесь следует различать 3 рассматриваемых ниже 
под случая. 

а) Приближения 1-го и 2-го порядка не существуют. 
В этом случае в соответствии с формулами (П.1.12) и 
(П. l .13) выполняются соотношения 

(П.1.17) 

и ( см. рис. П.1.2, 6) приближение порядка т = О (t -=а1),
зm 

которое существует, является ближайшим к приближе­
нию порядка m=З. Отсюда согласно формуле (П.l.11) 
необходимое условие выражается равенст,вом 

которое после разделения на а 1 и некоторых преобразова­
ний приводится к виду 

(П.1.18) 

Ввиду выполнения неравенств (П. l .17) правая часть 
неравенства (nl.18) всегда положительна (она не ме­
нее ½4). 

б) Приближение 2-го порядка не существует, но су­
ществует приближение 1-го порядка. В этом случае в со­
ответствии с формулами (П.1.12) и (П.l.14) выпол­
няются соотношения 

1 1 1 • --�-
А-1 <т, 12;;;:e,.i1 -3+3 V(I-211)3 (П.1.19)

и iii= l. Отсюда (см. рис. П.l.l, б) t -= t31 • Следова-
зm 

тельно, согласно формуле (П.l.11) необходимое условие 
выражается нера'венством F4(ta 1) <0. Подставляя сюда 
выражение t31 из первой формулы (П.1.9), после некото­
рых преобразований получим необходимое условие 
в виде 

Аз = :f < ,�з2,кр =� ( 12 - ��1 + �2 - �: ) • (П.1.20)
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где 

(П. l .21) 

Подставляя последнее разложение в формулу (П. l .20),
получим • 

( л {\.� )! л� лf ) :tз < Аз2,кр = л1 l + т+т+ · · · \/2 -3-8+ · · · · 

(П. l.22) 
в) Приближение 2-zo порядка существует. В этом 

случае m= 2, t -= f32 и в зависимости от того , сущест-зт 
вует ИJlИ не существует приближение 1-ro порядка, спра­
ведливо соотношение (П.1.14) или (П.1.13). Но незави­
симо от. этого в обоих случаях согласно формуле 
(П. l .11 ') необходимое условие выражается. неравенством 
F4(tз2) <0, где fз2<а, -наименьший вещественный· ко­
рень уравнения F3(tз) =0. Способы нахождения этого 
корня изложены в § 2, пп. 4 и 6. После по:д:становки зна­
чения ifз2 в неравенство F 4 (t32) <0 и некоторых алгебраи­
ческих преобразований необходимое условие приводит­
ся к виду 

д. =�<л. =�[ Зл2 _л1 tз2 +�] (П l 23)з 4 зз,кр а 4 4а 24 2 • • • а1 1 1 а 1 

В данном случае также можно убедиться в том, что 
равенство лз = �л,зз, кр получается при значении а4 = С4 = 

= Ст+2, где Cm+2 выражается последним равенством си­
стемы (1.7). 

12. Определение необходимого· условия существова­
ния приближения порядка m>З, исходя из неравенства 
(П. l .11), не связано с принципиальными трудностями. 
Единственным техническим затруднением является на­
хождение наименьшего вещественного корня уравнения 
Fm+ 1 

(tз) =О, где т+ 1 �4. В этом случае целесообразно 
воспользоваться формулами Ньютона и рекомендациями, 
приведенными в § 2. 
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13. Выше были сформулированы н е о б х о д и м ы е
условия существования приближения того или иного по­
рядка. Являются ли эти условия достаточными? 

Даже если принять, что достижение определенной 
точности аппроксимации не накладывает ограничений на 
существование приближенного решения, в,се же необхо­
димо потребовать, чтобы аппроксимирующая функция 
hзт(t) выражала д и с с и п ат и в н ы й процесс, стремя­
щийся при if-+oo к тому же стационарному значению, 
к которому стремится аппорксимируемая функция h (t). 
Для этого, вообще говоря, недостаточно выполнение не­
равенств (П.1.4), а необходимо, кроме того, чтобы коэф­
фициенты bj удовлетворя:ли условиям, вытекающим из 
теоремы Гурвица [16]. 

Не останавливаясь здесь на анализе довольно гро­
моздких в общем случае определителей, фигурирующих 
в условиях Гурвица, рассмотрим достаточные в указан­
ном выше смысле условия существования приближен­
ного решения hзm(t) при т�4, так как применение при­
ближений более высокого порядка малоцелесообразно. 

При т�12 условия теоремы Гурвица выполняются 
при bj >O. Поэтому полученные выше н е о б х о д и м ы е
условия существования приближенного решения поряд­
ка т�2 оказываются также и д о ста т о ч н ы м  и. 

При m=З дополнительное условие, вытекающее из 
теоремы Гурвица, заключается в выполнении неравен­
ства Ь3<1Ь 1Ь2• Подставляя значения Ь 1, 1Ь2 ·и Ьз из формул 
( 1.27), получим 

л <). -� ( 1 - �+ t;з )2 1 а а 32 , 
1 1 

а 1 

(П.1.24) 

где .f33 - запаздывание, соответствующее приближению 
3-ro порядка:

Так как при всех обстоятельствах fзз<а 1, то наимень­
шее возможное значение правой части неравенства 
(П.1.24) все же более величины .'А, 1- 1 /3. Отсюда можно 
прийти к выводу о том, что если приближение 2-ro по­
рядка существует, то выполнение неравенства (П.1.23) 
достаточно для существования также и приближения 
3-ro порядка. Заметим, что из условия диссипативности
исходного сигнала h(t) должно выполняться неравен­
ство ,'А2<л1.
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При m=4 дополнительное условие, вытекающее из 
теоремы Гурвица, заключается в выполнении двух нера­
венств: 

Ь <Ь Ь · Ь < (�) 2 (Ь1•2 - 1) 
з 1 2, 4 Ь� ь, . (П.1.25) 

В силу первого из написанных неравенств правая 
часть второго неравенства всегда положительна. 

14. Если кроме условий, выражаемых неравенства­
ми (П.1.4) и вытекающих из теоремы Гур,вица, потребо­
вать дополнительно, чтобы функция hзm (t) удовлетво­
ряла некоторым минимальным требованиям к т о ч н о­
с т  и приближения hзm (t) ,,.., h (t), то окажется необходи­
мым наложить дополнительные ограничения на аппро­
ксимируемую функцию h (t). В частности, если потребо­
вать, чтобы наибольшая «временная» погрешность 
аппроксимации, выражаемая формулой (1.31), не пре­
вышала граничных значений {)1� (см.§ 1, рис. 1.8 и 1.10), 
то, как это вытекает из приведенного в § 4 анализа, до­
статочно потребовать, чтобы коэффициенты а1 изобра­
жения (П.1.1) при i�4 удовлетворяли соотношению 
а1�с1. Как указывалось в § 1, п. 13, это ограничение не 
является 1сильным. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Переходные характеристики идеализированноrо 
бездрейфовоrо транзистора 

1. Здесь имеются в виду с п л а в н ы е  транзисторы
типа р-п-р, работающие при низких уровнях инжекции. 
Под и д е а л  и з  и р о в а н н ы м транзистором подразуме­
вается плоскостной транзистор с пренебрежимо малыми 
объемными сопротивлениями, процессы в 'Котором яв­
ляются одн о м  е р  н ы м и, зависящими от одной про-
странственной координаты х (рис. П.2.1), отсчитывае­
мой в направлении, нормальном к плоским границам 
переходов. При этом, учитывая обычно имеющее место 
резкое различие р а в н о в е с н ых концентраций не­
основных носителей тока в эмиттере, базе и коллекторе 
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(пэ0�Рбо�nко), допустимо пренебречь электронными 
составляющими диффузионщ,rх токов, протекающих 
через переходы транзистора. 

При указанпых допущениях токи транзистора (без 
учета влияния барьерных емкостей переходов) опреде­
ляются градиентами концентраций неосновных носите­
лей тока (дырок) в базе на границах соответствующих 
переходов транзистора, причем закон изменения кон-

Эмит 
lpl 

1 ... W---'•�I 
1 

Баэо 

(п) 

Рис. П.2.l. Направление отсчета п,ростран­
ственной координаты х в базе (w - толщи­

на базы). 

центрации дырок в базе (O�x�,w) описывается урав­
нением диффузии [10, 25] 

(П.2.1) 

где Рб = Рб (х, t) - концентрация дырок в базе (t>O); 
р60 = р6 (х, О) - равновесная концентрация дырок в базе; 
't'

p - эффективное время жизни дырок в базе; Dp - эф­
фективный коэффициент диффузии дырок в базе. 

Заметим, что VDp-cp - L1, - эффективная длина диф­
фузии дырок в базе, причем L

v 
� w. 

В целях упрощения решения уравнения (П.2.1) часто 
принимается, что одно из двух граничных условий, кото­
рому должно удовлетворять это решение, выражается 
равенством 

Рб(w, t) = Pбo = const. 
11-2247

(П.2.2) 
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В действительно·сти · Рб(w, t) =#=const rпри активном 
режиме работы отпираемого транзистора справедливы 
неравенства: О<рб (w,· t) <Рбо], и учет этого непостоян­
ства делает задачу определения переходной характери­
стики транзистора нелинейной. Однако если входной 
сигнал не очень слаб, то с умеренной погрешностью 
можно принять граничное условие (П.2.2), что в даль­
нейшем имеется в виду. 

Второе граничное условие, которому должно удовле­
творять решение уравнения (П.2.1), определяется усло­
виями работы входной цепи транзистора. При этом 
в дальнейшем пренебрегается малой величиной обратно­
го тока fио запертого транзистора. 

2. При отпирании транзистора перепадом тока эмит­

тера iэ= lэ • l (t) (/э=const, причем ток /3 не вводит 
транзистор в насыщение) второе граничное условие 
(в пренебрежении влиянием барьерных емкостей перехо­
дов) определяется равенством 

SD дрб(О,t) / -qe р-�='(р э, (П.2.3) 

где Qe= 1,59 • 10-19 к-заряд электрона; S -площадь 
поверхности переходов транзистора; УР,..._, l -коэффици­
ент инжекции дырок в базу (в данном случае пренебре­
жение электронной составляющей тока эмиттера являет­
ся излишним, не приводящим к упрощению решения). 

Из решения уравнения (П.2.1), удовлетворяющего 
граничным условиям (П.2.2) и (П.2.3), можно получить 
операционное уравнение переходной характеристики для 
коллекторного тока транзистора [2 5]: 

где 

л л -'\ л 

h= h(p)= l/к = ·"(р = �(р)_, (П.2.4)
э рсh(ау1+р-ст,) Р 

(П.2.5) 
Решение уравнения (П.2.4), являющегося кJiассиче­

ским в теории транзистора, имеет вид 
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где 

(s = О, 1,2, ... ); (П.2.7) 

ао - коэффициент передачи тока эмиттера; х - коэффи­
циент переноса дырок сквозь базу, причем 

График функции (П.2.6) изображен на рис. 3.1 (см.· 
§ 3, п. l), где приводится также график приближенного
решения уравнения (П.2.4).

3. При отпирании транзистора перепадом тока базы
iб = /б -1 (t) (/б= const, причем ток /б не вводит транзи­
стор в насыщение) второе граничное условие (в прене­
брежении влиянием барьерных емкостей переходов) 
определяется равенством iэ-iи = lб, откуда 

- SD [
дрб (О, t)Qe Р дх 

дрб(w, f)
] / 

дх = б, 

где ради упрощения принято '\'р= 1. 

(П.2.9) 

Из решения уравнения ( П.2.1), удовлетворяющего 
граничным условиям (П.2.2) и (П.2.9), можно получить 
операционное уравнение переходной характеристики 
транзистора * 

л 

р [ch (д Vl+pt
p
)- 1] 

� (р) 
р 

(П.2.1 О) 

*Уравнение (П.2.10) можно также получить из известного соотно-
л л л л 

шения � (р) = а (р)/[1 - а (р)], где а (р) опредеJtЯется равенством 
(П.2.4). 
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Решение уравнения (П.2.1 О) имеет вид*) 

(П.2.11) 

где 

(П.2. l2а) 

f3o -коэффициент усиления тока базы .в схеме с общим 
эмиттером, причем с учетом того, что 'УР� 1, принято 
[10, 25] 

сhд-1 
(П.2.13) 

График функции (П.2.11) изображен на  рис. 3.3 ( см. 
§ 3, п. 3), где приводится также график приближенного
решения уравнения (П.2.1 О).

4. При отпирании транзистора перепадом входного
напр,яжения (между эмиттером и базой) Uэб=,Иэб · l (1t) 
( Иэб= const, причем напряжение Иэб не вводит транзи­
стор в насыщение) второе граничное условие (в прене­
брежении влиянием барьерных емкостей переходов) 
определяется равенством 

(П.2.14) 

где q>т=kТ/qе -температурный потенциал; k-8,6, 10-5
эв/град- постоянная Больцмана; Т -абсолютная тем­
пература. 

Из решения уравнения (П.2.1), удовлетворяющего 
граничным условиям (П.2.2) и (П.2.14), можно получить 
операционное ура,внение 

* Подробное решение этого уравнения приводится в работе
Я. С. Ицхоки и Н. И. Овчинникова (1969). 
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(П.2.15) 

где 

/ = qSD
p 

1;:0 ( еи361
� -1 )= const.

Из решения уравнения (П.2.15) получается сле­
дующий закон нарастания относительной величины тока 
коллектора: 

. 
2 ос, 2 2-t/T, 

h=h(t)=�
(
x )=1+-�(-1)8 

5 ��+ 42 , (П.2.16)
lx 00 Х1 � S 1t 

s=I 

(П.2.17) 

(П.2.18) 

График функции (П.2.16) изображен на рис. 3.2 (см. 
§ 3, п. 2), где приводится также график приближенного
решения уравнения (П.2.15).

5. На рис. П.2.2 изображена ключевая схема с об­
щим эмиттером, содержащая нагрузочную емкость Сн. 

-!к

R
K 

Рис. П.2.2. l(лючевая схе- tLк Lc+ма с общим эмитrером. � 

г
U• •uk'Э 

и6-и6э f t
э 1 1 

Переходный процесс в ключевой схеме обусловлен 
в основном процессом накопления заряда в базе транзи­
стора и влиянием как емкости нагрузки, так и барьерной 
емкости Си коллекторного перехода, не фигурирующей 
в явном виде на схеме рис. П.2.2. (Влиянием барьерной 
емкости эмиттерного перехода можно практически пре­
небречь, так· как изменения напряжения на этом пере-
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ходе по крайней мере на· порядо1< меньше изменений на­
пряжения на коллекторном переходе-) Величина барь­
ерной емкости зави·сит от напряжения на коллекторном 
переходе [25], которое в ключевой схеме меняется от з·на­
чения, близкого к -Еи, почти до О. С целью упрощения 
анализа нелинейная емкость Си заменяется эк,вивалент­
ной емкостью Си, величина которой равна усредненному 
(по диапазону изменений напряжения на переходе) зна­
чению емкости Сн [27]. 

Из анализа процессов в ключевой схеме можно полу­
чить операционное уравнение для изображения тока iн, 
протекающего через резистор Rи [25]: 

лл 
� � � iб tR =tR(p)= [ (Л ] '

л л 

1 + рRк с11 :+ �'к\�+ 1 ) 
(П.2.19) 

где iб = iб (р) -изображение тока базы, и получаемый 
' 

из решения диффузионного уравнения (П.2.1) операци-
онный коэффициент передачи 

л л 1 

� = �(р) = 

ch(a-V1+p1:p)-l'

причем б выражается равенством (П.2.5). 

(П.2.20) 

Полагая, что транзистор отпирается перепадом то·ка 
базы i6 =!6 • 1 (t) и подставляя изображение этого тока 
16/р и изображение (П.2.20) в уравнение (П.2.19), по­
лучим операционное уравнение rпереходной характери­
стики для тока •iн ключевой схемы: 

где 

л 

Л Л i
R 

1 

h = h(p) = т;;- pN (р) , (П.2.21) 

N (р) = [ch (8 V 1 + P'tv )- 1] [1 + рRк (Си+ ё\)] + pRiJк. 
(П.2.22) 

Определение т о ч н о г о  выражения оригинала 
(П.2.21) , оопряжено с громоздкой задачей нахождения 
нулей функции (П.2.22) и определения вычетов функции 
(П.2.21) относительно этих точек. Получаемое в итоге 
этого решение оказывается очень громоздким. Все это не 
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оправдывается достигаемым уточнением полученного ре­
шения. В § 3,Б приводится значитель·но более простой 
способ определения пр и б л и ж е н но г о выражения 
переходной характеристики h (t), которое практически 
совпадает с точным решением уравнения (П.2.21). 

ПРИЛОЖЕНИЕ З 

Переходная характеристика идеаnизированноrо 
дрейфовоrо транзистора 

1. Под и д е а л и з и р о в а н н ы м  дрейфовым транзи­
стором, так же ка·к и в случае бездрейфового транзисто­
ра (1см. приложение 2, п. l), подразумевается плоско­
стной транзистор ,с одномерным характером протекания 
процессов без учета влияния емкостей переходов. Но, 
в отличие от бездрейфового транзистора, здесь предпо­
лагается, что в любом сечении базы транзистора 
(O�x�,w) действует электрическое поле, напряжен­
ность которого E='ffJтfLN=const, где срт-температур­
ный потенциал, а LN - постоянная распространения при­
меси (донорной или акцепторной) в базе, концентрация 
которой изменяется по толщине базы по экспоненциаль­
ному закону (28] 

N = N (х) = N (О) е -x/LN (О..;; x<w). (П.3.1) 

Различие граничных концентраций у эмиттерного 
(N(O) =Nэ) и у коллекторного (N(w) =Nн) переходов 
отличается обычно по крайней мере на порядок. В соот­
ветствии с этим параметр 

(П.3.2) 

Будем также предполагать, что токи дрейфо�ого 
транзистора практически определяются только н е  о с­
н о в н ы  м и  носителями тока в базе и что физические па­
раметры базы постоянны (при неизменной температуре) 
и равны их средним по толщине базы эффективным зна­
чениям . Поэтому применительно к базе п-типа, которая 
ради конкретности изложения в дальнейшем имеется 
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в виду, будем полагать· постоянными следующие пара­
метры ( см. приложение 2, п. 1): 

'1:р = const; Р,р = const; D11 = ff
т 

Р,
р 
= const; 

Lp =VD
p'l:p = const,. причем 8 = w/ L

p 
� 1. 

2. При отпирании транзцстора перепадом тока эмит­
тера iэ = lз• 1 (t), где lз= const не вводит транзистор в на­
сыщение, можно, исходя из уравнения непрерывности, 
получить операционное уравнение переходной характери­
стики коллекторного тока [28]: 

л л 1 'У '7 h = h (р) = -
ре (П.3.3) 

Р сьх+ � shx 

где yp~l - коэффициент инжекции и 

X=X(P)=W v-· l_+_l_+_E.__,
4L2 L2 D1-1 

N Р 

(П.3.За) 

Нахождение решения операционного уравнения 
(П.3.3) сопряжено с громоздкой процедурой вычисления 
положительных корней ix='Xlt трансцендентного уравне­
ния 

tgxrt=- � (k= 1,2, .•. ), 

после чего нормированное (относительно h(oo) =ао) ре­
шение уравнения (П.3.3) приводится к виду [29] 

00 у· 2 2 -ti" 
�= 1 + � е') �(- 1)1 'Xk �'Xk; '1)

2

) е ' (П.3.4)110 

· 

1' 

i.J 6k ('Xk + '1)2 
+ 1/) 

k=l 

где '1: = t/0 - безразмерное время; 

0 
8сх0 =� 'l:D (П.3.5) 

- постоянная времени нормировки;

(П.3.6) 
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- время диффузии;

(П.3.7) 

В области -r<O
t
l решение (П.3.4) оказывается весь­

ма громоздким. 
На рис. 3.5 сплошной линией изображены заимство­

ванные из работы Т. М. Аrаханяна {29] графики норми­
рованных переходных характеристик h/CLI.}, соответствую­
щих значениям параметра ТJ= 1 и 3. 



Литература 

1 . .Я. С. И ц х о  к и. Импульсные устройства. Изд-во ФСоветское ра­
дrио», 1959. 

2. Н. А х и е з е р, М. К р е й н. О некоторых вопросах теории мо­
ментов. ГНТИ Украины, 1938.

3. И. Г. Ма м о н  1{ и н. Импульсные усилители. ГЭИ, 1958.
4. А. Г. Май е р, Е. А. Л еонт о в и ч. Об ощном неравенстве, свя­

занном с интегралом Фурье. ДАН СССР, т. 4, вып. 7, 1934.
5. W. С. Е I m о r е. The Transient Response of Damped Linear Net­

works with Particular Regard to wideband Amplifiers, Journ. of
Appl. Physics, v. 19, No 1, 1948.

6. В. Э л м о р, М. С е н д с. Электроника в ядерной фиЗИ"ке. ИЛ,
1953.

7. Л. А. Ме е р  о в и ч, Г. П. Т а р т а  к о в с к и й. К расчету вре­
меннь1х и частотных характеристик многокаскадных систем. 
ЖТФ, т. 22, вып. 7, 1952. 

8. Л. А. Меер о в и ч. К расчету немонотонных переходных функ­
ций м�ноrокаскадных систем. ЖТФ, т. 23, вып. 11, 1953. 

9. С . .Я. Ш а ц. Транзисторы и основы их применения. Судпромгиз,
1960.

10. С . .Я. Ш а ц. Транзисторы в импульсной технике. Судпромrиз,
1963.

11. Б. Н. Ф а й  з у  л а е  в. О связи параметров переходных хара-кте­
рист11�к транзисторав. РадиотехниG<:а, 1963, т. 18, No 4.

12. Б. Н. Ф а й  з у  л а е  в. Полупроводнюювые 'Каскады ;в .переход­
ном режиме. Изд-во «Овязь», 1965.

13. Г. К. Г а в р и л о в. Приближенные методы анализа переходных
•Процессов. Изд0во «Советское радио», 1966.

14. О. Б. Л у р ь е. Усилители видеочастоты. Изд-во «Советское ра­
дио», 1955.

15. В. А. Б о д  н е р, М. С. К о з л о в. Стабилизация летательных 
аппаратов. Оборонгиз, 1961. 

15а. Ю. А. Р я з  а н  о в. Проектиравание систем автоматического ре­
гулирования. Машгиз, 1963. 

16. А. Г. К у р о ш. Курс высшей алгебры. ГИТТЛ, 1955.
17. М. И. К он т о р  о в и ч. Операционное исчисление и процессы 

в электрических цепях. «Наука», 1964. 
18. А. А. Ф е л  ь д б а у м. Электрические системы автоматического

регулирования. Оборонгиз, 1958; Вычислительные устройства
в автоматических системах, Физматгиз, 1959.

19. 3. Ш. Б л о х. Переходные процессы в линейных системах авто­
матическаго регулирования. Гостехиздат, 1952.

170 



20. В. Л. 3 а г у с ,к и н. Справочник по численным методам решения 
уравнений. Физ·маниз, 1960. 

21. Б. П. Д е м и д о в и 1ч, И. А. Ма р о н, Э. 3. Ш у в а л о в а. Чи·с­
ленные мето.ды анализа. Физматгиз, 1962. 

22. Л. В. К а н т о р о в и ч, Г. П. А к и л  о в. Функциональный ана­
лкз в .нормированных пространствах. Физматгиз, 1959.

23. Б. 3. В у л  и х. Введение в функциональный анализ. Фиэматгиз, 
1962. 

24. Я. Л. Г е р о н  и м  у с. О применении методов Чебышева к зада­
че уравновешивания механизмов (,гл. 1, Необходимые сведения
из теории наилучшего приближения). Гостехиздат, 1948.

25. И. П. С т е  п а н е н к о. Ооновы теории транзисторов и транзис­
ТОJJIНЫХ схем. «Энергия», 1967.

26. О. Б. Л у р ь е. Нестационарные явления и искажения, вносимые
усилителем. ЖТФ, т. 9, вып. 1, 1939.

27. Б. Н. К о н о н о в. Симметричные триI1Геµы на плоскостных по­
лу�проводниковых триодах. ГЭИ, 1960.

28. Н. С. С п и р и д о н о в, В. И. В е р т  о г р  а д о  в. Дрейфовые
транзисто·ры. Изд-·во «Сове'ГСкое радио», 1964. 

29. Т. М. А -г а х а н я н. Переходная характеристика коэффициента 
передачи тока дрейфоВО['О транзистора. НДВШ. «Радиотехника
и электроника», 1958, No 1. 

30. Б. В. Ел и з  а р ов, Г. Н. Кр ы л  о в, Г. И. Ма к а р  о в. По­
строение переходи-ого процесса при прохождении видеоимпульса 
через фильтр низкой частоты методом характерных точек. «Ра­
диотехнкка», 1959, т. 14, No 10. 



Оrnавnение 

Пр еди с л ов-ие 3 

Вв е д е н ие 5 

1. Осно вные п оложения 10 

2. Рецептура приближенного анализа 49 

3. Некоторые применения п риближенного а нализа 62 

4. Погрешнос ть апп рокс имации 130 

Пр ил ож е н и  е 1. 

Условие суще ст вования приближенного решения . 148 

Пр ил ож е н и е  2. 

Переходные ха рактерис тики иде ализи рованного без-
д рейфового транзис тора 160 

Пр ил ож е ние 3. 

Переходна я характеристика иде ализированного дрей-
фового транзистора 167 

Лите р а тур а 170 



.ЯК:ОВ СЕМЕНОВИЧ ИЦХОК:И 

ПРИ&ЛИЖЕННЫЯ МЕТОД АНАЛИЗА ПЕРЕХОДНЫХ 

ПРОЦЕССОВ В СЛОЖНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ 

Редактор Н. Г. З а б о л о ц к и й 

Художественный редактор В. Т. С и д о  р е н к о 

Обложка художника Л. Г. Л а р с к о го 

Технический редактор Г. З. Шал им о в а 

Корректоры Л. И. К и р и л ь ч е н к о, М. Ф. Б е л я к о в а 



Сдано в набор 17/IV 1969 г. 

Подписано в печать 21/VII 1959 г. Т-06867 

Формат 84Х1081/32 Бумага типографская № 2 

Объем 9,24 усл. п. л. Уч.-изд. л. 8,584 

Тираж 21.000 экз. Зак. 2247 

Издательство .Советское радио•, 

Москва, Главпочтамт, п/я 693 

Московская типография № !О Главполиграфпрома 
К:омитета по печати при Совете Министров СССР. 

Москва, Шлюзовая наб., 10. 

Цена 43 коп. 



ГОТОВЯТСЯ К ВЫПУСКУ 

В ИЗДАТЕЛЬСТВЕ 

((СОВЕТСКОЕ РАДИО» 

В е л и ч к и н А. И. Теория дискретной передачи не­
прерывных сообщений. 

В книге излагаются основь1 статистической теории 
дискретной передачи непрерывных сообщений. Рассмат­
риваются системы связи, в которых непрерывные со­
общения передаются при помощи дискретных сигналов, 
принимающ

� 
конечное число значений. Такие системы 

называются смешанными. К �ним относятся извест�ые 
системы с к ДQВо-импульснои и дельта-модуляциеи. 

Особое внимание уделено преобразованию непре­
рывных сообщений в передаваемые дискретные сигналы 
на входе системы и принимаемых сигналов в оценке 
сообщений на выходе. Производится синтез систем свя­
зи, оптимальных по критерию минимума среднего квад­
рата ошибки передачи сообщений для дискретных ка­
налов с заданными статистическими характеристиками. 
Дается методика расчета оптимальных значений основ­
ных параметров систем связи и анализируются их ха­
рактеристики: средний квадрат ошибки передачи сооб­
щений, корреляционная функция и спектральная плот­
ность принятого сообщения. 

Книга предназначена для инженеров и научных ра­
ботников, занимающихся проектированием и исследова­
нием дискретных систем связи, телеметрии и телеуправ­
ления, а также для студентов и преподавателей вузов. 
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